Stanistaw Biatas, Adam Cmiel, Andrzej Fitzke

Matematyka

dla studidw inzynierskich

cz.l Algebra i geometria



1573 pozycja wydawnictw dydaktycznych
Akademii Goérniczo-Hutniczej im. Stanistawa Staszica w Krakowie

© Wydawnictwa AGH, Krakéw 2000
ISSN 02396114

Redaktor Naczelny Uczelnianych Wydawnictw
Naukowo-Dydaktycznych: prof. dr hab. inz. Andrzej Wichur

Z-ca Redaktora Naczelnego: mgr Beata Barszczewska-Wojda

Recenzent: prof. dr hab. inz. Stanistaw Kasprzyk

Skrypt jest adresowany do studentéw studiéw inzynierskich AGH. Poczatkowe strony skryp-
tu, to powtodrka zagadnien ze szkoty $redniej, elementy logiki i teorii zbioréw.

W ramach algebry omoéwiono: liczby zespolone, macierze i wyznaczniki oraz uktad réwnan li-
niowych. Wektory, geometria analityczna na pltaszczyznie i w przestrzeni, to hasta dotyczace
geometrii. Forma prezentacji matematyki w skrypcie jest bardzo elementarna. Oprécz defi-
nicji 1 twierdzen zamieszczono duzo przykladéw z rozwigzaniami, zrezygnowano z dowodéw.
Na koncu kazdego rozdzialu podano zadania, przeznaczone do samodzielnego rozwiazania
przez Czytelnika.

The book (handbook) is intended mainly for engineering students of the Academy of Mining
and Metallurgy. On the firest pages of this book we revise some topics of secondary school
mathematics, logic and set theory. The next chapter covers complex numbers, matrices,
determinants and linear equations.

The vector algebra, plane analytical geometry and three dimentional geometry fill the last
chapter. The matter is presented in a very elementary way: the definitions, theorems as well
as a numerous solved examples are given, but we renounced the more detailed and rigorous
proofs. The reader interested in calculus can find the exercias at the and of any chapter.

Projekt oktadki i strony tytutowej: Beata Barszczewska- Wojda
Opracowanie edytorskie: Fwa Kmiecik
Korekta: Fwa Kmiecik

Uktad typograficzny i sktad komputerowy systemem TEX:
Jacek Kmiecik, preTEXt, tel. 0501 494 601

Redakcja Uczelnianych Wydawnictw Naukowo-Dydaktycznych
al. Mickiewicza 30, 30-059 Krakéw
tel. 617-32-28, tel./fax 638-40-38




Spis tresci

Wstep . . . . . e e 7
1. Powtodrka wybranych zagadnien ze szkoty éredniej . . . . . . . . ... .. ... .. 9
1.1. Wartos¢ bezwzgledna . . . . . . . . .. L L Lo 9
1.2. Przyktady funkcji odwrotnych. Funkcje cyklometryczne . . . . . . . . . . . .. 10
Zadania . . . . ... e e 17
2. Elementy logiki i teorii zbioréw . . . . . . . ... oL 19
2.1. Rachunek zdan . . . . . .. .. . L 19
2.2. Kwantyfikatory . . . . . . . . . . . e 22
2.3. Zbiory: definicje i oznaczenia . . . . . . .. ..o 24
2.4. Dzialania na zbiorach . . . . . . . . . .. . L oo 27
2.5. lloczyn kartezjanski zbioréw . . . . . . . . ... Lo 28
Zadania . . . . . ... 30
ALGEBRA
3. Liczby zespolone . . . . . . . .. 35
3.1. Definicje i dzialania na liczbach zespolonych . . . . . . .. ... ... ... .. 35
3.2. Interpretacja geometryczna liczb zespolonych . . . . ... .. ... ... ... 41
3.3. Postac¢ trygonometryczna liczby zespolonej . . . . . . .. .. .. ... 43
3.4. Pierwiastek z liczby zespolonej . . . . . . . . .. .. ... ... 46
3.5. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej . . . . . . . .. ... Lo 51
Zadania . . . . ..o L 53
4. Wielomiany i funkcje wymierne . . . . . . . ... ..o oL 55
4.1. Wielomiany . . . . . .. ..o 55
4.2. Funkcje wymierne . . . . . . . . ... 58
Zadania . . . . ..o e 59
5. Macierze i wyznaczniki . . . . . . ... 60
5.1, Wstep . . . . o o o 60
5.2. Definicje i podstawowe rodzaje macierzy . . . . . . . .. . ... ... .. ... 62
5.3. Dziatania na macierzach . . . . . . . . . .. . Lo L o 64
5.3.1. Réwnosé, dodawanie i odejmowanie macierzy . . . . . ... ... ... 64
5.3.2. Mnozenie macierzy przez skalar . . . . . . ... ..o 65
5.3.3. Mnozenie macierzy przez macierz, potega macierzy . . . . . . . . . .. 65



Spis tresci

5.4. Macierze transponowane i ortogonalne . . . . . . .. ... ... 0L 68
5.5. Wyznacznik z macierzy . . . . . . . . ... 71
5.5.1. Definicja wyznacznika . . . . . . .. ... ... L. 71
5.5.2. Wtlasnosci wyznacznika i twierdzenie Laplace’a . . . . . . .. . .. .. 73
5.6. Rzad macierzy . . . . . . . . . . 79
5.7. Macierz odwrotna . . . . . . . . . .. Lo 84
5.7.1. Definicja macierzy odwrotnej . . . . . ... .. ... ... 84
5.7.2. Wtlasnosci macierzy odwrotnej . . . . . . . .. ... ... ... 87
Zadania . . .. ... e e 88
6. Ukfady réwnan liniowych . . . . . . . . ... .o 93
6.1. Definicje i oznaczenia . . . . . . . . . .. Lo 93
6.2. Twierdzenie Cramera . . . . . . . . . . . .. . o 95
6.3. Twierdzenie Kroneckera-Capelliego . . . . . . . . .. .. .. .. ... ..... 97
6.4. Praktyczne metody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych . . . . . . . . .. 101
Zadania . . ... L. e e e e 107
GEOMETRIA
7. Geometria analityczna . . . . . . . . ... 113
7.1. Geneza geometrii analitycznej . . . . . . .. .. ..o Lo L 113
7.2. Wektory, katy i wspélrzedne . . . . . . ... Lo oL 113
7.2.1. Wektory . . . . . . . e 113
7.2.2. Rzut i wspélrzedna wektoranaosi . . . . .. ... ... 115
7.2.3. Kat zwykly i skierowany . . . . . . .. ..o L oo 116
7.2.4. Katy miedzy wektorami . . . . . . .. ... Lo 119
7.2.5. Kartezjanski uktad wspoétrzednych na ptaszczyznie . . . . .. ... .. 119
7.2.6. Wektory na plaszczyznie . . . . . . . . .. ..o 120
7.2.7. Kartezjanski uktad wspoétrzednych w przestrzeni . . . .. .. .. ... 122
7.2.8. Wektory w przestrzeni . . . . . . . . ... ... o 123
7.2.9. Wspblrzedne biegunowe na plaszczyznie . . . . . . . ... .. ... .. 126
7.2.10. Wspbélrzedne sferyczne w przestrzeni . . . . . . . . . ... ... ... 127
7.2.11. Kombinacja liniowa wektoréw . . . . . .. .. ... ... L. 129
7.2.12. lloczyn skalarny wektoréw . . . . . . . . . . ... 133
7.2.13. lloczyn wektorowy wektoréw . . . . . . . . .. .. L. 135
7.2.14. lloczyn mieszany trojki wektoréw . . . . . . . . . ... 139
Zadania . . .. .. L. L e e e e 142
7.3. Geometria analityczna na plaszczyznie . . . . . . . . ... ... L. 145
7.3.1. Wiadomoéci ogdlne o réwnaniach linii . . . . . . .. ... ... ... 145
7.3.2. Réwnania parametryczne linii . . . . . .. ... o000 145
7.3.3. Punkty wspélne dwoch linii . . . . .. ..o oo 147
7.3.4. Réwnanie kierunkowe prostej na ptaszczyznie . . . . . . . .. ... .. 147
7.3.5. Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty . . . . .. .. ... 148
7.3.6. Réwnanie ogdlne prostej na plaszczyznie . . . . . . . .. ... ... 149
7.3.7. Roéwnanie wektorowe i parametryczne prostej na ptaszczyznie . . . . . 151
7.3.8. Odleglos¢ punktu od prostej na ptaszczyznie . . . ... ... .. ... 153



Spis tresci

7.3.9. Wzajemne potozenie prostych na plaszczyznie . . . . . . . .. .. ... 154
Zadania . . . ... Lo e 156
7.4. Geometria analityczna w przestrzeni . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 158

7.4.1. Réwnania plaszczyzny w przestrzeni . . . . . . . . ... ... ... .. 158

7.4.2. Réwnania prostej w przestrzeni . . . . . .. ... ..o 161

7.4.3. Odleglosé punktu od prostej lub plaszczyzny w przestrzeni . . . . . . 164

7.4.4. Wzajemne potozenie plaszczyzn i prostych w przestrzeni . . . . . . . . 166

7.4.5. Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny . . . ... .. ... ... ... . 173

7.4.6. Kat miedzy dwiema ptaszczyznami . . . . . . .. ... ... ... ... 174
Zadania . . . ... e e 175

Skorowidz oznaczen . . . . . ... L. 179






Wstep

Skrypt jest adresowany do studentéw studiéw inzynierskich AGH. W ostatnich
latach liczba studentéow na tych studiach gwaltowanie wzrosla, a jednocze$nie rady-
kalnie zmniejszono ilos¢ godzin przeznaczonych na nauczanie matematyki. Szczegdlny
wzrost liczby studentéw nastgpil na zaocznych studiach inzynierskich — dotyczy to
prawie wszystkich wydzialéw AGH.

Te fakty spowodowaly, ze przyszly inzynier nie ma mozliwosci studiowania ma-
tematyki. Student studiéw inzynierskich moze sie¢ uczy¢ jedynie wybranych zagadnien
»krolowej nauki”.

W tej sytuacji Wydzial Inzynierii Mechanicznej i Robotyki AGH zaproponowat
napisanie skryptu z matematyki, ktory trescia i forma bylby adekwatny do liczby
godzin i mozliwosci studentéw studiéw inzynierskich, szczegdlnie zaocznych.

Poczatkowe strony skryptu sa ,pewna forma powtorki” wybranych zagadnien
z programu matematyki w szkole éredniej. Przedmiotem rozwazan pierwszej czesci
skryptu sa: liczby zespolone, macierze i wyznaczniki, uktady réwnan liniowych, ele-
menty algebry wektoréw, geometria analityczna na plaszczyznie i w przestrzeni. Druga
cze$¢ skryptu bedzie dotyczyé¢ rachunku rézniczkowego i catkowego.

Forma prezentacji matematyki w skrypcie jest bardzo elementarna. Oprocz defi-
nicji i twierdzen zamieszczono duzo przyktadéw z rozwiazaniami; zrezygnowano z do-
woddéw, a przedstawione dowody stanowia jedynie forme éwiczen. Przyklady z roz-
wigzaniami maja stanowi¢ pomoc w zrozumieniu podstawowych pojeé i algorytméw
obliczen z algebry i geometrii analitycznej. Rysunki uzupelniaja definicje, twierdzenia
i przyklady. Na koncu kazdego rozdzialu umieszczono zadania przeznaczone do samo-
dzielnego rozwiazania przez Czytelnika. Takich zadan, lub o takim stopniu trudnoéci,
moga sie spodziewaé studenci na kolokwiach lub egzaminach.

Numeracja twierdzen, rysunkéw i wzoréw dotyczy danego rozdziatu. Np. twier-
dzenie 3.1 jest pierwszym twierdzeniem w rozdziale 3.






Rozpziar 1.

Powtérka wybranych zagadnien ze szkoty Sredniej

1.1. Wartos$¢ bezwzgledna

Wartoscia bezwzgledna liczby a € R, ktéra oznaczamy przez |a|, nazywamy
liczbe

la] = a gdya>0,
] -a gdy a < 0.

Np. [=6| =6, |5] = 5, |0] = 0.

Podstawowe wlasnosci wartoéci bezwzglednej podaje nastepujace
TWIERDZENIE 1.1. Jezeli a,b € R, to:

1) |ab| = |a][0],

2) ’%’ - %: dla b # 0,

3) la—bl=b—al,
4) |la+b] < la| + [b]-

Niech W (z) bedzie pewna funkcja zmiennej x € R. Dowodzi sig, ze nieréwnosé
[W(z)|<a dla a>0,
jest rbwnowazna nieréwnosciom
—a < W(z) < a.
Natomiast nierownosc
[W(z)|>a da a>0,
jest réwnowazna nieréwnosciom

W(z) < —a lub a < W(x).



1. Powtérka wybranych zagadnien ze szkoty $redniej

Przyktad

Rozwiazaé¢ nieréwnosé
lz4+2] <3 (1.1)

W tym przykladzie W(x) = z 4+ 2, a = 3. Stad nier6wno$é¢ (1.1) jest réwnowazna
nieréwnosciom

-3<z+2<3
czyli

3<z+2 1 z+2<K3
-5 <z i r < 1.

Zatem nier6wno$é¢ (1.1) spelniaja x € (—5,1).

Przyktad

Rozwiazaé¢ nieréwnosé

|z —1] >4 (1.2)
Rozwazana nierownos¢ jest réwnowazna nieréwnosciom

r—1<—-4 lub 4<zx—-1
czyli

r< -3 lub 5H<uz

Oznacza to, ze nieréwnosé¢ (1.2) spelniaja x € (—oo, —3) lub x € (5, 00).

1.2. Przyktady funkcji odwrotnych. Funkcje cyklometryczne

Przyktad
Wezmy pod uwage funkcje

y=3zx+1 (1.3)

gdzie x jest zmienna niezalezna, a y zmienna zalezna. Kazdej wartoéci x € R jest
przyporzadkowana warto$¢ y = 3z + 1. Wykresem tej funkcji jest linia prosta, na
rysunku 1.1 linia ciagta.

Z (1.3) otrzymamy

ety (1.4)

37 3

10



1.2. Przyktady funkcji odwrotnych. Funkcje cyklometryczne

Ostatnia zaleznos¢ mozemy traktowac jako nowa funkcje zmiennej niezaleznej y. Kaz-
dej warto$ci y € R jest przyporzadkowana warto$¢ x = 1y — /5. Funkcje (1.4)
nazywamy odwrotna wzgledem funkcji (1.3). W zaleznosci (1.4) zmienna niezalez-
ng mozemy réwniez oznaczyé przez x, a zmienng zalezng przez y. Wowczas funkcja
y = 13— 1/3 jest funkcja odwrotna do funkcji (1.3). Wykresy tych funkcji sa przedsta-
wione na rysunku 1.1. Warto zwrécié¢ uwage, ze wykres funkcji odwrotnej y = 1z z—1/3
jest zwierciadlanym odbiciem funkcji pierwotnej y = 3x + 1 wzgledem prostej y = x
(przekatnej pierwszej i trzeciej éwiartki uktadu wspélrzednych).

J ~
0]
gL of
/
61
1
47 e

Rys. 1.1. Wykresy funkcjiy =3z +1iy = %x — %

Przyktad
Wezmy pod uwage funkcje

y =z

W tym przykladzie danej wartoéci zmiennej zaleznej y > 0 odpowiadaja dwie wartosci
zmiennej niezaleznej z: x = &,/y. Funkcja y = 22 nie ma funkcji odwrotnej.

Rozwazmy teraz funkcje f: R — R lub w innym zapisie y = f(x). Niech
D(f) C R bedzie dziedzina, a d(f) C R przeciwdziedzing tej funkcji. Zakladamy,
ze funkcja y = f(z) jest réznowartoéciowa w D(f), tzn.

N @ #ae = fla) # ).

z1,22€D(f)

Stad wynika, ze kazdej wartosci y € d(f) odpowiada dokladnie jedna warto$é
x € D(f) taka, ze f(x) = y. Oznacza to, ze funkcja y = f(z) w zbiorze D(f) ma
funkcje odwrotng z = f~1(y).

11



1. Powtérka wybranych zagadnien ze szkoty $redniej

Prawdziwe sa tozsamogci:
(') =y dla yed(f),
[ (f(@) == dla z € D(f).

Kazda funkcja rosnaca (malejaca) w zadanym przedziale ma w tym przedziale funkcje
odwrotna.

Przyktad
Funkcja wyktadnicza

x

y=a", gdzie a >0,

jest funkcja rosnaca dla a > 1 i malejaca dla 0 < a < 1. Funkcja ta dla x € R ma
funkcje odwrotna x = log, y.

Przyktad
Funkcja logarytmiczna

y = log, x, gdzie a>0,a# 1,

jest funkcja rosnaca dla @ > 1 i malejacg dla 0 < a < 1. Funkcja ta dla x > 0 ma
funkcje odwrotna = = a¥.

Przyktad
Funkcja

y = |z

dla z € R nie jest réznowartosciowa, a stad wynika, ze nie ma funkcji odwrotnej w R.
Funkcje trygonometryczne
y=sinz i y=coszx

sa okreslone na calej osi liczbowej, D(sin) = D(cos) = R. Jednak funkcje te nie sa
réznowartosciowe w swojej dziedzinie, zatem nie maja funkcji odwrotnych dla z € R.
Funkcje trygonometryczne

y=tgxr 1 y=ctger

rowniez nie maja funkcji odwrotnych w swoich dziedzinach.
Funkcja trygonometryczna

y=sinx

w przedziale <—§, §> jest funkcja rosnaca, a zatem w tym przedziale istnieje do niej
funkcja odwrotna.

12



1.2. Przyktady funkcji odwrotnych. Funkcje cyklometryczne

Funkcje odyvrotn@ dF) fugkcji y = sinw, rozpatrywanej w przedziale (—Z, %),
nazywamy funkcja arcus sinus i piszemy

T = arcsiny.

Dziedzing funkcji arcsin y jest przedzial (—1, 1), a przeciwdziedzing przedzial <— 5 §>

Zapis

To = arcsinyo
oznacza, ze To jest takim katem, mierzonym w radianach, ze zo € (=3, %) i yo =
= sinxg.

Zatem:
. . v T c < ™ 7T> oo 1
arcsin = =, gdyz 5 575 i sing =g,
inl — ™ dvs ™ €< s 7T> . L. 1
arcsinl = o, gdyz 5 53 iosing =1,
™ ™ T ™
arcsin(—1) 5 gdyz 5 € 55 I sin{=5
arcsin0 = 0, edy 0€<—g,g> i sin0=0.

Wykresy funkcji y = sinz i y = arcsinz sg przedstawione na rysunku 1.2.

1y y = arcsinx
Lol _Z___C
2 e
7
4 .
/Yy =smzx
____________ 1+-=----- 4= = .
s |
// !
|
T |
|
|
|
. . ; ; . ,
1 — 1
—im 1 0 1 ST X
I
| 4
| %
! 77
| /
Sr IRy S— S
é
7
7
7
7
1
[ S —— —_=
5T

Rys. 1.2. Wykresy funkcji y = sinz i y = arcsinx

Funkcja trygonometryczna
Y =coszT

w przedziale (0, 7) jest funkcja malejaca i w tym przedziale ma funkcje odwrotna.

13



1. Powtérka wybranych zagadnien ze szkoty $redniej

Funkcje odwrotna do funkcji y = cosx, rozpatrywanej w przedziale (0, 7), na-
zywamy funkcja arcus cosinus i piszemy

X = arccosy.
Dziedzing funkcji arccosy jest przedzial (—1,1), a przeciwdziedzina przedzial (0, 7).

Zatem zapis
Ty = arccos yo

oznacza, ze o jest takim katem, mierzonym w radianach, ze x¢ € (0,7) i cosxo = yo.

Stad mamy:
arccos - = — dyz z€<0 )i cosz—1
2~ 3 svE =T 32
arccos1 =0, gdyz 0€(0,7m) 1 cosO=1,
arccos(—1) = m, gdyz we(0,m) 1 cosm=—1,
1 2 2 2 1
arccos (—§> = %, gdyz g €(0,m) 1 cos ?ﬁ =-3

Wykresy funkcji y = cosx i y = arccoszx sg przedstawione na rysunku 1.3.

3

|

Rys. 1.3. Wykresy funkcji y = cosx i y = arccosz

14



1.2. Przyktady funkcji odwrotnych. Funkcje cyklometryczne

|
|
I
y=tgx| | i
I
I
I
I
I
I,

Rys. 1.4. Wykresy funkcji y = tgz i y = arctgz

Podobnie okreslamy funkcje odwrotne do funkcji y = tgx oraz y = ctgx.
Funkcja y = tgx w przedziale (—g, %) jest rosnaca i w tym przedziale ma
funkcje odwrotna. Funkcje odwrotng do funkcji y = tg x, rozpatrywanej w przedziale

(—%, %), nazywamy funkcjg arcus tangens i piszemy
T = arctgy.

Dziedzing funkcji arctgy jest zbidr liczb rzeczywistych, a przeciwdziedzing jest prze-

dziat (—g, g)
Zapis

Tg = arctgyo

oznacza, ze xg jest takim katem, mierzonym w radianach, ze zy € (— R %) iyo =tgxop.

15



1. Powtérka wybranych zagadnien ze szkoty $redniej

Zatem:
™ . ™ ™ T . ™
arctgl = 1 gdyz ZG (—5,5) i tgz =1,
arctg0 = 0, odyz  0Oc (—gg) i tg0=0,
™ ) ™ T ) ™
arctg(—1) = 1 gdyz 1 € (—5,5) i tg (_Z> = -1,
T ™ T T
WE-T i Te(-ET) 1 iova
arctg V'3 3 gdyz 3 € 573 iotgg V3

Wykresy funkcji y = tgx i y = arctgx sg przedstawione na rysunku 1.4.

Funkcja y = ctgx w przedziale (0,7r) jest malejaca i w tym przedziale ma
funkcje odwrotna.

Funkcje odwrotng do funkeji y = ctg x, rozpatrywanej w przedziale (0,7), na-
zywamy funkcja arcus cotangens i piszemy

x = arcctgy.

Dziedzing funkcji « = arcctgy jest zbidr liczb rzeczywistych, a przeciwdziedzina jest
przedzial (0, 7). Wykres tej funkcji jest przedstawiony na rysunku 1.5.

y = arcctgx

N[

N
N[

y:x//

3

N\

Rys. 1.5. Wykresy funkcji y = ctgz i y = arcctgx
16



1.2. Przyktady funkcji odwrotnych. Funkcje cyklometryczne

Zapis

Tg = arcctg yo

oznacza, ze g jest takim katem, mierzonym w radianach, ze o € (0,7) i yo = ctg zo.

Zatem:
arcctg 1l = %, gdyz 2 € (0,7) i ctg% =1,
arcctg0 = g, gdyz g e (0,7) 1 ctgg =0,
3 3 3
arcctg(—1) = —T, gdyz o € (0,m) i ctg o _ -1
4 4 4
Funkcje:
y = arcsinx, Y = arccos, y = arctg x, y = arcctg x

nazywaja sie funkcjami cyklometrycznymi lub koltowymi.

Zadania

1. Rozwigzaé nieréwnosci:

a) lv—1| < 4,
d) 2z — |3z - 1| <0,

g) |2* —x—3|>2.

b) |z +2| >3,
e) Va2 <1,

2. Naszkicowaé wykresy funkcji:

a) y=3",
d) y =2l
g) y = log, |z,
2
N log. 2
i v 082
.7:2
m) y = 31,

) y = cos lx—i—z
b) ¥y= 5 5 )

b) y=

e y= (%)gﬂ

_2m7

c) |z +2|—|z| >0,

f) |[#* =3z 42| <1,

c)y=1-2%
£) y =27,
i) y = [logxl,

1) y=—logyx+1,
0) y = sin 2z,

r) y=2z|— |z +1|—1,
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1. Powtérka wybranych zagadnien ze szkoty $redniej

18

s) y=|lz+2/-1f, t) y=lr+1 |z -1, wy=|z®-2|,
_ =l _| =
V) y= w)y=|—5|

. Wyznaczy¢ funkcje odwrotng do funkcji:

2£E

=320 b) y = 3772, ¢) y = 3sin2z.

a)y

. Obliczy¢:

V2 V3 (1 . V2

a) arcsin —, b) arcsin—, c¢) arcsin | —= |, d) arcsin [ —— |,

2 2 2 2

V2 V3 V2 V3
e) arccos —, f) arccos—, g) arccos| —— |, h)arccos | —— |,

2 2 2 2

3 3

i) arctg (—\/g), j) arctg \/——, k) arctg (—%),

1) arcctg (—\/5), m) arcctg \/?g, n) arcctg (—\?)

. Wykazaé, ze:

1
a) arcctgx = arctg (—> dla z > 0,
77

1
b) arcctgx = m + arctg (E) dla z < 0.



Rozpziar 2.

Elementy logiki i teorii zbioréw

2.1. Rachunek zdan

W jezyku potocznym uzywamy zdan do przekazywania pewnych tresci, infor-
magcji, wrazen. W matematyce i logice nie mozna jednak uzywaé zdan z taka swoboda
jak w prasie czy telewizji.

By¢ moze, ze wypowiedzi:

To jest tylko czesciowa prawda,

I tak, i nie,

Pleé¢ pleciugo, byle niedlugo
sa poprawne w jezyku potocznym, ale w matematyce nie uzywa sie¢ takich konstrukcji.

W matematyce uzywa sie tylko zdan orzekajacych, ktére sa prawdziwe lub fal-
szywe. Méwimy, ze sa to zdania logiczne. Zdania:

Szesé jest podzielne przez dwa,

Istnieje liczba mniejsza od zera,

Duwa plus dwa jest trzy
sa zdaniami logicznymi. Pierwsze dwa sa prawdziwe, trzecie jest falszywe. Prawde lub
falsz nazywamy wartoscia logiczna zdania. Zdaniu prawdziwemu przyporzadkowuje-
my liczbe 1, falszywemu 0. Takie przyporzadkowanie ulatwia analize zdan logicznych.

Podobnie jak w jezyku potocznym, w matematyce z prostych zdan logicznych
mozemy tworzy¢ zdania ztozone — mniej lub bardziej skomplikowane. W matematyce
sa $cisle ustalone reguty tworzenia zdan ztozonych oraz zasady przyporzadkowywania
wartosci logicznych tym zdaniom. Opiszemy teraz te reguly i zasady.

Ze zdan logicznych tworzymy zdania zlozone przy uzyciu nastepujacych spojni-
kéw (funktoréw):

a) (nie) — negacja (~),
b) (...lub...) — alternatywa (v),
c) (...i...) — koniunkcja (N),
d) (jezeli..., to...) — implikacja (=),
e) (.. wtedy i tylko wtedy, gdy...) — réwnowazno$é (<).

Niech p i ¢ beda zdaniami logicznymi. Negacja (zaprzeczeniem) zdania p jest
zdanie nieprawda, Ze p, co zapisujemy symbolicznie

~p
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2. Elementy logiki i teorii zbioréw

Negacje ~p uznajemy za zdanie prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem
falszywym, czyli negacja ~p jest falszywa, gdy p jest prawdziwe.
Zdanie ztozone p lub q, zapisujemy symbolicznie

Vg |

i nazywamy alternatywa (suma) zdan p, q.

Alternatywe p V ¢ uznajemy za zdanie prawdziwe, jezeli przynajmniej jedno ze
zdan p, q jest prawdziwe.

Koniunkcja (iloczynem logicznym) zdan p, ¢ nazywamy zdanie p i g, ktére za-
pisujemy symbolicznie

PAq ‘

Koniunkcje p A ¢ uwazamy za zdanie prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania
p, q sa prawdziwe. Zatem koniunkcja p A g jest zdaniem falszywym, gdy przynajmniej
jedno ze zdan p, q jest falszem.

Zdanie logiczne postaci jesli p, to q zapisujemy symbolicznie

p=4q

i nazywamy implikacja. Zdanie p = ¢ mozemy réwniez wypowiedzieé¢ tak: z p wy-

nika g. Implikacje p = ¢ uwazamy za zdanie falszywe wtedy i tylko wtedy, gdy

p jest zdaniem prawdziwym, a ¢ falszywym. W pozostalych przypadkach implikacje

uznajemy za zdanie prawdziwe. Zdanie p nazywamy poprzednikiem implikacji, a ¢ na-

stepnikiem. Twierdzenia, formulowane i dowodzone w matematyce, najczeéciej maja

posta¢ implikacji. Zdanie p stanowi wowczas zalozenie, a q teze twierdzenia.
Moéwimy, ze zdania p, g sa rownowazne, piszemy kréotko

pP<=q

jezeli implikacje p = ¢, ¢ = p sa prawdziwe.
Roéwnowaznosdé p < q czytamy w postaci zdania

p wtedy 1 tylko wtedy, gdy q

lub p jest warunkiem koniecznym @ wystarczajgcym dla q. Jezeli implikacja p = ¢ lub
q = p jest falszem, to réwnowaznoé¢ p < ¢ ma wartosé logiczna falszu. Twierdzenia,
ktére podaja warunek konieczny i wystarczajacy maja postaé¢ réwnowaznosci.

W tabeli 2.1 zestawiono wartosci logiczne omawianych zdan ztozonych: negacji,
alternatywy, koniunkcji, implikacji i réwnowaznosci. W zestawieniu tym uzyto metody
zerojedynkowej: prawda — 1, falsz — 0.

Przyktady

Przez p oznaczamy zdanie liczba 6 jest parzysta, a przez q zdanie liczba 15 jest
wieksza od 20. Widaé, ze p ma wartosé logiczna prawdy, a q falszu.
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2.1. Rachunek zdan

Negacja zdania p jest zdanie nieprawda, Ze liczba 6 jest parzysta. Natomiast
alternatywa p V ¢, to zdanie liczba 6 jest parzysta lub liczba 15 jest wieksza od 20.
Zdanie liczba 6 jest parzysta i nieprawda, Ze liczba 15 jest wieksza od 20 jest koniunkcja

pA~q.

Tabela 2.1.
p q ~q pVyg PAgq p=4q p<=q
1 1 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1

Znane Czytelnikowi twierdzenie Pitagorasa:

jezeli trojkat jest prostokgtny, to suma kwadratéw przyprostokgtnych réwna
sie kwadratowi przeciwprostokqtnej

jest implikacja.

W tym twierdzeniu zdanie trdojkqt jest prostokgtny oznaczamy przez p, a zdanie
suma kwadratow przyprostokgtnych rowna sie kwadratowi przeciwprostokgitnej przez q.
Twierdzenie Pitagorasa ma posta¢ implikacji jezeli p, to q, czyli w zapisie symbolicz-
nym p = q.

Zapis
liczba 75 dzieli sie przez 15 < liczba 75 dzieli sie przez 511 3

jest réwnowaznoscia p & ¢, gdzie p jest zdaniem liczba 75 dzieli sie przez 15, a q
zdaniem liczba 75 dzieli sie przez 5 i 3. Latwo widaé, ze implikacje p = ¢, ¢ = p sa
prawdziwe, zatem rozpatrywana réwnowazno$¢ ma wartos¢ logiczng prawdy.

Przy uzyciu zmiennych zdaniowych (p, q,r, s...), funktoréw oraz nawiaséw mo-
zemy tworzy¢ wyrazenia rachunku zdan — tak zwane schematy zdaniowe.

Zapis

(pVa)A~p
jest schematem zdaniowym. Jezeli w miejsce zmiennych zdaniowych podstawimy kon-
kretne zdania, otrzymamy zlozone zdanie logiczne. Moze ono mie¢ warto$é¢ logiczna
prawdy lub falszu — w zaleznoéci od podstawionych zdan w miejsce zmiennych. War-
tos¢ logiczna schematu zdaniowego mozemy wyznaczy¢ przy uzyciu metody zeroje-
dynkowej.

Tautologia nazywamy taki schemat zdaniowy, ktéry ma wartosé logiczna prawdy
dla dowolnych wartosci logicznych (prawda lub falsz) zdan wstawionych w miejsce
zmiennych zdaniowych.
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2. Elementy logiki i teorii zbioréw

Do najczedciej uzywanych tautologii naleza;
~(~p) S p — prawo podwOjnego przeczenia,

pV (~p) — prawo wylaczonego $rodka,
A

— prawa de Morgana,
V

~(p=q) & (p A (Nq)) — prawo zaprzeczenia implikacji.

2.2. Kwantyfikatory

W matematyce czesto uzywamy stéw: kazZdy i istnieje. Np. piszemy dla kazdego
z € R:2° +1 > 0 lub istnieje x € R: x + 1 = 0. Slowa kazdy i istnieje nazywamy
kwantyfikatorami i dla tych stéw uzywamy specjalnych symboli.

Zdanie
wlasnodé p(x) jest spelniona przez kazdy element x zbioru A
zapisujemy symbolicznie

N\ p(=)

T€EA
i czytamy: dla kazdego x € A zachodzi p(x). Znak /\ nazywamy kwantyfikatorem
duzym lub ogélnym, oznacza on stowo kazdy.

Zdanie

istnieje taki element x zbioru A, Ze dla tego elementu jest spelniona wia-
snosé p(x)

zapisujemy symbolicznie

\ p@)

z€A

i czytamy: istnieje takie x € A, Ze zachodzi p(x). Znak \/ nazywamy kwantyfikatorem
malym lub szczegbétowym.

Przyktad
Zdanie

/\ 2 41 > 0 czytamy: dla kaidego © € R: x> +1 > 0.
TER

W tym przykladzie wlasno$é p(x) to nieréwnosé 22 +1 > 0. Oczywiicie, omawiane
zdanie jest prawdziwe.
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2.2. Kwantyfikatory

Przyktad

Zapis

\/ 22 — 22 — 1 = 0 czytamy: istnieje x € R: 2> —2x+1=0.

TER
W tym zapisie wlasnosé p(x) to réwnoéé 2% — 2z + 1 = 0.

Przy uzyciu kwantyfikatorow /\ i \/ zapisujemy zdania logiczne, ktére moga
mie¢ wartos¢ logiczna prawdy lub falszu. Latwo zauwazyé, ze zachodza nastepujace
réwnowaznosci:

[ A p<x>] o[z e A p(a)} = 4],

z€A
~ [ \/ p(x)] @[{x € A:p(x)} = ®:|7
z€A

gdzie @ oznacza zbiér pusty.
Zapis

/\ \/ W(a,b),
acAbeB

czytamy: dla kazdego a € A istnieje b € B takie, Ze zachodzi pewna wlasnosé W(a,b).
Zamiast pisaé

/\ /\ W(a,b)

acAbeA
piszemy kroétko

A\ W(a,b).

a,beA

Wiemy juz, ze przy uzyciu kwantyfikatoréw zapisujemy zdania logiczne. Nalezy
zwrocié uwage na poprawne zaprzeczanie zdan logicznych zapisanych przy uzyciu
kwantyfikatorow. Prawdziwe sa nastepujace réwnowaznosci:

~ [ A p@)| &\ (~p(),

€A €A
~ [ \V p(ﬂf)] & A (~p(@)).
€A €A

Réwnowaznosci te okreslaja sposéb negacji zdan z kwantyfikatorami. Mianowicie, przy
negacji kwantyfikator duzy /\ zastepujemy kwantyfikatorem malym \/, a wlasnosé

p(x) zastepujemy negacja (~p(x)). I na odwrot, kwantyfikator maly \/ zastepujemy
kwantyfikatorem duzym /\, a wlasnosé p(x) zastepujemy przez ~p(x).
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2. Elementy logiki i teorii zbioréw

Przyktad
Negacja zdania

AV A lz—=0l <= |f(2) — o) <c

e>0 6>0 z€D

jest zdanie

\V AV Jz—zol <6A1f(2) — flao)l > e

e>0 6>0 zeD

2.3. Zbiory: definicje i oznaczenia

Struktura matematyki jest inna niz np. takich nauk, jak fizyka, chemia czy bio-
logia. W matematyce teza nie wynika z eksperymentu, z pomiaru. Gdyby pomierzono
boki np. 100000 trojkatéow prostokatnych i stwierdzono, ze ,suma kwadratéw przy-
prostokatnych jest rowna kwadratowi przeciwprostokatnej”, to stad nie wynika, ze
twierdzenie Pitagorasa jest prawdziwe. Twierdzenie Pitagorasa jest prawdziwe, gdyz
zostalo udowodnione. Wyniki z doswiadczenia, obserwacje lub intuicja moga stanowic
jedynie przypuszczenie, ze jaka$ teza jest prawdziwa, ale nie stanowig dowodu tezy.

W matematyce, a doktadniej w poszczegdlnych dzialach matematyki, przyjmuje
sie pewne pojecia jako pierwotne, ktorych sie nie okresla, nie definiuje. Oprocz pojeé
pierwotnych przyjmuje si¢ pewne tezy (twierdzenia) jako prawdziwe — bez dowo-
déw. Te tezy bez dowodow nazywamy pewnikami lub aksjomatami. W danej teorii
matematycznej przyjete pojecia pierwotne i aksjomaty sa dokladnie ustalone.

W oparciu o pojecia pierwotne i aksjomaty, na drodze wnioskowania logicznego,
dowodzi si¢ nowe twierdzenia.

W ten sposéb dany dzial matematyki ma charakter aksjomatyczno-dedukeyj-
ny. Taka aksjomatyczno-dedukcyjng strukture matematyki zapoczatkowal Euklides
(IV w p.n.e.) w stynnym dziele Elementy. Zdefiniowal wéwczas geometrie euklideso-
wa, znang Czytelnikowi ze szkoly Sredniej.

W jezyku potocznym czesto uzywamy pojecia zbiér: zbidr ksiazek (ksiegozbidr),
zbiér gwiazd (gwiazdozbior), zbiér studentéw, zbidr (kolekcja) monet, zespél (zbidr)
szkot itd.

W matematyce zbiér jest jednym z podstawowych pojeé. Dzial matematyki
zajmujacy sie wlasnosciami zbioréw nazywamy teoria zbiorow. W tej teorii zbiér jest
pojeciem pierwotnym. Przedmioty (obiekty) nalezace do zbioru nazywamy jego ele-
mentami. Zbiory najczesciej oznaczamy duzymi literami alfabetu tacinskiego: A, B,
C, D itd. Natomiast elementy zbioru bedziemy oznacza¢ malymi literami: a, b, z,
y itd. Jezeli element a (przedmiot, obiekt) nalezy do zbioru A to piszemy

ac A

i méwimy, ze a jest elementem zbioru A. Natomiast zapis a ¢ B oznacza, ze ele-
ment a nie nalezy do zbioru B. W podrecznikach niektére zbiory, czesto uzywane
w matematyce, maja ustalone oznaczenia.
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2.3. Zbiory: definicje i oznaczenia

Litera N oznacza si¢ zbior liczb naturalnych, litera Z — zbidr liczb catkowitych,
litera () — zbidr liczb wymiernych, a litera R — zbiér liczb rzeczywistych.
Na przyktad mozemy napisac:

5
3eN, —-10€Z, 6¢Z, +3ecR, —4¢N, S ¢72, V2¢Q.

Najprostszym sposobem opisu zbioru jest podanie listy jego elementdw.

Zapis
A={3,-54}

oznacza, ze elementami zbioru A sa: 3, —5, 4. Zapis ten oznacza réwniez, ze do zbioru
A nie nalezg inne elementy, oprécz wymienionych. Natomiast zapis

B={3,-,54}

okredla zbiér sktadajacy sie z czterech elementéow: 3, —, 5, 4.
Zbior sktadajacy sie z wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100 mozemy zapisaé
w postaci

M ={1,2,...,100},
a zbidér wszystkich liczb naturalnych w postaci
N = {1,2,3,...}.

Zbior, ktory ma skoniczona iloé¢ elementéw, nazywamy skonczonym. Zbiér nazywamy
nieskonczonym jezeli ilosé jego elementéw nie jest ograniczona. Na przyktad zbiér
M jest skonczony, a N nieskonczony. Méwimy, ze zbiér jest jednoelementowy, jezeli
zawiera tylko jeden element. Na przyktad zbiér {a} zawiera jeden element a. Zbiér
S = {6} zawiera jeden element i moze réwniez by¢ zapisany w postaci S = {6,6,6}.
Zbiory {1,3}, {3,1} zawieraja te same elementy: 11 3.

Nie zawsze zbidér mozna opisaé¢ przez wypisanie jego elementow.

Zapis
A= {z: W(2)}

oznacza zbidr wszystkich x, ktére spelniaja warunek W (x). Zbiér B, ktéry zawiera
wszystkie elementy x € E spelniajace warunek W(z), mozna opisa¢ w nastepujacy
sposéb

B={zecE:W(xz)}.

Zapis
A={z: W(2)}

25



2. Elementy logiki i teorii zbioréw

czytamy: ogdl takich x, ktdre spelniajg W (x). W niektérych podrecznikach zamiast
A= {z: W(z)} stosuje si¢ zapis

A={z|W()}.
Zbior
K={zeN:2<z<T}

zawiera liczby 3, 4, 51 6.
Natomiast zbior

B:{xER:2<x<7}

zawiera liczby rzeczywiste z przedziatu (2, 7).

Latwo zauwazy¢, ze zbiér C' = {x €R:a2?= —1} nie zawiera zadnego elementu.
Zbiér, ktory nie zawiera zadnego elementu nazywamy zbiorem pustym i oznaczamy
symbolem &.

Przyktady
FLatwo zauwazy¢, ze zbior liczb catkowitych Z = { .,—2,-1,0,1,2,... } moze-
my zapisa¢ tak

Z:{x:xeN lub —z€eN lub x:0}.
Natomiast

Qz{x:x:% peEZ i qeN}
jest zbiorem liczb wymiernych.

DEFINICJA. Mowimy, Ze zbiory A i B sq réwne, piszemy A = B, wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B i na odwrét.

Definicje te mozemy zapisa¢ w postaci

AzB@(/\xGA@xGB).
Widac¢, ze

{a,b} = {b,a},

{J: €ER:2*= 4} = {2, —2}.
Jezeli a,b € Ria < b, to mozemy okredli¢ znane w szkole przedzialy

(a,b):{xeR:a<x<b},
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2.4. Dziatania na zbiorach

z{xER:a
(a,b)={z €R:a

<b},

Sz
< < b}.

Méwimy, ze zbiér B jest podzbiorem zbioru A, co zapisujemy B C A, jezeli kazdy
element zbioru B jest elementem zbioru A. Latwo zauwazyé, ze jezeli A C Bi B C A,
to A = B. Przyjmuje sie, ze zbiér pusty jest podzbiorem kazdego zbioru. Jezeli B nie
jest podzbiorem A, to piszemy B ¢ A.

2.4. Dziatania na zbiorach
Sumg (unia) zbioréw A i B nazywamy zbiér
AUB:{a:aeA lub aeB}.

Tloczynem (przekrojem) zbioréw A i B nazywamy zbiér
AﬂB:{a:aeA i aeB}.

Zbiory A i B nazywamy rozlacznymi jezeli AN B = @.
Réznicg zbioru A i B nazywamy zbior

A\B={a:a€A i a¢ B}.
Prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 2.1. Jezeli A, B, C' sq dowolnymi zbiorami, to:

1) AUB=BUA,
2) AnNB=BnNA,
3) AUA=A,

)
)
)
4) ANA=A4,
)
)
) A
) A

Ut

(AUB)UC =AU (BUC),
6) (ANB)NC =AN(BNC),
U(BNnC)=(AuB)n(AuC),
N(BUC)=(ANB)U(ANC).

7
8

Przyktady

Niech A = {Rektor, AGH,II,+, 3}, B = {5, AGH, UJ}. Stad
AU B = {Rektor, AGH, IL, +,3,5,UJ },

AN B={AGH},

B\ A={5UJ},
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2. Elementy logiki i teorii zbioréw

An{+ -} ={+},
An(B\A) =g,
GUA= A,
BNo=o.

2.5. lloczyn kartezjanski zbioréw

Wiemy juz, ze {a,b} = {b,a}, czyli kolejnoé¢ elementéw w zbiorze nie ma zad-
nego znaczenia. Jednak czasem interesujg nas nie tylko elementy zbioru, ale réwniez
kolejnosé elementéw w zbiorze. Na przyktad punkt o wspoétrzednych (2, —4) jest rozny
od punktu o wspélrzednych (—4, 2).

Jezeli w zbiorze {a, b} element a bedziemy uwazaé za pierwszy, natomiast ele-
ment b za drugi, to méwimy, ze mamy uporzadkowana pare elementéw, piszemy (a, b).
W uporzadkowanej parze (a,b) a nazywamy poprzednikiem, b nastepnikiem. Zapis
(2, —4) oznacza uporzadkowana pare elementéw; 2 jest poprzednikiem, a —4 nastep-
nikiem w tej parze.

W parze uporzadkowanej ((a, b), c) poprzednikiem jest para (a, b), nastepnikiem
element c. Pare uporzadkowang ((a, b), c) nazywamy tréjka uporzadkowana elemen-
tow a, b, ¢ i zapisujemy w postaci

(a,b,¢) = ((a,b),c).
W uporzadkowanej tréjce (a,b,c) element a poprzedza b oraz b poprzedza c.
Ogodlnie, dla n € N mozemy wprowadzi¢ pojecie uporzadkowanej n-ki elementdw
(xl, To,. .. ,xn). Mianowicie

(1’1,5[;2,. . .,.’En) = ((5[;1,1’2,. . .,xn,l),xn).

Zatem uporzadkowana n-ka (z1,22,...,%,) jest to uporzadkowana para
((.131,.132, . ,xn_l),xn), gdzie poprzednikiem jest (z1,z2,...,%,—1), & nastepni-
kiem x,,.

Moéwimy, ze uporzadkowane pary (a, b), (c, d) sa rOwne, piszemy

(a, b) = (c, d),

wtedy i tylko wtedy, gdy a =ci b=d.

Ogolnie, méwimy, ze uporzadkowane n-ki (xl, To,... ,xn), (yl, Yy e ,yn) s
réwne, piszemy (5[;1,1}2, .. .,xn) = (yl,yg, e ,yn) wtedy i tylko wtedy, gdy z; = y;
(i=1,2,...,n).

DEFINICIA. Jezeli A # @ i B # @, to iloczynem kartezjariskim zbioru A przez
zbior B, oznaczamy A X B, nazywamy zbior

AxB:{(a,b):aeA i beB}.

Jezeli A = @ lub B = @, to, z definicji, A x B = @.
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2.5. lloczyn kartezjanski zbioréw

Przyktad
Niech A = {a,3,+}, B ={1,4}. Wtedy

Ax B={(a,1),(a,4), (3,1),(3,4), (+,1), (+.4) }.

Zatem iloczyn kartezjanski A x B, to zbiér wszystkich mozliwych par uporzad-
kowanych (a, b), gdziea € Aibe B.

Przyktad
Wezmy pod uwage zbiory

X = {nauka7 praca}7 Y = {mgr, ini}.
Woéwczas
XxY = {(nauka, mgr), (nauka, inZ), (praca, mgr), (praca, inZ) }

Pojecie iloczynu kartezjanskiego mozna uogdlni¢ na wieksza ilos¢ zbioréw. Na
przyktad

AxBxC={(a,b,c):acA i beB i ceC}
i ogolnie
X1><ng-~-><an{(xl,xg,...,xn):xieXi (i:1,2,...n)}.

Przyktad
Dla zbioréw A = {2, —3}, B = {1,2} mamy

AxB=1{(21),(22),(-3.1),(-3,2)},
BxA=1{(1,2),(1,-3),(2.2),(2,-3)}.

7Z tego przykiadu widaé, ze A x B # B x A, gdyz np. (2, 1) € Ax Bi (2, 1) ¢ B x A.

Przyktad
Niech A = (1,4), B = (1,2). llustracje geometryczna iloczynu

Ax B={(1,4) x (1,2)

przedstawia rysunek 2.1.

Jezeli A jest zbiorem, to przez A% bedziemy rozumieé Ax A, Ax Ax A = A? itd.
Interpretacja geometryczna iloczynu R x R = R?, gdzie R — zbiér liczb rzeczywis-
tych, jest plaszczyzna, na ktérej ustalono uktad wspétrzednych. Iloczyn R x R = R?
nazywamy plaszczyzna kartezjanska lub przestrzenia R?. Natomiast R> = R x R x R
nazywamy przestrzenig kartezjanska R>.

29



2. Elementy logiki i teorii zbioréw
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Rys. 2.1. Ilustracja iloczynu A x B

Dowodzi sie nastepujace

TWIERDZENIE 2.2. JeZeli A, B, C i D sq dowolnymi zbiorami, to:
Ax (BNC)=(AxB)n(AxCQC),

Ax (B\C)=(AxB)\(AxC),

Ax (BUC)=(AxB)U(AxCQ),

(Ax B)n (Cx D) = (ANC) x (B D).

Zadania

. Nieréwnosé —5 < 3 < 6 zapisz w postaci koniunkcji dwéch zdan.

Nieréwno$é |z + 2| > 3 zapisz w postaci alternatywy dwdéch zdan.

Podaj przyklad dwéch zdan logicznych p, g, takich, ze zdania ~(pAq), ~(pVq)
oba sg falszywe.

. Cuzy istnieja zdania p, q takie, ze alternatywa p V ¢ i koniunkcja p A ¢ maja

wartos¢ logiczna falszu?

Sprawdzié¢, metoda zerojedynkowa, ze implikacja p = p jest tautologia.
Podaj przyktad zaprzeczenia:

a) alternatywy,

b) koniunkcji,

c¢) implikacji.

Wypisz wszystkie podzbiory zbioru {a, b, c}.

Ile jest podzbioréw zbioru A = {1,3,5,7}?

Narysuj na ptaszczyznie iloczyn M x K, gdzie M = {n e N:2<n< 4},
K={neN:3<n<6}.



2.5. lloczyn kartezjanski zbioréw

10. Niech X = {z € R: 0 <z <4}, Y = {y € R: —1 <y < 3}. Narysuj zbiory:
a) X xY,
b) A={(z,9): (z,y) eX XY i x=1},
¢) B={(z,9): () eY xX i y=0}.
11. Niech A = {a,b,11}, B = {2,3,+}. Wypisz elementy zbioréw:
a) Ax B,
b) Bx{(1,2)},
¢) ((AxB)n{(ImL,2)}) x B,
d) (A\{a,b}) x (BU{I1}),
e) (A\{(a0)}) = {2}.
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Rozpziar 3.

Liczby zespolone

3.1. Definicje i dziatania na liczbach zespolonych

We wczesnym etapie poznawania otaczajacego nas $§wiata mlody cztowiek korzy-
sta z liczb naturalnych, np. 1, 2, 3, 4, 5. Tak bylo rowniez w toku rozwoju cywilizacji.
Koniecznos¢ mierzenia, np. dlugosci, spowodowala zdefiniowanie i uzywanie liczb wy-
miernych: 1/, 6/3 3/;. Okazalo si¢ jednak, ze réwnanie 2> = 2 nie ma rozwiazan
w liczbach wymiernych. Geometrycznie oznaczalo to, ze nie mozna obliczy¢ dltugosci
przekatnej kwadratu, w ktérym bok a = 1 [m).

Wymyslono wiec liczby niewymierne, takie jak v/2, v/3. Grecy uzywali liczb nie-
wymiernych wczesniej niz liczb ujemnych i zera. Rozwdj nauki stawial nowe problemy
przed matematyka — w zakresie znanych juz liczb nie potrafiono rozwiazaé¢ réwnania
2?2 = —1, czyli réwnania 22 + 1 = 0. Ten fakt wymusil koniecznoéé zdefiniowania
,nowych” liczb, aby réwnanie > = —1 mialo rozwiazanie.

Wiemy, ze geometryczna interpretacja zbioru liczb rzeczywistych R jest oS licz-
bowa. Geometryczna interpretacja iloczynu kartezjanskiego R x R, to plaszczyzna.
Punkty na plaszczyZnie mozemy utozsamiaé z uporzadkowanymi parami (a, b), gdzie
a,b € R. Pary (a,b) € R x R = R? bedziemy traktowaé jako ,nowe” liczby.

DEFINICJA. Duwie pary (a,b), (c,d) € R? sq réwne, co zapisujemy (a,b) = (c, d),
wtedy @ tylko wtedy, gdy a =c i b=d.

Oprocz tego zdefiniujemy dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie upo-
rzadkowanych par (a,b), (c,d) € R%.

DEFINICIA. JeZeli (a,b), (c,d) € R?, to:
1) (@) + (c.d) L (a+c,b+d),
2) (a,b) - (c,d) & (ac — bd, ad + be).

Widaé, ze tak zdefiniowana suma oraz iloczyn par (a,b), (c,d) jest uporzadko-
wana para liczb rzeczywistych. Zgodnie z przyjeta definicja mamy:

(3’5) + (_273) = (1a )7
(2, 1) . (—1,3) = (—2 —3,6 — 1) = (—5,5).

W dalszym tekscie bedziemy pisaé (a, b)(c, d) zamiast (a,b) - (¢, d).
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3. Liczby zespolone

DEFINICJA. Uporzgdkowane pary (a,b) € R?, z okreslonym wyzej dodawaniem
1 mnozeniem par, nazywamy liczbami zespolonymi.

Zbior liczb zespolonych oznaczamy przez C'; od tacinskiego stowa complezus —
zespolony. Zatem (1,2) € C, (0,1) € C.
Latwo udowodnié nastepujace

TWIERDZENIE 3.1. Jezeli z1, 20,23 € C, to:
1) 21 + (22 + 23) = (21 + 22) + z3 — lgcznosé dla dodawania,

)
2) z1+ze=204+2n — przemienno$¢ dla dodawania,
3) 21 (zz + 23) = 2129 + 2123 — rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania,
4) 2129 = 2271 — przemienno$¢ dla mnozenia,
5) z1 +(0,0) = 2 — (0,0) jest elementem neutralnym dla dodawania,
6) 21(1,0) = — (1,0) jest elementem neutralnym dla mnozenia.

Podobnie jak dla liczb rzeczywistych wprowadzimy teraz pojecie réznicy i ilorazu
liczb zespolonych.

DEFINICIJA. JezZeli (a,b), (c,d) € C, to liczbe (x,y) € C takq, Ze

(z,y) + (¢,d) = (a,b)

nazywamy réznicg liczby zespolonej (a,b) i liczby zespolonej (¢, d) i piszemy (z,y) =

= (a,b) — (¢, d).

Z tej definicji widaé, ze x = a—coraz y = b—d, czyli (a,b) — (¢,d) = (a—c¢,b—d) € C.

Np. (3,-6)—(1,-5)=(3—1,—6+5) = (2,—1). Odjaé¢ dwie liczby zespolone to
znaczy wyznaczy¢ ich réznice. Zapis —(a, b) oznacza liczbe zespolona (0,0) — (a,b) =
= (—a,—b).

DEFINICJA. Jezeli (a,b),(c,d) € C i (¢,d) # (0,0) € C, to liczbe (x,y) € C
takg, Ze

(z,y)(c,d) = (a,b)
nazywamy ilorazem liczby (a,b) przez liczbe (¢, d), i piszemy

_ (a,0) _ .
(x,y) = ) lub (z,y) = (a,b) : (¢,d).

7 powyzszej definicji oraz definicji mnozenia i réwnoéci liczb zespolonych wyni-
ka, ze

cx — dy =
dx + cy =

|
S

|
S8
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3.1. Definicje i dziatania na liczbach zespolonych

a stad
ac+ bd bc — ad 9 o

Zatem mamy

(¢, d)

Podzieli¢ dwie liczby zespolone to znaczy wyznaczy¢ ich iloraz.

(a,b) ac+bd bec—ad
“\ogx@ axe)cC da ()£ 00

Przyktad
Obliczy¢ (3,1) : (—1,2).
W tym zadaniu mamy

G _ ((3)(—1)+(1)(2) (1)(—1)—(3)(2)> - (—1 —_7>
(—1,2) (C1)2+22 ' (—1)2 422 ‘

575

Liczbe zespolona (a, 0) bedziemy identyfikowaé z liczba rzeczywista a i stosowaé
zapis (a,0) = a.

FLatwo sie przekonaé, ze dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie liczb

rzeczywistych jest szczegélnym przypadkiem tych dziatan na liczbach zespolonych.

Zatem zbidr liczb rzeczywistych mozemy traktowac jako podzbiér liczb zespolonych,
RcC.

Liczby zespolone bedziemy tez oznaczaé przez «, (3, z, z1, 22 itp.
Dowodzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 3.2. Jezeli z € C, to:

1)z +(—2)=1(0,0) — (—2) jest elementem przeciwnym do z,
1 1
2) 2 = 1dlaz # (0,0) — 2 jest elementem odwrotnym do z.

7 tego twierdzenia wynika, ze dla dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia

w zbiorze liczb zespolonych zachodzg analogiczne wtasnosci do tych, ktére znamy dla
ww. dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych.

Jako przyktad wykonamy obliczenia:

(374)(_57 3) + (27 _1)(374) = (374) [(_57 3) + (27 _1)] = (374)(_37 2)
=(-9-8,-12+6) = (—17,-6),

(@,0)(2,-3)=(a-2+3-0,-3-a+0-2) = (2a,—3a).

Liczba zespolona (0, 1) odgrywa szczegdlng role, oznaczamy ja przez i oraz na-

zywamy jednostka urojona. W naukach technicznych jednostke urojona oznacza sie
czesto przez j.
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3. Liczby zespolone

Widaé, ze

i*=1i-i=(0,1)(0,1) = (0 —1,040) = (—1,0) = —1.
Zatem, kwadrat liczby zespolonej ¢ = (0,1) jest liczba rzeczywista ujemna. Czyli
liczba @ = (0,1) € C jest rozwiazaniem réwnania x> = —1. Latwo sprawdzié, ze

réwniez liczba —i = (0, —1) € C spelia powyzsze réwnanie.
Zatem réwnanie

2 4+1=0,

ktére nie ma rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych, w zbiorze liczb zespolonych ma
dwa rozwiazania: r1 = i, To = —i.
Zgodnie z przyjetymi definicjami i oznaczeniami

(0,b) = (b,0)(0,1) = bi,

gdzie ¢ jest jednostka urojona. Zatem dla (a,b) € C' mamy
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + ib.
Zapis
a+1b

nazywamy postacig dwumienng liczby zespolonej (a, b). Zamiast pisaé¢ a+ ib bedziemy
tez pisaé a + bi.

DEFINICJA. Jezeli z = (a,b) = a+ib € C, to liczbe zespolong (a, —b) = a+i(—b)
nazywamy liczbg sprzezong do liczby z = (a,b) i oznaczamy przez Z.

Zatem dla z = a + b mamy Z = a + i(—b) = a — ib.

Przyktady
3+2i=3—2i,
4 -3 =4+ 34,
1= —i,

5 =5.

Dla liczby zespolonej z = (a,b) = a + ib wprowadzamy nastepujace pojecia
i oznaczenia:

Re(z) = a — czedé rzeczywista liczby zespolonej z = a + b,
Im(z) = b — czesé urojona liczby zespolonej z = a + ib,
|z| = Va? + b2 — modul (warto$é bezwzgledna) liczby zespolonej z = a + b.

Widaé, ze Re(z), Im(z), |z] € R.
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3.1. Definicje i dziatania na liczbach zespolonych

Przyktady

Niech z = =3 +i4, o = 2 — 5. Wtedy
Re(z) = Re(—=3 +i4) = -3,

Im(z) = Im(—3 +1i4) =4,

Im(a) = Im(2 — 5i) = -5,

Re(2 — 5i) = 2,

2| = |-3+i4| = /(—3)2 + 42 = V25 = 5,
|2 — 5i] = V29.

Posta¢ dwumienna a + b dla liczby zespolonej (a, b) jest bardzo uzyteczna przy
wykonywaniu dzialan (dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia) na liczbach zes-
polonych. Widaé, ze zgodnie z przyjetymi definicjami mamy:

(a,b) + (¢,d) = (a+1ib) + (c+id) = (a+¢) + i(b+ d),

(a,b) — (¢,d) = (a+1ib) — (c+id) = (a — ¢) + i(b — d).

Zatem przy dodawaniu (odejmowaniu) dwdch liczb zespolonych dodajemy (odejmu-
jemy) ich czeSci rzeczywiste i urojone.

Przyktady

B-i)+2+4)=B+2)+i(—-1+4)=5+3i,

(2-3i)—(51)=(2—-0)+i(-3-5)=2—8i,

i+6—-3i =(0+6)+i(1-3)=06—2i.

Przy mnozeniu liczb zespolonych mamy

(a,b)(c,d) = (a +1ib)(c + id) = ac + iad + ibc + (i)*bd = (ac — bd) + i(ad + be).

Oznacza to, ze iloczyn liczb zespolonych w postaci dwumiennej realizujemy tak, jak
mnozenie dwumianéw liczb rzeczywistych, uwzgledniajac, ze i2 = —1.

Przyktady
(1—i)(2+4i) =2+4i— 2 —i?4=2+2i+4=06+2i,
2i(3 —i) = 6i — 21> = 6i +2 = 2 + 61,

(24 3i)(2 —3i) =4 — 6i + 6i — 9i* = 13,

(c+id)(c —id) = ¢ —icd +icd — i*d* = & + d>.

Przy dzieleniu liczby a + ib przez ¢ + id mamy
a+ib (a+ib)(c—id) ac+bd .bc—ad

c+id (c+id)(c—id) 24 d? +Zc2+d2'

a+1b
Zatem dzielenie I - realizujemy w ten sposéb, ze licznik i mianownik tego utamka
c+1

mnozymy przez sprzezenie mianownika (¢ —id) i woéwczas w mianowniku otrzymujemy
liczbe rzeczywista ¢ + d>.
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3. Liczby zespolone

Przyktady

2-3i (2-3)3-i) 6-3-9i—2% 3-11i 3 11
3+i  (3+9)B-i)  9+1 10 10 10"
442 _ (44+20)(1+20) _4+8i+2i-4 _10i _ .

1—-2i  (1—20)(1+20) 114 5 ’
3+2z:(3+2z)(—z):_32,4_2:2_32_'

i 1
Dowodzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 3.3. Jezeli a, 8 € C, to:

laB] = |l |8],
|al

—| = = dla B # (0,0).

51~ 18] R

Przyktlady

Niech a« =2 — 3i, 8 =1+ 2i, z = 3 + i. Woéwczas mamy

10) |2

aF3=2-30)+ (1 +2i) = (2-30) + (1 +2i) = (2+3i) + (1 — 20) = 3+1,
@z =(2-3)B+1)=2-3) B+ =2+3)B i) =9+7,
BB=(1+2)(1-2i)=1—-2i+2i+4=5=|6

2 +7=(3+14)+(3—1i)=6=2Re(z).

W dalszym ciagu tekstu zamiast pisa¢ z = (0,0) lub z # (0,0) bedziemy pisaé
krétko z = 0 lub z # 0.

Niech z € C, a n bedzie liczba naturalna.

Potega m-tego stopnia liczby z, oznaczamy jg przez z", nazywamy n-krotny
iloczyn liczby z przez siebie. Czyli

=z P=zz P =222, 2"=2-2---2z (n— czynnikéw).
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3.2. Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

3.2. Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Liczbie zespolonej z = x + iy mozemy przyporzadkowaé¢ punkt o wspdirzednych
(z,y) w prostokatnym ukladzie wspélrzednych OXY (rys. 3.1).

Kazdej liczbie zespolonej odpowiada dokladnie jeden punkt plaszczyzny i od-
wrotnie, kazdy punkt plaszczyzny mozemy interpretowac jako liczbe zespolona. Przy
takiej interpretacji ptaszczyzny, o§ X nazywamy osia rzeczywista, a o§ Y osig urojo-
na. Natomiast plaszczyzne nazywamy plaszczyzna zespolona, albo ptaszczyzna Gaus-
sa zmiennej zespolonej z. OS rzeczywista X nazywamy tez osia czesci rzeczywistych,
a o$ urojona Y osia czedci urojonych.

Y
<
=
3
°
= P
Ylug ======-=--~ , )
S 4 2 =x+y
M I
4 X |
§ |
|
7 |
N |
|
® ! oS rzeczywista
0 T X

Rys. 3.1. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej

Liczbie zespolonej z = x + iy mozna przyporzadkowaé¢ wektor OP, ktérego
poczatkiem jest poczatek uktadu wspoétrzednych, a konicem punkt P o wspéirzednych
(z,y). Widaé, ze odleglosé punktu P od poczatku ukladu wspélrzednych réowna jest
Va2 +y?. A z drugiej strony /a2 + y2 = |z| — modut liczb zespolonych z = x + iy.
Zatem modul liczby zespolonej z = x + ity mozemy interpretowaé¢ jako odlegtosé
punktu z od poczatku ukladu wspotrzednych.

Wektor OP nazywamy wektorem wodzacym punktu z = x + iy na plaszczyznie
zespolone;j.

Przy takiej interpretacji liczb zespolonych, dodawanie (odejmowanie) liczb zes-
polonych mozemy traktowac jako dodawanie (odejmowanie) wektoréw wodzacych tych
liczb.

DEFINICIA. Argumentem liczby zespolonej z = x + iy # 0 nazywamy liczbe
rzeczywistq o, ktora spelnia warunki

T
COS Y = m
3.1
. Y (3.1)
S @ = —‘
z

gdzie |z| = /2?2 + y2. Argumentem liczby z = 0 nazywamy dowolng liczbe ¢ € R.
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3. Liczby zespolone

Argument liczby z oznaczamy przez Arg z.

7Z rysunku 3.1 widaé, ze argument liczb zespolonej z = = + iy jest miara kata
skierowanego, ktérego pierwszym ramieniem jest dodatnia pétos rzeczywista, a drugie
ramie jest wyznaczone przez wektor wodzacy liczby z, czyli wektor OP na rysunku 3.1.

Z warunkéw (3.1) i stad, ze funkcje sinus i cosinus maja okres 27 wynika, zZe
kazda liczba zespolona ma nieskofniczenie wiele argumentow.

Jezeli ¢ spelnia warunki (3.1), to

Argz = p + 2k,

gdzie k jest dowolng liczba catkowita, k = 0,+1,£2,....
Argumentem gléwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy ten Arg z, ktory spel-
nia nieréwnos$é 0 < Argz < 2m. Argument gléwny oznaczmy przez arg z. Zatem

Argz =argz + 2kmw (k=0,£1,+2,...).

Wyznaczymy argument liczby zespolonej z = 2 + 2. Wida¢, ze |z] = 2V/2.
Szukamy takiej liczby ¢ € R, ze

T 2 1
COSp=r—=—==—=
TR T e V2
. Y 2 1 -
SN =—=——==——
LR TN N

Zatem ¢ = 7/y, gdyz cos /s = /31 sin7/y = 1/y3. Tak wyznaczone ¢ = 7/4 jest
argumentem gléwnym liczby z = 2 + 2, gdyz 0 < 7/4 < 27. Stad arg(2 4+ i2) = 7/4
oraz

Arg(2 +142) = % + 2%k (k=0,%1,42,...).

Rozwazmy jeszcze jeden przyklad. Dla liczby zespolonej z = V3 — i wyznaczymy
argument. Mamy

\z\z‘\/g—i’:\/?)—i—lzl
V3

COsS Y = 7
3.2
R (3.2
singp=——=
L
Z zaleznodci (3.2) otrzymamy ¢ = —7/s. Zatem

Arg(\/g—i):—%+2k7r (k=0,+1,+2,...)

oraz
11

arg(V3 — i) = ™
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3.3. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

3.3. Postacé trygonometryczna liczby zespolonej

WeZmy pod uwage liczbe zespolona z = = + iy. Z zaleznosci (3.1), dla z # 0,
otrzymujemy:

x = |z| cosp,
y = |z|sin p.
Stad
z =x+iy=|z|cosp+ilz|sing = |z| (cosp + isinp)

i zaleznosé ta jest réwniez prawdziwa dla z = 0. Zatem dla dowolnej liczby zespolone;j
Z = x + 1y mamy

z =x+iy=|z| (cosp + isiny),

gdzie |z| = /22 + y2, ¢ — dowolny argument liczby z.
Zapis

|z| (cos ¢ + i sin p)
nazywamy postacia trygonometryczna liczby zespolonej z = x + iy.

Przyktad

Liczbe zespolong z = v/3 + i zapiszemy w postaci trygonometrycznej. Latwo
obliczyé, ze |z| = 2, arg (\/§+ z) = 7/g.

Zatem

V3+i :2<cos%+isin%).

Mozemy tez napisaé¢ tak
V34i =2 (oos (% +27r) +isin (% +27r)),

gdyz /s + 27 jest argumentem rozwazanej liczby v/3 + i.

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej jest bardzo uzyteczna przy mnozeniu
i dzieleniu liczb zespolonych.

WezZmy pod uwage dwie liczby zespolone
z1 = |z1| (coscpl —|—z'sin<p1), 29 = |29] (cos<p2+isin<p2) (3.3)

zapisane w postaci trygonometryczne;j.
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3. Liczby zespolone

Proste rozumowanie pozwala udowodnié¢ nastepujacy

WNIOSEK 3.1. Jezeli 21 = |21] (cos¢r + isingy), 22 = |22] (cos 2 + isingpy),
21,22 # 0, t0 21 = 29 wtedy i tylko wtedy, gdy |z1| = |22] oraz ¢1 = ps + 2k, gdzie
k — liczba calkowita.

Obliczymy teraz iloczyn oraz iloraz liczb 21, zo okreslonych w (3.3). Otrzymu-
Jemy

2129 = (\zl| (cosr + isingpl)) (|zz\ (cos g + i sin<p2)) =
= |21 | 22| {(cos (1 COS g — sin 1 sin pa) + i (cos @1 sin @g + sin @1 cos @2)} .
Skad, po zastosowaniu znanych wzoréw na cos (a + ﬂ) i Sin(a + B), mamy

2129 = |21 | 22| (cos(<p1 + p2) +isin(pr + <p2)) (3.4)

Wzor (3.4) oznacza, ze modut iloczynu dwéch liczb zespolonych réwna sie iloczynowi
moduléw tych liczb, a argument iloczynu jest réwny sumie argumentow.
Analogicznie wyprowadza sie nastepujacg zaleznosé

21 |21 ( ..

— = —(cos(p1 —w2) +281n(w1 — 2) 3.5

> |l (o1 = ¥2) (b1 —2) (3.5)
dla zo # 0. Zatem modut ilorazu dwéch liczb zespolonych réwna sie ilorazowi modutéw
tych liczb, a argument ilorazu jest réwny réznicy argumentéw. Wzory (3.4), (3.5)
mozemy zapisa¢ w postaci zaleznosci:

J212s] = J21] |22 Arg(z122) = Arg 2 + Arg 2,
2 :@, Argz—lergzl—Argzg, dla |za| # 0.
Z9 |22‘ Z9

Przyktad

Zapisa¢ iloczyn oraz iloraz liczb z; = 1+ i\/g, o =—V3+iw postaci trygono-
metryczne;j.
FLatwo mozna sprawdzié¢, ze:

21 =1414V3 :2<cosg+isin§>,

Z2

—\/§+i :2<cos%+isin5§>.

Stad i z zaleznosci (3.4) mamy:

=4 |cos z+5_7r + 7sin E+5_7r =4 co*7—7r+"in7—7r
2129 = 3 5 s 3 5 = 56 7S 5 )
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3.3. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

a_2 cos m_om + i sin m_om —cos(—z)—i—isin(—E)
z 2 36 36/ 2 2/

Ze wzoru (3.4) uzyskamy prosta zaleznosé dla n-tej potegi liczby

z=|z] (cosp +isingp).
Widagé, ze:

2% =2z = |2]|2| [cos(p + p) +isin(p + )] = |2[* (cos 2 + isin 2¢),

= |z (cos 3 + isin3p)
i ogdlnie
= [2]" (cosny + isinnyp) (n=1,2,3,...) (3.6)

W szezegblnym przypadku, gdy |z| = 1, czyli 2 = cos ¢ + i sin ¢ mamy

(cosp +ising)" = cos(ny) + isin (ny) (n=1,2,3,...) (3.7)

Réwnosé (3.7) nazywamy wzorem de Moivre’a.

Przyktad
20
Chcemy obliczyé¢ warto$é wyrazenia (%) . Widaé, ze ’1 —1—1\/?_)’ = 2,
1—il = V2,
14+ivV3=2 <cosg +z'sing> ,

1—i =2 {cos <—%) + 4 sin <—%>] .
2 COSE—&—isinE
<1+i\/§ 3 3 _

RS e (3) i (3)]

=2 {cos <g + %) + ¢sin (g + %)] = ﬁ(cos% + ¢ sin %)

Stad i ze wzoru (3.6) otrzymamy

Zatem

1+iv3 T 7\ 120 20 1407 . 1407
(52) = [ (g oo )] = (2" o i 7] -
=20 (cos 3 T+ isin 33—57r> =20 {cos (?;)—671' — %7’[‘) + 7sin (?ﬂ’ — %7’[‘)} =

B 1 . 1 410 1 o1 _
=2! (cos( 37T)+ZSID( 377))-2 ((303377 ZSInng‘)—
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3. Liczby zespolone

3.4. Pierwiastek z liczby zespolone;j

Zapewne wigkszosé Czytelnikéw pamieta definicje pierwiastka arytmetycznego
n-tego stopnia z liczby a. Na wszelki wypadek przypomnimy.

Pierwiastkiem arytmetycznym n-tego stopnia z nieujemnej liczby a nazywamy
taka nieujemng liczbe b, ze b™ = a. Pierwiastek oznaczmy przez /a. W tej definicji
a,be Rin e N.Z definicji pierwiastka arytmetycznego wynika, ze

Va2 = |z, i nie jest prawda, ze Va2 = z.

Teraz zajmiemy sie definicja i wlasnoSciami pierwiastka z liczby zespolonej.
Niech a bedzie dowolna liczba zespolona, n — liczba naturalna.

DEFINICJA. Pierwiastkiem algebraicznym n-tego stopnia z liczby zespolonej a
nazywamy kazdg liczbe zespolong z, ktéra spetnia zaleznosé

2" =a (3.8)

Pierwiastek ten oznaczmy przez {/a, w przypadku n = 2 piszemy /a.

Widaé, ze pierwiastek algebraiczny i arytmetyczny oznaczamy takim samym
symbolem — {/a. Natomiast definicje pierwiastka arytmetycznego i algebraicznego
sa rozne. Oczywiscie, powstaje pytanie, czy np. zapis V4 oznacza pierwiastek aryt-
metyczny, czy tez algebraiczny? Z samego zapisu {/a nie wynika, czy mamy liczyé¢
pierwiastek algebraiczny, czy tez arytmetyczny. W tresci zadania bedzie powiedziane,
ktory pierwiastek chcemy obliczyé. W przypadku, gdy nie ma watpliwosci, nie bedzie
zaznaczone, ktory pierwiastek mamy liczy¢.

Definicja pierwiastka algebraicznego nasuwa nastepujace pytania:

— czy z kazdej liczby zespolonej a istnieje /a?

— jezeli istnieje liczba z taka, ze 2z = a, to czy jest ona jedyna, czy tez jest ich
wiecej?

— jak obliczy¢ V/a?

W dalszym ciggu tekstu damy odpowiedZ na te pytania i pokazemy przyktady.
Liczby a i z wystepujace w definicji pierwiastka algebraicznego zapiszemy w po-
staci trygonometrycznej
a = |a| (cosp + isingp), z = |z| (cosv + isine).
Z (3.8) otrzymamy
2" (cos(ntp) + isin(nip)) = |a| (cos + isingp).
Stad i z wniosku (3.1) mamy

2" =lal, mp=¢+2kn  (k=0,£1,%2,...).
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3.4. Pierwiastek z liczby zespolonej

Zatem

+ 2kw
12| = ¥/]dl, wz‘oTzwk (k=0,41,+2,...)

gdzie {/|a| oznacza pierwiastek arytmetyczny.

Wéréd argumentéw v istnieje dokladnie n istotnie réoznych — to jest takich,
ktorych réznice nie sg wielokrotnosciami 27. Te rézne argumenty v otrzymamy dla
k=0,1,2,...,n — 1. Wéwczas kolejne argumenty 15 réznia si¢ o 2—.

n

Zatem mamy nastepujacy

WNIOSEK 3.2. Dla kazdej liczby zespolonej a = |a| (cos ¢ +ising) # 0 istnieje
doktadnie n pierwiastkow algebraicznych n-tego stopnia, ktére dane sg zaleznos$ciami

2k 2k
I <cosu +isin u) (k=0,1,2,....n—1)  (3.9)
n n

Pierwiastki zg, 21, ..., 2n—1, okreslone zaleznosciami (3.9), sa miedzy soba rézne oraz
zp =a (k=0,1,2,...,n—1).

Z tego wniosku wynika, ze réwnanie z" = a, dla |a| # 0, ma dokladnie n réznych

rozwigzan, ktére mozemy wyznaczyé ze wzoru (3.9). Oprécz tego /a = 0 dla a = 0.
Z (3.9) tatwo widaé, ze |zx| = V|a| (k = 0,1,2,...,n — 1), czyli wszystkie

pierwiastki algebraiczne n-tego stopnia z liczby a majg wspdlny modul, réwny 3/|al.

Oprocz tego argumenty pierwiastkow zy i zx41 réznia sie o 2 T Geometrycznie oznacza

n

to, ze pierwiastki zg, 21, .. ., 2n—1 leza na okregu o promieniu r = {/|a| i wyznaczaja
wielokat foremny o wierzchotkach zg, 21, ..., 2,—1. Dla n = 6 ilustruje to rysunek 3.2.

Rys. 3.2. Geometryczna interpretacja pierwiastka algebraicznego
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3. Liczby zespolone

Przyktad
Obliczy¢ pierwiastki algebraiczne drugiego stopnia z liczby 2i.
W tym przyktadzie a = 2i, n = 2, |a| =2, Arga = g + 2kn dla k € Z, wigc

s s
:2:2 — ) Si — .
a A (cos2+zsm2>

Ze wzoréw (3.9) mamy:

1 1
=2 cos——i—zsm )z\/ﬁ(——i—i—):l—l—i,
4 V2 V2

T4+2
\/i(cos —|—z'sin2—; 71->:\/i(cos%r—|—z'sin“l’—)—7r>:

4
\/_(—cosz—zsmz> =—-1—3q.

Zatem v/2i = {1+i,—1—i}. Dla sprawdzenia, latwo widaé, ze:
2= (1+4)* =1+2i+4* = 2i,
22 =(-1-4)2=(1+1i)?%=2.
Przyktad
Obliczyé V/i.
W tym zadaniu a = i, n = 3, |a| = |i| = 1, Arg a = g + 2kw dla k € Z, wiec

= i)
1= COS2 ’LSIH2.

Ze wzoréw (3.9) otrzymamy:

V3 o1

™ .. m
ZO:COS€+ZSIH€:7+Z§’
zlzcos%—i—zs'n%:_T\/g—i—ii,

37 .. 3w .
2220087+181n7:—2.
Przyktad

Obliczy¢ pierwiastki algebraiczne drugiego stopnia z liczby —4.

Mamy zatem wyznaczyé v/ —4. Warto w tym miejscu zwrécié uwage, ze aryt-
metyczny pierwiastek drugiego stopnia z —4 nie istnieje. W tym zadaniu zapis v/ —4
oznacza pierwiastek algebraiczny.

Mamy a = —4, |a| =4, a = —4 = 4(cos7r + isinw). Zatem:

20 :\/Z(cosg+ising> = 21,
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3.4. Pierwiastek z liczby zespolonej

2 2
Z1 :\/Z(cosw—; 7T—i—isinw—; W) :2(—cosg—ising> = —21.

Jeszcze jedno przypomnienie ze szkoty $redniej lub podstawowej. Réwnanie kwa-
dratowe o wspdtczynnikach rzeczywistych ma postaé

az? +br+c=0 (3.10)

gdzie a,b,c € R, a # 0.
Jezeli A = b? — 4ac > 0, to w zbiorze liczb rzeczywistych réwnanie (3.10) ma
rozwiazanie dane wzorami:

—b— VA —b+ VA
T T 0 T T e

o (3.11)

gdzie VA jest arytmetycznym pierwiastkiem z A > 0. Natomiast dla A < 0 réwnanie
(3.10) nie ma rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych.

Dla réwnania 22 + 1 =0, A = —4 < 0. Stad widaé, ze réwnanie 22 + 1 = 0 nie
ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych. Jednak wiemy juz, ze liczby zespolone
r1 =1, To = —i s rozwigzaniami rozwazanego réwnania, mimo, ze A = —4 < 0.

Rozwazmy teraz réwnanie (3.10) w przypadku, gdy A < 0. Chcemy znaleZé roz-
wiazanie tego réwnania w zbiorze liczb zespolonych. Oznacza to, ze szukamy wszyst-
kich liczb zespolonych x( takich, ze

azi +brg +c=0.

Mimo tego, ze A < 0, to istnieje algebraiczny pierwiastek drugiego stopnia z A (\/Z)
Mozemy napisaé tak

A = A2,

gdzie |A| — warto$¢ bezwzgledna z A.

Wtedy VA = /]A]i% = {iv/]A|, —iv/]A|} gdzie \/|A| — arytmetyczny pier-
wiastek z |A] > 0.

Latwo sprawdzié¢, ze réwnanie (3.10), dla A < 0, w zbiorze liczb zespolonych
ma dokladnie dwa rozwigzania dane wzorami

_ —b—i/[A] _ —b+i/[A] (512
a

i 2% 2

gdzie: x1,x2 € C.

Widaé, ze 1 = Ty (21 jest sprzezeniem ).
Teraz wezmy pod uwage réwnanie

ar? +br+c=0 (3.13)
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3. Liczby zespolone

dla a,b,c € C, a # 0. Jest to rownanie kwadratowe o wspdlczynnikach zespolonych.
Rozwiazaniem tego réwnania nazywamy zbiér wszystkich liczb xg € C takich, ze

ax§ + brg + ¢ = 0.

Dla réwnania (3.13) mozemy obliczyé A = b*>—4ac. Jednak w tym przypadku, pytanie
czy A > 0 nie ma sensu. (Dlaczego?)

Wiemy jednak, ze istnieje VA — algebraiczny pierwiastek drugiego stopnia
z A € C. Oprécz tego pierwiastek ten ma dwie wartosci, oznaczamy je przez (\/Z)

(Va)

17

.
Dowodzi sig, ze réwnanie (3.13) w zbiorze liczb zespolonych ma dokladnie dwa
rozwiazania dane wzorami

—b+ (‘/Z)1 —b+ (\/Z)z

= .14
2a ’ 2 2a (3.14)

I =

Latwo widaé, ze wzory (3.11), (3.12) i (3.14) maja podobna strukture. Mozemy je
zapisa¢ w postaci ogdlnej

—b+VA

127 2a
gdzie:

VA — pierwiastek algebraiczny z liczby A bez wzgledu na to, czy A > 0, A < 0,
AeC,
21,2 — oznacza dwa pierwiastki: z; dla pierwszej wartosci \/Z, a xo dla drugiej war-

tosci VA.

Przyktad
W zbiorze liczb zespolonych rozwiaza¢ réwnanie

v? +4r+5=0.
Widaé, ze A = —4 < 0, \/|A| = V4 = 2 i ze wzoréw (3.12) mamy

—4 — 42 . —4 + 142
Ty = :_2_Z, xr1 = B) =

5 -2+

Latwo zauwazy¢, ze xo = 7.

Przyktad

Wyznaczy¢ rozwiazanie réwnania
2 . 3.
22 —V2(1 + i)z + 5220

w zbiorze liczb zespolonych.
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3.5. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

W tym przykladzie mamy

A= (—V2(1+4))* - 6i = 2, \/Z:{_}jr; :

Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami mamy (\/Z)l =1-—13, (\/Z)2 =—-1+1.

Stad:
V20 +i)+1—i  V24+1  V2-1
l‘l = = —|— 1 s
2 2 2
V20 +i) —1+i  V2-1 V241
To = = —|— 7
2 2 2
i widaé, ze x2 # T1.
Przyktad
W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé¢ réwnanie
z® +8=0.
Réwnanie to mozemy zapisaé¢ w postaci 2° = —8. Zatem mamy obliczyé V/—8, gdzie

symbol v/—8 oznacza algebraiczny pierwiastek. Widaé, ze
—8 =8(cosm +isinm).

Stad v/—8 to liczby:

xozw(cosg—i-ising) :2<%+i?> =1+1iV3,

x1=2<cos7r+27r W) = 2(=1+i0) = -2,

4 4 1 1
x2:2<cos7rg 7T—i—isinw—; W) :2<cos§7r—isin§7r> =1—4iV3.

Liczby: 9 = 1 + i\/?:, T = =2, 23 = 1 — V3 sa wiec rozwiazaniami réwnania
3
> +8=0.

3.5. Postaé¢ wykfadnicza liczby zespolone;j

1
Funkcja f(z) = €* jest okreslona dla z € R, gdzie e = lim (1 + —)n. W nau-
n— o0 n
kach technicznych, ale nie tylko, bardzo uzyteczna jest funkcja f(z) = €*, gdzie
z=z+1iyeC.
Wprowadzimy definicje funkcji e* dla argumentu zespolonego
e? = em—i—iy g efeiy
)

L gy df .
gdzie 'Y = cosy + isiny.
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3. Liczby zespolone

Przyktad

;] T
v3

9]

7T+, . T .
=cos = +isin—- =1
2 2 ’

41F = b5 = e oos (—Z) +isin (-T)] = 2 (1 _@>

Na podstawie przyjetej definicji mamy nastepujacy wzor Eulera
e = cos p + isin g, dlay € R.
Stad liczbe z = |z| (cos¢ + isin ) mozemy napisa¢ w postaci
z = |z| e (3.15)

Wzér (3.15) definiuje tzw. wykladnicza postaé liczby zespolonej. Funkcja e ma na-
stepujace wlasnosci:

a) ef1tz2 — o2 6227
21
(&
Z1—R2
b) e =

dla 21, 292 € C.

Przyktad
Widaé, ze
1 i —ix 1 . . e . e
3 (e +e ™) = 3 (cosx + isinx 4 cos(—x) + isin(—x)) =
1
D (2cosx +isinz —isinz) = cosz.

Natomiast

. . 1
5 (e —e ™) = 5 (cosx 4 isinx — cos(—x) —isin(—x)) =

1
— 2 S1 — i .
22,( isinz) = sinx

Zaleznosci te zapiszemy w postaci:

cosz = = (e + e ")

(3.16)

sinz = (em — e_m)

) ol

dla z € R. W literaturze zaleznosci (3.16) nazywaja sie wzorami Eulera.
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3.5. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Przyktad
7 definicji funkcji wykltadniczej argumentu zespolonego mamy:
1+i=+2e'T,
= ei% 7r7
1= eiﬂ7

. li
1-|-Z. _ € : — —(=i
1—1 e ‘s

Przyktad

i) =i

eia: efia:
7 zaleznodci cosx = — otrzymamy

2 8
1 €3iz + 6731‘9: eiz _|_€7ia:
4

e f e 1 ) o . ¥ Y
COS?).’E _ < i (e?nz +362'La:e iy 3oiTe 2ix te Sza:) _

3
2 * 2

= —cos3 +3c0‘
=1 T 1 SI.

Zadania

. Wyznaczy¢ x,y € R takie, ze:
a) (14+2i)z+(3—5i)y=1-3i,
b) (=3 —2i)z + (5i)y = 2,
T Y
)

_.
53 3+2i

. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby:

a) —1, b) i, c) 1—i, d) —1—1,
e) 1+iV3, f) 2, g) V3 -1, h) —1+iV3.
. Obliczy¢:
a) (1+ 2i)°, b) (3+41)7, c) (2 —1i)°, d) i", gdzie n € N,
(142i)2 — (1+4)® (1—4)7 NN
) BT @ri Do 8) (f) '

. Obliczy¢ nastepujace pierwiastki algebraiczne:

a) V3, b) v/ —i, c) V—8i, d) v—4,
e) V4, f) V-2, g) V1L
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3. Liczby zespolone

54

5. Wyznaczy¢ rozwiazania (z niewiadoma z € C') réwnania:

a) 24+i)2? —(5-1z+(2-2i)=0,
) 2 — (3 —2i)x+ (5 —5i) =0,

) 24z +1=0,

) 2t =322 +4 =0,

) —a® -2z -3=0,

) x| —x—1= 24,

[*"ERe) =3

@

-

g) |z|+x=2+1.

. Na plaszczyznie zespolonej Gaussa naszkicowaé zbior wszystkich z = z+iy € C

takich, ze:

a) |z| < 2, b) |z +1i| <1,

Q) lr—1—i| <2, d) |2] = 1, argz:%,

e) |z — (24 3i)| =4, f) |z — 20| =7, gdzie zo € C, r € R, r > 0.



Rozpziar 4.

Wielomiany i funkcje wymierne

4.1. Wielomiany

Funkcje postaci
f(@) = anz" + an 12" '+ a1z +ag

nazywamy wielomianem o wspoétczynnikach ag, ai, ..., an,.

Jezeli a; € R (1 = 0,1,...,n) to f(z) nazywamy wielomianem rzeczywistym.
Jezeli a,, # 0 to méwimy, ze f(x) jest wielomianem stopnia n.

Funkcje f(z) = 0 nazywamy wielomianem zerowym.

Miejscem zerowym wielomianu f(z) nazywamy kazdy pierwiastek réwnania

f(@) =0.

Zamiast mowi¢ miejsca zerowe wielomianu, mowimy krotko zera wielomianu. Zatem,
liczba a jest zerem wielomianu f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) = 0. Miejsce
zerowe wielomianu moze by¢ liczba rzeczywista lub zespolona. Jezeli a € R (a € C)
to méwimy, ze a jest rzeczywistym (zespolonym) zerem wielomianu.

Liczbe a nazywamy k-krotnym zerem wielomianu f(z), jezeli

f(z) =z~ a)fg(x),  gla) #0,

gdzie g(x) jest wielomianem i stopien g(x) jest mniejszy niz stopien f(z). Zero k-krot-
ne wielomianu f(x) liczymy jako k zer tego wielomianu.

Przyktad
Wezmy pod uwage wielomian

f(z) =22* — 1822 + 8z + 24 (4.1)

Latwo obliczyé, ze f(2) =0, f(—1) =0, f(—3) = 0, czyli liczby 2, —1, —3 sa miejscami
zerowymi rozpatrywanego wielomianu.
Proste rachunki pozwalaja stwierdzi¢, ze

f(z) =22% — 1822 + 8z + 24 = 2(x — 2)*(z + 1)(z + 3).

Oznacza to, wobec przyjetych definicji, ze x1 = 2 jest dwukrotnym, x5 = —1 oraz
x3 = —3 sa jednokrotnymi zerami rozwazanego wielomianu. Zatem wielomian (4.1)
ma cztery pierwiastki: jeden dwukrotny oraz dwa jednokrotne.
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4. Wielomiany i funkcje wymierne

Méwimy, ze wielomiany:

f(z) =a,2™ + n_12" Y + . Faz+ agp,
h‘(x) =bpa™ + bmflxmi1 +...4+bix + by

sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy

N f@) = h(x).

TER

Jezeli f(x) nie jest wielomianem zerowym, to wielomian g(z) nazywamy dziel-
nikiem wielomianu f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian h(x) taki, ze
f(x) = g(x) - h(z). Méwimy wéwcezas, ze wielomian f(x) jest podzielny przez g(x).

Teraz przypomnimy znane twierdzenia ze szkotly srednie;j.

TWIERDZENIE 4.1. Wielomiany:

f(z)=anz™ + anflxnil +...+a1x + ao,
h(z) = bppx™ + by 1™ 4. 4 bz + by

sq rowne wtedy 1 tylko wiedy, gdy sq tego samego stopnia oraz majg rowne wspotczyn-
niki przy odpowiednich potegach zmiennej x, czyli ag = by, a1 = b1, ag = ba,... .

TWIERDZENIE 4.2. Liczba a jest k-krotnym zerem wielomianu f(x) wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy wielomian f(z) jest podzielny przez (x — a)* i nie jest podzielny przez
(z —a)k+,

Prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 4.3. (PODSTAWOWE TWIERDZENIE ALGEBRY). Wielomian
flx) = apz™ + Un_12" Y + -+ a1z + ag, gdzie a, # 0 ma dokladnie n miejsc
zerowych, przy czym zera k-krotne liczymy k razy. Wowczas

fl@) = ana™ + 12" P a4 ag = an(x —x1)(x — T2) - (T — TY),

gdzie x1, 22, . .., Ty sq zerami wielomianu f(x).

W twierdzeniu 4.3 liczby x1,z9,...,x, moga by¢ rzeczywiste lub zespolone,
moga to by¢ zera pojedyncze lub wielokrotne wielomianu f(x).
Udowodnimy nastepujace

TWIERDZENIE 4.4. JezZeli liczba z € C' jest zerem wielomianu rzeczywistego
f(x) = ana™ + An_12" - arz + ag

gdzie a; € R (i = 0,1,...,n), to liczba sprzezona do z, czyli Z, réwnie? jest zerem
wielomianu f(x).
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4.1. Wielomiany

DowOD. Z zalozenia mamy a,z" + ap_12" "L+ -+ a1z 4+ ag = 0. Z réwnoéci
dwoch liczb zespolonych wynika, ze liczby do nich sprzezone tez sa réowne, czyli

2™ + Q12" L+ ...+ a1z +ag =0.
Stad i z wlasnoéci liczb zespolonych mamy
U (D) + A (@) 4@z +a =0.
Z zalozenia, ze a; € R (i =0,1,...,n) otrzymujemy
an ()" + an_1 (E)n_1 4+ -4+ a1zZ+ag =0.
To za$ oznacza, ze f (Z) = 0, czyli rozwazane twierdzenie jest udowodnione.
Przyktad
Wezmy pod uwage réwnanie kwadratowe
z? —4r+13=0,

gdzie po lewej stronie znaku réwnosci jest wielomian o wspétczynnikach rzeczywi-
stych. Latwo wyliczy¢, ze liczba zespolona z; = 2+ 3i jest pierwiastkiem rozwazanego
réwnania.

Stad i z twierdzenia 4.4 wynika, ze zo = Z; = 2 — 3i réwniez jest pierwiastkiem
réwnania z tego przyktadu.

Natomiast z twierdzenia 4.3 wynika, ze réwnanie 22 — 4z + 13 = 0 ma dokladnie
dwa pierwiastki, czyli innych, oprécz z; = 2 4 3i, 2o = 2 — 3¢, juz nie ma.

7 twierdzenia 4.4 wynika nastepujacy praktyczny

WNnNIOSEK. Kazdy wielomian stopnia nieparzystego, o wspélczynnikach rzeczy-
wistych, ma przynajmniej jedno zero rzeczywiste.

Rozwazane do tej pory wielomiany byly funkcjami jednej zmiennej. Podamy

teraz definicje wielomianu dwoch zmiennych.

DEFINICJA. Funkcje postaci
n m
fla,y) =YY aga'y’
i=0 j=0
nazywamy wielomianem zmiennych x,y o wspélczynnikach a;;. Mowimy, Ze f(z,y)

jest wielomianem dwdch zmiennych.

Przyktad

Wielomiany dwoch zmiennych:

f(z,y) = 42> + 222y + 5y* +5 — wiclomian zmiennych z,y,
g(x,t) = 3z +2t% + 13t — wielomian zmiennych z, t,

h(u,v) = 5uv + 3uv + 5 — wielomian zmiennych u, v.
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4. Wielomiany i funkcje wymierne

4.2. Funkcje wymierne

Wielomiany, jednej lub dwdch zmiennych, nalezg do najprostszych funkcji ele-
mentarnych i sa czesto stosowane w praktyce inzynierskiej. Podamy teraz definicje
funkcji wymiernych.

DEFINICJA. Funkcje

P(x) ™ + ap_12" 4+ arx +ag
Q@) bpa™ 4 by 1z 4 4 bz + by

gdzie P(z), Q(x) s¢ wielomianami zmiennej x, nazywamy funkcje wymierng zmien-
nej x.

Mozna powiedzieé¢ krotko: funkcja wymierna jest ilorazem dwéch wielomianéw.

Przyktad

Latwo widaé, ze funkcje

_$2—|—\/§x—3

3
—z rtver 9 — 23 _9
q(x) A 32 p(z) =x z+6

sg funkcjami wymiernymi zmiennej x.
Natomiast funkcja

22+ 3z +2

he) = VI 4322 +1

nie jest funkcjg wymierna, gdyz /= + 322 + 1 nie jest wielomianem zmiennej .
Szczegdlnym przypadkiem funkcji wymiernej jest wielomian.

DEFINICJA. Funkcje postaci

=
8
=
Il
I
M=
s
8
<
H&
<
o

]

—

8

SIS

1| I

(=)

o

M~ I

[e=}
=
<
8
<
o

@
I
=
.
I
<

gdzie: P(x,y), Q(x,y) sq wielomianami dwdch zmiennych, nazywamy funkcjg wymier-
ng zmiennych ,y.

Przyklady

Funkcje wymierne dwoch zmiennych:

xy + 3x%y + 22

R(‘Tvy) = x2 + yg

— funkcja wymierna zmiennych x, y,
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4.2. Funkcje wymierne

3z + Tt22?
tr)= —— — funkcja wymierna zmiennych ¢, z,
q(t, ) 57 13 ja wy z y
5+ uv — 3u?v . . .
p(u,v) = —————— — funkcja wymierna zmiennych u, v.
ud + 2uv

Latwo zauwazy¢, ze szczegblnym przypadkiem funkcji wymiernej dwéch zmien-
nych jest wielomian dwéch zmiennych. Kazdy iloraz dwoch wielomianéw, z ktérych
przynajmniej jeden jest funkcja dwéch zmiennych, jest funkcja wymierna dwodch
zmiennych.

Natomiast funkcja

x2 +yez
f(x,y) - .132 _|_3y

nie jest funkcja wymierna zmiennych (z,y), gdyz z? +ye” nie jest wielomianem zmien-
nej x.

Zadania

1. Wykonaj nastepujace dzielenia wielomianéw:

a) (322 +2x+5): (z+3),

b) (52% — 5z —30) : (x — 3),

) (y*—39y+180): (y — 13),

d) (42 +22) : (z + 3).
2. Dla jakiej wartodci b wielomian 2bt> — 4t? + bt — 2b jest podzielny przez t — 2?
3. Wyznacz zera wielomianéw:

a) f(z)= 2z +3)(x — 2)(32* + 5z — 2),

b) f(z) = (3 —2z)(2z — 3)(x? +1).

4. Liczba z = 2 jest miejscem zerowym wielomianu z* + 62° — 1122 — 60z + 100.
Wyznacz krotnosé tego miejsca zerowego.

5. Podaj przyktad funkeji ¢(z, y), ktéra jest funkcja wymierna zmiennej x i nie jest
funkcja wymierna zmiennych x, y.
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Rozpziatr 5.

Macierze i wyznaczniki

5.1. Wstep

W szkole éredniej byla omawiana wyznacznikowa metoda rozwiazywania uktadu
réwnan. W celu przypomnienia tej partii materialu wezmy pod uwage uktad réwnan

(5.1)

a1171 + a12x2 = by
a21%1 + a22%2 = by

gdzie:

ai1, 12, 21, a2 — zadane wspotczynniki uktadu réwnan,
b1, bo — zadane prawe strony uktadu réwnan,
T1, To — niewiadome.

Rozwiazaniem ukladu réwnan (5.1) nazywamy kazda uporzadkowana pare
(x?,xg) taka, ze
{ a11$(1) + a12$(2) =b

0 0 ’
a21T] + A22Ty = bo

Uktad réwnan moze mieé¢ dokladnie jedno rozwiazanie, wiecej niz jedno rozwia-
zanie lub moze nie mie¢ rozwiazan.

Wspélezynniki uktadu réwnan (5.1) mozemy zapisaé¢ w postaci uporzadkowanej
tablicy liczb

a a
A = 11 @12 ,
a21 @22

ktéra nazywamy macierza wspotczynnikéw rozwazanego ukladu rownan. Prawe strony
oraz niewiadome w ukladzie réwnan (5.1) zapiszemy w postaci macierzy

_ b1 x = Z1
bg ’ i) ’
Méwimy, ze (a11,a12) jest pierwszym wierszem, a (as1, asz) drugim wierszem macie-

rzy A. Natomiast (au, a21) nazywamy pierwsza kolumna, a (alg, agg) druga kolumna
macierzy A.
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5.1. Wstep

Zatem macierz A ma dwa wiersze i dwie kolumny, macierz b ma dwa wiersze
i jedna kolumne, macierz x rowniez ma dwa wiersze i jedna kolumne. W macierzy A
liczba wierszy jest réwna liczbie kolumn — dwa wiersze i dwie kolumny. Méwimy, ze
jest to macierz kwadratowa.

Macierzy kwadratowej

ab
D =
{C d} ’
mozemy przyporzadkowac liczbe ad—bc. Mowimy, ze jest to wyznacznik z tej macierzy
i piszemy w postaci

ab

detD = cd

‘d:fad—bc.

Mozemy tez pisa¢ tak

2] wpy
Zatem

ZZ’ = Hi Z” — detD = ad — be.
Natomiast

|A| =det A = Z; Z;z = 11022 — G12021.

Oproécz wyznacznika z macierzy wspélezynnikéw uktadu réwnan (5.1) wezmiemy jesz-
cze pod uwage nastepujace dwa wyznaczniki

ayy by
az by

by a1z
by aso

Wi = = .

)

W szkole $redniej byto podane nastepujace

TWIERDZENIE (CRAMERA). Jezeli |A| # 0, to uklad réwnari (5.1) ma doklad-
nie jedno rozwigzanie oraz rozwigzanie to dane jest wzorams

Wy Wy

=, To = — (wzory Cramera)
Al Al

1

W ten sposéb rozwiazanie uktadu réwnan (5.1) mozemy wyliczy¢ przy uzyciu
wyznacznikéw z macierzy kwadratowych.
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5. Macierze i wyznaczniki

5.2. Definicje i podstawowe rodzaje macierzy

Teraz podamy uogdlnienie pojecia macierzy oraz dzialania na macierzach.

Funkcje, ktéra kazdej parze liczb naturalnych (i,5) (i = 1,2,...,n; j = 1,2,
..., m) przyporzadkowuje dokladnie jedna wartosé¢ a;; € R (lub a;; € C) nazywamy
macierza.

Macierz zapisujemy jako prostokatna tablice liczb

a11 a1z ... Qim
A — a21 a22 ... a2m
Gn1 An?2 Gnm
lub krécej A = [aij]nxm. Wartosci a;; nazywamy elementami macierzy A.
Jezeli m = n, to A nazywamy macierza kwadratows. Ciag (i1, @iz, - - -, @im)
nazywamy i-tym wierszem macierzy A. Natomiast ciag (a1 FRN/Y I ,anj) nazywamy

j-ta kolumng rozpatrywanej macierzy. Zatem macierz A ma n wierszy i m kolumn.
W macierzy kwadratowej liczba wierszy jest réwna liczbie kolumn, i t¢ wspolna liczbe
wierszy i kolumn nazywamy stopniem macierzy kwadratowej. W macierzy o n wier-
szach i m kolumnach uporzadkowang par¢ (n,m) nazywamy wymiarem macierzy
i wymiar ten zapisujemy w postaci n x m.

Zapis

A = [ay]
oznacza, ze a;; s3 elementami macierzy A o wymiarach n x m.

Jezeli wszystkie elementy macierzy A sa liczbami rzeczywistymi, to A nazywa-
my macierzg rzeczywista.

Przyjmujemy oznaczenia:

RMX™ — {A: [aii]nXm:aij € R dla i:1,2...,n;j:1,2...,m},

nxm

crm — {A: [a5] ., ta;€C dla i:1,2...,n;j:1,2...,m}.

Widaé, ze R™*™ jest zbiorem wszystkich macierzy rzeczywistych o wymiarach n x m,
natomiast elementy macierzy A € C™*™ mogg by¢ zespolone.

Podamy teraz kilka szczegdlnych postaci macierzy oraz ich nazwy.

Macierz, ktéra ma tylko jeden wiersz nazywamy macierza wierszowa (lub jed-
nowierszowa) i zapisujemy ja w postaci

[an a2 ... alm] .

Macierz, ktéra ma tylko jedng kolumne nazywamy macierza kolumnowa (lub jedno-
kolumnowa) i zapisujemy ja w postaci
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5.2. Definicje i podstawowe rodzaje macierzy

Macierz, ktérej wszystkie elementy sa réwne zeru, nazywamy macierza zerowa. Ma-
cierz zerowa oznaczamy [0] lub krécej 0.

W macierzy kwadratowej A = [aij]nxn, ciag (an,agg, .. .,ann) nazywamy
przekatna gtéwna tej macierzy. Macierz kwadratowa, w ktérej wszystkie elementy
poza przekatna gléwna sg réwne zeru nazywamy macierza diagonalna i oznaczamy

diag(an,agg,...,ann).
Zatem
aill 00 0
. 0 a22 0 0
diag(air, agz, - sann) = | T
0 0 O0...ann
Macierz
100...0
. 010...0
I:dlag(l,l,...,l) =
000 1

nazywamy macierza jednostkowa. Wida¢, ze macierz jednostkowa I jest macierza dia-
gonalna, w ktérej wszystkie elementy gtéwnej przekatnej sa réwne jedynce.
Macierz diagonalna postaci

@a00...0
0a0...0
diag(aa,....a) = | 777
000...a

nazywamy macierzg skalarna. Przyktadem macierzy skalarnej jest macierz jednost-
kowa.

Macierz kwadratowa A = [a;;]| , ktérej elementy spelniaja warunek

nx
aijzaji (i,j:l,Q,...,n)

nazywamy macierza symetryczna. Widaé, ze macierz

2 7T i+ 2
A= 7 3 =5
t+2 -5 4

jest macierza symetryczna.

Macierz kwadratowa A = [aij] ktérej elementy spetniaja warunek

nxn’
aijz—aji (’L,j=1,2,...,7’},)

nazywamy macierza skosnie symetryczna.
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5. Macierze i wyznaczniki

Czy mozna dobra¢ takie x € R, aby macierz
2 3
A =
byta macierzg skosnie symetryczna? Czy macierz moze by¢ jednocze$nie symetryczna
i sko$nie symetryczna?

5.3. Dziatania na macierzach

5.3.1. Réwnos$¢, dodawanie i odejmowanie macierzy

Moéwimy, ze macierze A = [aij]nxm’ B= [bij]nxm, sa rowne, piszemy A = B,
jezeli

aij:bij (i:l,Q,...,n;j:1,2,...,m).

Dla dwéch macierzy o tych samych wymiarach wprowadza sie¢ pojecie sumy
i réznicy macierzy.

Jezeli A = [aij]nxm, B = [bij]nxm, to suma macierzy A i B, piszemy A + B,
nazywamy taka macierz C = [ ] ze

cijzaij—kbij (i:l,Q,...,n;j:1,2,...,m),
czyli

C=A+B= [aij —+ bij]nxm'

Analogicznie okreslamy réznice, C = A — B, dwoch macierzy o tych samych
wymiarach. Mianowicie

C:A—B:[aij—bij]

nxm’
Przyktad
Niech
2 3447 —4 -4 2 444
a=[3i0 ) =R e
to
-2 544 i |6 —1—1i 841

ArB= [ 5 13— 2—1—1']’ B-A= {—5 140 2

7 definicji sumy i réznicy macierzy tatwo wynika nastepujace

TWIERDZENIE 5.1. Jezeli A, B, C € C™*"™, to:
)A+B=B+A — przemiennosé¢ dodawania,
2)A+(B+C)=(A+B)+C — {gcznosé dodawania,
3) A+0=A — gdzie 0 — macierz zerowa, 0 € R™*™.
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5.3. Dziatania na macierzach

5.3.2. Mnozenie macierzy przez skalar

Teraz wprowadzimy pojecie iloczynu macierzy przez liczbe.
Iloczynem macierzy A = [aij]nxm’ przez liczbe A € C, piszemy AA, nazywamy

macierz [Aag;|, . Zapis AX oznacza to samo, co AA.

Przyktad
WezZmy pod uwage macierz

NS
Zatem dla A = 3 mamy
=323 =08 )
Macierz (—1)A oznaczamy przez —A.
Z przyjetych definicji wynika nastepujace
TWIERDZENIE 5.2. Jezeli A = [aij]nxm, B = [bij]nxm, a, BEC, to
N1-A=A-1=A,
2)0-A =0, gdzie 0ecR™™,
3) a(fA) = (aB)A
4) (a+ )A =aA + (A,
)

5) (A + B) = aA + aB.

5.3.3. Mnozenie macierzy przez macierz, potega macierzy
WezZmy pod uwage macierze A = [aij] i p? B = [bij] pxm” Warto zwrocié¢ uwage,
ze liczba kolumn w macierzy A jest réwna liczbie wierszy w macierzy B.

DEFINICIA. Iloczynem macierzy A = [aij]nx;) przez macierz B = [bij]pxm

nazywamy takg macierz C = [Cij]nxm’ piszemy C = AB, Ze
P
cij = aimby;  (i=1,2,...mj=1,2,..m) (5.2)

Zatem iloczyn AB jest zdefiniowany wtedy i tylko wtedy, gdy liczba kolumn
macierzy A jest rowna liczbie wierszy macierzy A.
Ze wzoru (5.2) widaé, ze element ¢;; w macierzy C = [c¢;;] = AB jest iloczynem

skalarnym i-tego wiersza, czyli (as1,ai2,. .., a;p), macierzy A przez j-ta kolumne,
(blj, baj, ..., bpj), macierzy B, zatem
Cij = (aﬂ, a;2, ... ,aip) (blj, bgj, R bpj) = aﬂblj + aigbgj + -4 aipbpj.
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5. Macierze i wyznaczniki

Przyktad

Dane sg macierze

Widagé, ze istnieje AB oraz

AB:[lO 5 6}

-1 3 -2
Natomiast, nie istnieje iloczyn macierzy B przez macierz A.

Przyktad

Wezmy pod uwage macierze

a-[34) s-[33]

Dla tych macierzy mamy

27 8 =3
an (2] mac ]3],

Czyli istnieje AB oraz BA, lecz AB # BA.

7 ostatniego przykladu widaé, ze mnozenie macierzy nie jest dzialaniem prze-
miennym. W zwiazku z tym AB nazywamy iloczynem prawostronnym macierzy
A przez macierz B, natomiast BA — iloczynem lewostronnym macierzy A przez
macierz B.

Macierze A i B, dla ktorych mnozenie jest przemienne, czyli AB = BA, nazy-
wamy macierzami przemiennymi.

Jakie musza by¢ wymiary macierzy przemiennych?

Czy z réwnosci AB = 0 wynika, ze A =0 lub B =07

Z przyjetych definicji dziatan na macierzach wynika nastepujace

TWIERDZENIE 5.3. Jezeli A, B, C sq¢ macierzami o odpowiednich wymiarach,
A jest liczbg, to:

1) A(BC) = (AB)C,

2) A(AB) = (AA)B,

3) (A+B)C=AC+BC,

4) C(A +B) = CA + CB,

5)IA=AI=A, gdy A = [aij]an’ Ie R™™.
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5.3. Dziatania na macierzach

Pytanie

Jakie powinny by¢ wymiary macierzy A, B, C w punktach 1), 2), 3), 4) powyz-
szego twierdzenia?

Podaj przyktad takiej macierzy A, ze IA = A, natomiast Al nie istnieje.

Dla macierzy A = [aij]nxn przyjmujemy oznaczenia:

AL
AA E A2
AP T AART S AFIA (R =1,2,3,...).
A* nazywamy k-tg potega macierzy A.
Czy stad wynika, ze (AB)" = A"B"?
Przyktad

Wezmy pod uwage uklad réwnan

a1171 + a12T2 + a1373 = by
211 + a99x2 + as3x3 = bay (53)

as1x1 + asaT2 + aszzrs = bs

Przyjmujemy oznaczenia

aiy a1z a13 by x1
A = |a21 az ax|, b= |b], X= |z
azy azz 433 b3 3

Z definicji iloczynu macierzy i réwnosci macierzy wynika, ze ukltad réwnan (5.3) mo-
zemy zapisa¢ w postaci macierzowej

Ax =D,
gdzie:

A — macierz wspolczynnikéw uktadéw réwnan,
b — macierz prawych stron,

X — macierz niewiadomych.

Przyktad

Rozpatrzmy dwa niezalezne uklady rownan:

a1171 + a1272 + a13r3 = by
211 + a99x2 + as3x3 = by (54)

az1x1 + azaT2 + azzrz = b
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5. Macierze i wyznaczniki

a11Y1 + a12y2 + a13ys =1
a21Y1 + a22Y2 + a23Y3 = C2 (5.5)
a31y1 + az2y2 + assys = c3

Uklady réwnan (5.4) i (5.5) sa niezalezne, ale wsp6tezynniki przy odpowiednich nie-
wiadomych w pierwszym i drugim ukladzie réwnan sa takie same. Przy oznaczeniach

a11 a2 ai3 b1 C1 T Y1
A = |ag1 az az|, b= |b|, c=|ca|, x= |22, Y= |¥y2|,
as1 asz ass b3 3 3 Y3

uklad réwnan (5.4) zapisujemy w postaci
Ax = Db,

natomiast uktad réwnan (5.5) w postaci
Ay =c.

Pytanie
Jak zapisa¢ oba te uktady rownan w postaci jednego réwnania macierzowego?

5.4. Macierze transponowane i ortogonalne

WezZmy pod uwage macierz A = [aij]
Macierz B = [bij]

nxm’
mxn baka, ze
bij:aji (i:1,2,...,m,j:1,2,...,n),
nazywamy macierza transponowana macierzy A i oznaczamy przez AT
Macierz AT bywa tez oznaczana przez A’. Widaé, ze jezeli

a1 ai2 ... AQim a1 az21 ... Gni

a21 a9 ... a2 a12 A22 ... Ap2
A= ml to AT = "

apl An2 Anm A1m A2m Apm

Zatem macierz AT powstaje z macierzy A przez zamiane kolumn na wiersze: z pierw-
szej kolumny macierzy A powstaje pierwszy wiersz macierzy AT, z drugiej kolumny
drugi wiersz itd.

Przyktad

Dla macierzy

12 7-3 T
A—{1_4 5} mamy A’ =

W =1 N
|
CUs
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5.4. Macierze transponowane i ortogonalne

Fatwo zauwazy¢, ze dla macierzy wierszowej
A= [an aig ... aln]

macierz A7 jest macierza kolumnowa, mianowicie

A1n

Dowodzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 5.4. Jezeli A = [aij]nx;ﬂ B= [bij:lpxm’ X jest liczbg, to:

1) (AN)T = (A),

2) (AB)T = BTAT,

3) AA)T = A(AT),

4) (A £ B)T = AT £ BT, jezeli macierze A i B majq takie same wymiary.

Przy uzyciu macierzy transponowanej tatwo jest sprawdzi¢ czy macierz jest
symetryczna lub skosnie symetryczna. Mianowicie:
Macierz A = [a;;| _ jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy A = A”.

Macierz A = [aij]nxn jest skognie symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy A = —AT.

Dla macierzy A = [a;;] zachodzi prosta réwnosé
1 N1 .
4A:AA+A)+§@fA> (5.6)

Lecz A + AT jest macierza symetryczng, gdyz (A + AT)T = AT + A = A + AT,
Analogiczne przeksztalcenia prowadza do wniosku, ze A — AT jest macierza skoénie
symetryczna. Stad i z (5.6) wynika, ze kazda macierz kwadratowa A mozemy przed-
stawi¢ w postaci sumy macierzy symetrycznej i skosnie symetrycznej.

Macierz kwadratowa A = [aij] € R™™ nazywamy ortogonalna, jezeli

AAT =1

)

gdzie I — macierz jednostkowa (I € R"*"™).

7 tej definicji i z zaleznosci (AT)T = A wynika, ze jezeli A jest macierza
ortogonalna, to AT réwniez jest macierza ortogonalna.

Zatem dla macierzy ortogonalnej mamy:

AAT =1,
ATA =1

Z tych dwoch rownosci i z definicji iloczynu macierzy wynika
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5. Macierze i wyznaczniki

TWIERDZENIE 5.5. Macierz kwadratowa A = [aij] € R™" jest macierzq orto-
gonalng wtedy i tylko wtedy, gdy:

ia‘ka‘k_{l gdy 1=
kWjk — . )
— 0 gdy i#j
iak’ak‘: Logdy =
0 gdy i

Teze tego twierdzenia mozemy réwniez wypowiedzie¢ w ten sposéb, ze warun-
kiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby macierz kwadratowa byta ortogonalna
jest, aby iloczyn skalarny dwoch réznych wierszy (kolumn) tej macierzy byl réwny
zeru, a iloczyn skalarny kazdego wiersza (kolumny) przez siebie byl réwny jedynce.

Udowodnimy nastepujace

TWIERDZENIE 5.6. JeZeli macierze A, B, o wymiarach n X n, sq ortogonalne,
to iloczyn AB tez jest macierzg ortogonalng.
DowOD. Z zalozenia mamy
AAT =1, BB =1
Stad i z wlasnoéci macierzy transponowanej otrzymujemy
(AB)(AB)” = (AB)B"A” = A(BBY)AT = AAT =1,
czyli macierz AB jest ortogonalna.
Przyktad
Dla macierzy
2/3 2/3 1/3
A= s —2/3 2/3
_2/3 1/3 2/3
mamy
2/3 2/3 1/3 2/3 1/3 _2/3
AAT = | 15 —2/5 23 23 =25 15| =
—2f 1y 2 Vs 25 2/

czyli rozpatrywana macierz A jest ortogonalna.

o O =

o = O

= o O
Il
\.l—I

Pytania

1. Niech A, B beda macierzami symetrycznymi. Czy stad wynika, ze AB jest
macierzg symetryczna? Jezeli tak, to udowodnij. Jezeli nie, to podaj przyklad.

2. Zakladamy, ze A jest macierza symetryczna. Czy stad wynika, ze macierz A*
jest macierza symetryczng dla k =0,1,2,...7
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5.5. Wyznacznik z macierzy

5.5. Wyznacznik z macierzy

5.5.1. Definicja wyznacznika

Na poczatku tego rozdziatu byta podana definicja wyznacznika z macierzy kwa-
dratowej o wymiarach 2 x 2. W tym paragrafie podamy definicj¢ wyznacznika z ma-
cierzy kwadratowej o dowolnych wymiarach — n xn. Wczesniej jednak przypomnimy
pewne pojecia pomocnicze.

Niech a1, aw, ..., a, bedzie dowolna permutacja liczb 1,2, 3, ..., n. Mowimy, ze
w permutacji o, a, ..., o, para liczb a;, ai tworzy inwersje, jezeli

o > oy dla 7 <k.
Na przyktad w ciagu 3,2, 1,5, 4 inwersje tworza pary:
3,2; 3,1; 2,1; 5,4.

Czyli w ciagu 3,2, 1, 5,4 cztery pary liczb tworza inwersje. Méwimy krétko, ze w tym
ciaggu sg cztery inwersje.

W ciagu ai, as,...,a, liczbe par, ktoére tworza inwersje nazywamy liczba in-
wersji tego ciggu.

Przez P, oznaczamy zbiér wszystkich mozliwych permutacji z ciggu
1,2,3,...,n. Wiadomo, ze P, zawiera n! permutacji. WeZmy pod uwage permutacje
p= (al, Qag, ... ,an) € P,. Oznaczamy przez ¢, liczbe inwersji w permutacji p € P,.

Podamy teraz definicje wyznacznika z macierzy kwadratowej A = [az;] .

DEFINICIA. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [aij]
liczbe

nxn AZYyWaMY

Z (—1)*?a14,0204 - - - Ana,, (5.7)
p=(a1,a2,...,a0)EPp,

gdzie e, — liczba inwersji w permutacji p = (al, Qg, ... ,an).

Wyznacznik macierzy A oznaczamy przez det A, det(A), det[as;], |A| lub

ailp aig ... Qin
azy a2 ... agn
Gn1 Gn2 Gpn

Widaé, ze w zaleznoéci (5.7) sumowanie rozciaga sie na wszystkie mozliwe permutacje
ciagu 1,2, 3,...,n. Zatem w definicji wyznacznika suma zawiera n! sktadnikéw. Kazdy
z tych sktadnikéw ma postaé

(—1)*Pa14, 024 - - - Ana, (5.8)
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5. Macierze i wyznaczniki

gdzie: ai,aq,...,q, jest permutacja ciagu 1, 2, 3,...,n. Innymi slowy, kazdy ze
skladnikéw sumy (5.7) jest iloczynem postaci (5.8), w ktérym wystepuje dokladnie
jeden element z kazdego wiersza macierzy A. W iloczynie (5.8) wystepuje réwniez
doktadnie jeden element z kazdej kolumny macierzy A.

Stopien macierzy A nazywamy stopniem wyznacznika tej macierzy. Na podsta-
wie przyjetej definicji obliczymy wyznacznik stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego.

Dla n = 1, macierz ma postaé¢ A = [au], Py jest zbiorem zawierajacym jeden
element — Py = {(1)}. Liczba inwersji w permutacji p = (1) € Py wynosi zero. Zatem
det [an] = |a11| = a11. W tym ostatnim zapisie |a11| oznacza wyznacznik z macierzy
[an] .

Dla n = 2, macierz A ma postaé

a1 a
A — 11 @12 )
a21 a22

W tym przypadku zbiér permutacji ma dwa elementy — Py = {(1, 2), (2, 1)} Liczba
inwersji w ciagu (1,2) wynosi zero, a w ciagu (2,1) jeden.

Z (5.7) mamy
ailr a12

det A = = ai11Q22 — A12021.
a21 G22

Dla n = 3 mamy:

ail a2 ... ais
A= laz az ... ax|,
azp a2 ... Ass

Py ={(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(1,3,2),(2,1,3),(3,2,1)}.

Poszczegdlne permutacje zbioru Ps maja, odpowiednio, 0, 2, 2, 1, 1, 3 inwersji.
Stad i z definicji wyznacznika, dla n = 3, otrzymamy

det A = a11022a33 + 12023031 + 13021032 — A11G23032 — 4120210433 — G13022031.

Widaé, ze juz dla n = 3 obliczanie warto$ci wyznacznika z definicji sprawia pewne
trudnosci.

Istnieje prosty, mnemotechniczny sposéb obliczania wartosci wyznacznika stop-
nia trzeciego. Jest to tak zwany schemat (metoda) Sarrusa. Polega to na tym, ze
z prawej strony, w zapisie macierzy, dopisujemy pierwsza a nastepnie druga kolumne
tej macierzy. Nastepnie obliczamy iloczyny elementéw wystepujacych na ,przekat-
nych” tak powstalej tablicy. Iloczyny te bierzemy ze znakiem plus lub minus wedtug
nastepujacego schematu:

+ o+ o+
~ ~ - ~
a1l a2 ai3z| ailx  Gi2
det A = S~ > ~ _
et A = |a21 “a22” “as3| a2 a2 =
~ >< ~
as1” agz” " asz] as1 asz
~ ~ ~ ~ ~

= (11022033 + 12023031 1 13021032 — 431022013 — 432023011 — (33021G12.
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Przyktad

Obliczy¢ metoda Sarrusa wyznacznik z macierzy

-2 1 3
A=]| 0-5-1
4 1 2
Otrzymamy
-2 1 3 -2 1 3|-2 1
det A = 0-5-1||=| 0-5-1| 0-5 =
4 1 2 4 1 2| 4 1
= (=2)(=5)2) + () (=1)(4) + 3)(0)(1) -

Obliczanie wartosci wyznacznika, z definicji wyznacznika, dla macierzy kwadra-
towych stopnia czwartego i wyzszych jest bardzo czasochtonne. Czasochlonnosé ta
przekracza nawet mozliwoséci komputeréw.

Pokazemy to na przykladzie.

Dla n = 16, czyli dla wyznacznika szesnastego stopnia, we wzorze (5.7) mamy
16! = 20922789888000 sktadnikéw. Do obliczenia kazdego z tych sktadnikéw musimy
wykona¢ 16 mnozen. Czyli wyznaczenie wartoéci wyznacznika, z definicji, wymaga
wykonania (16!) x (16) = 334764638208000 operacji mnozenia. Przypusémy, ze obli-
czenia bedziemy wykonywaé¢ na komputerze, ktéry ma milion mnozen na sekunde. Za-
tem komputer taki na wykonanie (16!) x (16) mnozen potrzebuje wiecej niz 334764638
sekund. Po przeliczeniu tych sekund na pelne 24 godziny w dniu, a dni na miesiace,
otrzymamy, ze komputer potrzebuje wiecej niz 120 miesiecy na wykonanie (16!) x (16)
mnozen. W praktyce jest to nierealne. A z drugiej strony, w praktyce inzynierskiej
obliczamy warto$¢ wyznacznika dla n > 100. Malo tego, obliczenia te wykonujemy
na komputerze i dla n = 100 wystarczy kilka minut. Wykorzystuje sie w tych ob-
liczeniach wlasnosci wyznacznikéw, ktoére pozwalaja uproscié, a zatem przyspieszyc¢,
proces obliczen.

5.5.2. Wtasnosci wyznacznika i twierdzenie Laplace’a
Z zaleznosci (5.7) wynikaja nastepujace twierdzenia:

TWIERDZENIE 5.7. Jezeli w macierzy A = [aij]
go wiersza (kolumny) sq réwne zero, to det(A) = 0.

nxn WSzystkie elementy pewne-

TWIERDZENIE 5.8. Jezeli jeden z wierszy (jedng z kolumn) macierzy A pomno-
zymy przez liczbe o, to wyznacznik powstatej macierzy jest réwny o det (A)

TWIERDZENIE 5.9. Jezeli A = [a;;] _, to det(AT) = det(A).

nx
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5. Macierze i wyznaczniki

Chociaz wyznacznik z macierzy A jest liczba, a w liczbie nie ma wierszy i ko-
lumn, to jednak bedziemy méwié ,wiersz wyznacznika” lub ,kolumna wyznacznika”,
a rozumiemy przez to wiersz lub kolumne macierzy, dla ktérej ten wyznacznik zostat
obliczony.

TWIERDZENIE 5.10. Jezeli w wyznaczniku przestawimy dwa wiersze (kolumny),
to wyznacznik zmient znak na przeciwny.

Przyktad

WezZmy pod uwage macierz

3 4 -1
A=123 0
2 1-2

Mozemy obliczy¢, ze det A = 2. Jezeli w wyznaczniku, a dokladniej w macierzy A,
przestawimy, czyli zmienimy miejscami, wiersz pierwszy z trzecim, to otrzymamy

= -2

W NN
— O N

1 —
3

4 —
7 ostatniego twierdzenia wynika prosty

WNIOSEK 5.1. Jezeli w wyznaczniku dwa wiersze (kolumny) sa identyczne, to
wyznacznik jest réwny zero. Jezeli w wyznaczniku elementy dwoch wierszy (kolumn)
sa proporcjonalne, to wyznacznik jest rowny zero.

Przyktad

W wyznaczniku

drugi wiersz jest proporcjonalny do czwartego wiersza — czwarty powstal z drugiego
przez pomnozenie przez dwa. Stad mamy, ze warto$¢ rozpatrywanego wyznacznika
Wynosi zero.

Wezmy pod uwage macierz postaci

air aiz ... ay—1y a1 +bu aiip1) .- Gn
C = |02 22 ... Gxi-1) G2 +b2i  ag(it1) ... G2n
an1 Gn2 Ap(i—1) Oni+bni Ap(iy1) Ann
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Przyjmujemy oznaczenia:

air ai2 ... @13;—1) Qa1; A1@41) --- Qin

A — az1 Q22 ... G2(;—1) A2; A2(i4+1) --- A2n
- b

_anl QAn?2 an(zfl) Anj an(z+1) Ann

a1 a2 aii—1y) b aigyy a1n

B |G a2 agii—1) bai  Gg@it1) agn

_anl An?2 an(zfl) bnl an(z+1) Ann

Wprost z definicji (5.7) wynika nastepujaca réwnosé
det C = det A + det B.

Dowodzi sig, ze prawdziwe sa nastepujace twierdzenia:

TWIERDZENIE 5.11. Wyznacznik nie zmienia swej wartosci, jezeli do elemen-
tow danej kolumny (wiersza) dodamy elementy innej kolumny (wiersza) pomnozone
przez te samg liczbe.

TWIERDZENIE 5.12. JeZeli A = [a;;] B = [by], ., to|A-B|=|A]-|B|.

nxn’
Przyktad
Chcemy obliczy¢ wyznacznik z macierzy
2 36
A=|-1 9 2
2 -3 4

Przy obliczaniu det A mozemy trzeci wiersz doda¢ do wiersza pierwszego. Zatem

2 36 4 0 10
detA=|-1 9 2|=|-1 9 2
2-3 4 2-3 4

W ostatnim wyznaczniku wiersz trzeci mnozymy przez 3 i dodajemy do wiersza dru-
giego. Otrzymamy

4 0 10 4 0 10
-1 9 2|=|5 0 14
2-3 4 2-3 4

Zas$ w ostatnim wyznaczniku pierwsza kolumne mnozymy przez —2 i dodajemy do
trzeciej kolumny. W wyniku tych operacji mamy

4 0 10 4 0 2
detA=]5 0 14 |=|5 0 4]|=18
2-3 4 2-30
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Przyktad
Przy uzyciu wyzej podanych twierdzen obliczymy wyznacznik z macierzy
5 a+p 2
A=|-6 a+28 1|,
3 —o 6
gdzie: «, f — parametry. Widac, ze
5 a+p 2 5 «a 2 5 [ 2
detA=|-6 a+28 1|=|-6 o 1|+|-6 28 1|=
3 —a 6 3—a 6 3 0 6
5 1 2 51 2 8 0 8 51 2
=qaq|—-6 1 1|+0|-6 2 1|=a|-6 1 1|+33|—-6 2 1|=
3-16 306 3-16 10 2
1 01 410 1 0 1 010
=8a|—6 1 1|+38|-6 2 1|=8a|0—-1 13 |+30|-14 2 1 |=
3-16 10 2 3-1 6 10 2

= 8a(10) 4 36(29) = 80a + 874.

Niech A = [aiﬂ']nXm‘ W macierzy A skreslamy (wyrzucamy) pewna liczbe wier-
szy oraz pewna liczbe kolumn, tak aby pozostale elementy rozpatrywanej macierzy
stanowily macierz kwadratowa B. Wyznacznik z macierzy B nazywamy minorem
macierzy A.

Przyktad
Jezeli w macierzy

St

2 317
skreslamy druga i czwarta kolumne, to otrzymamy macierz
35
B = [ - ] |
Wyznacznik macierzy B, det B = —7, jest minorem macierzy A. W macierzy A moze-

my, dla przyktadu, skresli¢ pierwszy wiersz oraz pierwsza, trzecia i czwarta kolumne.
W wyniku tych skredlen otrzymamy macierz B = [3]. Wyznacznik |B| = 3 réwniez
jest minorem macierzy A.

WezZmy teraz pod uwage macierz kwadratowa A = [aij]mm‘ Jezeli w tej ma-
cierzy skreslimy i-ty wiersz oraz j-ta kolumne, to otrzymamy macierz kwadratowa
stopnia n — 1. Wyznacznik tej macierzy stopnia m — 1 jest minorem macierzy A,
oznaczamy go przez M;;. Méwimy, ze M;; jest minorem stopnia n — 1, ktéry powstat
w wyniku skreslenia i-tego wiersza oraz j-tej kolumny w macierzy A.
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Przyktad
Dla macierzy

-2 1 3 - -4 5
Mn:’ 4 2‘2—8, M23=’_1 ’28, M31:‘_2 1

-6

>

Dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A = [aij]mm nazywamy
liczbe

Ajj = (1) My,
gdzie M;; — minor macierzy A powstaly przez skredlenie i-tego wiersza oraz j-tej
kolumny.

Przyktad
Wezmy pod uwage macierz
2 73
A=|-2-3 14
0 51
W tym przykladzie mamy:
A = () = |2 2o,
5 1
% N
= (— 2+3 = — = —
A23 —( 1) M23 | 05 ‘ 10.

Dowodyzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE (LAPLACE'A). Jezeli A = [ay], . to:
1) det A = iaikAik (k=1,2,...,n) (5.9)
lub -
2) detAzZn:aijkj (k=1,2,...,n) (5.10)
j=1
gdzie Ak (Akj) — dopetnienie algebraiczne elementu a;y, (akj).

Wzory (5.9), (5.10) nazywamy, odpowiednio, rozwinigciem wyznacznika wedtug
elementéw k-tej kolumny, k-tego wiersza. Twierdzenie Laplace’a jest fundamentalnym
twierdzeniem w teorii wyznacznikéw. Umozliwia ono obliczanie wyznacznika stopnia
n-tego za pomoca wartoéci wyznacznikéw stopnia n — 1.
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Przyktad
Niech
2101
-2 2 3 2
A= 3013
0312

Obliczymy det(A

~—

przez zastosowanie wzoru (5.9) dla k = 1. Wtedy mamy

det(A) = a11 411 + a21 4o + a1 s + annda =
=2A11 — 2491 +3A31 + 0441 = 2M711 + 2Mo1 + 3M3;.

W tym przykladzie

2 3 2 101 101
Mjpi=|013|=19, Myuy=|013|=-4 Mpy=[|23 2|=-3
31 2 31 2 31 2
Zatem det A = 2(19) 4+ 2(—4) 4+ 3(—3) =21
Przyktad
Obliczy¢ wyznacznik z macierzy
1 2-1 3 4
0 2 3-23
A=]1-1 2-25
4 3-2 31
1 2 3-2 2

Widaé, ze rozwijanie wyznacznika wzgledem elementéw danego wiersza (kolumny)
przyspiesza obliczenia, gdy ten wiersz (kolumna) zawiera duzo elementéw zerowych.
W celu uzyskania elementéw zerowych w wierszu (kolumnie) mozemy korzystaé
z wezesniej podanych wlasnosci wyznacznika.

W tym przykladzie, w macierzy A najpierw dodajemy kolumne czwarta do
kolumny drugiej, a nastepnie do kolumny trzeciej dodajemy kolumne piata pomnozona
przez —1. Otrzymamy

1 5-5 3 4
0 0 0-23
detA=det| 1 -3-3-25
4 6-3 31
1 0 1-2 2

Tak otrzymany wyznacznik rozwiniemy wedtug elementow drugiego wiersza. Zatem

1 5-5 4 1 5-5 3
1-3-35 1-3-3-2
det A = —2A24 +3A25 =-2 4 6 -3 1 -3 4 6-3 3
1 0 1 2 1 0 1-2
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W pierwszym z ostatnich wyznacznikow kolumne pierwsza mnozymy przez —1 i doda-
jemy do kolumny trzeciej, a nastepnie pierwsza kolumne mnozymy przez —2 i doda-
jemy do kolumny czwartej. Zas w drugim wyznaczniku kolumne pierwsza mnozymy
przez minus jeden i dodajemy do kolumny trzeciej, a nastepnie kolumne pierwsza
mnozymy przez 2 i dodajemy do kolumny czwartej.

W wyniku tych przeksztalcen mamy

1 5-6 2 1 5-6 5
1-3-4 3 1-3-4 0
detA=-2, ¢ 7 71734 6711~
1 00 0 1 0 00
5-6 2 5-6 5
—92| 34 3|4+3|-3-4 0
6 —7 —7 6 —7 11

Do ostatnich dwoch wyznacznikéw mozemy zastosowaé metode Sarrusa i otrzymamy
det A = 127.

Macierz postaci

ail a2 ai13 ... Gin
0 a22 a23 ... A2p
A 0 0 azsz ... azn

nazywamy macierza trojkatna gérna, a macierz

aill 0 0 ... 0

azy1 ao2 0 ... 0

A a3zy1 as2 ass ... 0
_anl Ap2 Gp3 ... Gpn

nazywamy macierzg tréjkatna dolna.
7 twierdzenia Laplace’a tatwo widaé, ze jezeli A jest macierza tréjkatng goérng
lub dolna, to

det A = a11a22 * - App,-

5.6. Rzad macierzy

Wezmy pod uwage macierz A = [az;], . Niech r bedzie liczba naturalng taka,
zer < min{n,m}.

Jezeli w macierzy A skre$limy m — r kolumn i n — r wierszy, to otrzymamy
macierz kwadratowa stopnia r > 1. Wyznacznik tak otrzymanej macierzy nazywamy
wyznacznikiem stopnia r z macierzy A.
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5. Macierze i wyznaczniki

s

DEFINICIA. Maksymalny stopienn wyznacznika z macierzy A = [aij] , T0Z-

nxm
nego od zera, nazywamy rzedem Macierzy i 0Znaczamy priez rz (A)

Dodatkowo przyjmujemy, Ze rzqd macierzy zerowej jest rowny zero.

. 17 — Ta;; 4 Tieréwhosd
Zatem rzad macierzy A aij m S elnia nieréwnoéé

nXx
0< rZ(A) < min{n,m}.

7 przyjetej definicji wynika, ze jezeli rz(A) = r, to kazdy wyznacznik z tej macierzy,
stopnia wigkszego niz r, jest réwny zero.

Przyktad
Niech
1 1-1
A= 2 1 0
-1-1 1

Jedynym wyznacznikiem stopnia trzeciego z tej macierzy jest

1 1-1
Al=| 2 1 0|=0,
—1-1 1

czyli rz (A) < 3. Jednym z wyznacznikéw stopnia drugiego z macierzy A jest
11
s

To, wobec definicji rzedu macierzy, oznacza, ze rz(A) =2.

Przyktad
Rozwazmy macierz

200
B_[Soo}'

Najwyzszy stopien wyznacznika tej macierzy wynosi 2, czyli rz (B) < 2. Istnieja na-
stepujace wyznaczniki stopnia drugiego z macierzy B

-2 0
30

00

-2 0
00

sol=e |

o |g o=

Zatem rz (B) < 2. Jednym z wyznacznikow stopnia pierwszego z rozwazanej macierzy
jest

[-2)| =20

a to oznacza, ze 1z (B) =1.
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5.6. Rzad macierzy

7 wlasnosci wyznacznikow wynika nastepujace

TWIERDZENIE 5.13. Rzgd macierzy A = [aij]nXm nie ulega zmianie w wyniku
nastepujgcych przeksztalcen macierzy:

1) transpozycji (rz(A) = 1z(AT)),

2) pomnozenia dowolnego wiersza (kolumny) macierzy przez liczbe (rzeczywistg lub
zespolong) rdzng od zera,

3) przestawienia wierszy (kolumn),

4) dodania do wiersza (kolumny) innego wiersza (kolumny) pomnozonego przez
dowolng liczbe,

5) skreslenia lub dolgczenia wiersza (kolumny) skladajgcego sie z samych zer.

Przyktad
Wyznaczy¢ rzad macierzy

2 1-1-1 1

1-1 1 1-=2
A= 3 3-3-3 4
4 5-5-5 7
Przy wyznaczaniu rz( ) skorzystamy z przeksztalcen, ktore nie zmieniaja rzedu ma-
cierzy. Najpierw kolumne druga dodamy do kolumny trzeciej i czwartej. Otrzymamy

2 100 1 2 1 1
1-100-2 1-1-2
w(A) =zl g g 00 4| T3 3 4
4 500 7 4 5 7

W ostatniej macierzy wiersz trzeci pomnozymy przez —1 i dodamy do wiersza czwar-
tego, a nastepnie tak otrzymany wiersz czwarty pomnozymy przez —1 i dodamy do
wiersza trzeciego. W wyniku tych i podobnych przeksztalcen otrzymamy

2 1 1 2 1 1] 2 1 17 [0 0 O
1 -1 -2 1-1-2| 1-1-2| 1—1-2|
Y13 3 4| 7" 3 3 4|21 1|72 1 1|~
4 5 7 _1 2 3_ _1 2 3_ 1 2 3
1-1-2 1-1-2 -
=z |2 1 1|=rmz|2 1 1]|=1z ;_}_ﬂ:
1 2 3] 2 1 1| L
_ 0-1-2 0-1-27_ 0-1]_,
0 1 1| T 0 ol "1 0| T

Wprowadzimy teraz pojecie liniowej zaleznosci wierszy lub kolumn macierzy
A = [aij]

Niech a; = (alj, as;, . . . ,anj) (j =1,2,...,m) oznacza j-ta kolumne macierzy
A= [aij]nxm. Zatem a; interpretujemy jako macierz kolumnows.

nxm’
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5. Macierze i wyznaczniki

DEFINICJA. Kolumny aj,as,...,a; (k < m) nazywamy liniowo zaleznymi wte-
dy i tylko wtedy, gdy istniejg liczby rzeczywiste oy, a, ..., ax takie, ze |a1| + |ag] +
+---+|ow| > 0 oraz

ara; +agag + - +arag =0 (5.11)
gdzie 0 oznacza zerowg macierz kolumnowgq, czyli 0 = (O, 0,..., O)T € R".

Jezeli zalezno$é (5.11) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy oy = ag = -+ =
= ay, = 0, to méwimy, ze kolumny ap, as, ..., ax sa liniowo niezalezne.

W réwnosci (5.11) zapis a;a; oznacza iloczyn liczby «; przez macierz kolum-
nowa a;. Analogiczna definicje mozemy wprowadzi¢ dla wierszy macierzy A. Zatem
bedziemy réwniez méwié o liniowo zaleznych (niezaleznych) wierszach macierzy A.

Przyktad
Wezmy pod uwage macierz

2 4 3
A=|-3114
1 2 3/2

W tym przyktadzie mamy
a;=(2,-3, )7, ay=(4,1,2)", a;=(3,4,3k)".

Chcemy zbadad, czy kolumny a;, as, ag sa liniowo zalezne? Zatem pytamy, czy istnieja
liczby rzeczywiste aq, ag, g takie, ze || + || + |ag| > 0 oraz

2 4 3 0
aija; +asas +azag=a1 |—3 | +as | 1| +az| 4 =10 (512)
1 2 3/ 0

Ostatnia réwno$c¢ jest rownowazna ukladowi réwnan

2000 +4ag + 3a3=0
—3a1+ ag+ 4az=0,
a1 + 20 + 3kaz3 =0

ktéry ma rozwigzanie (al,ag, ag) = (13/14, 1714, 1).
Zatem dla liczb a1 = 13/14, ag = —17/14, ag = 1 sa spelnione warunki: |aq| +
+ |az| + |as| > 0 oraz

ora) + agag + azag =0,

a wiec, zgodnie z definicja, kolumny aj, as, az sa liniowo zalezne.
Sprawdzimy jeszcze, czy kolumny a;, as sa liniowo zalezne. Rownanie

2 4 0
aja; +ogas =ay |—3 | +ag | 1 =10
1 2 0
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5.6. Rzad macierzy

jest réwnowazne uktadowi rownan

201 + 4o =0
—3a1+ as=0.
a1+ 200 =0

Latwo wida¢, ze ten uklad réwnan ma jedyne rozwigzanie (a1, ) = (0,0). To, zgod-
nie z definicja, oznacza, ze kolumny a;, as sg liniowo niezalezne.
Dowodzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 5.14. Macierz A = [aij]nXm jest rzedu r wtedy i tylko wtedy,
gdy maksymalna liczba lintowo niezaleznych kolumn lub wierszy tej macierzy wynosir.

Podamy teraz algorytm wyznaczania rzedu macierzy. W literaturze algorytm

ten nazywa sie metoda eliminacji Gaussa. Niech A = [aij] nxm: €% straty ogolnosci,

mozemy zalozy¢, ze istnieje a;; # 0. W przeciwnym bowiem wypadku rz(A) = 0.
Zmiana (przestawienie) wierszy (kolumn) nie zmienia rzedu macierzy. Zatem, mozemy
zalozy¢, ze a1 # 0.

a:
Dla a1; # 0 pierwszy wiersz macierzy A mnozymy przez Ziy odejmujemy od
ail

i-tego wiersza dla i = 2,3,...,n.
Otrzymamy
ail a2 ... Gim
0 aélz) ag,)l
1z(A) =1z | aly) ..o all |
0 ayy ... all)
gdzie, dla przyktadu, ag,)l = Aom — alm%.
Podobnie jak poprzednio mozemy zalozyé, ze agé) # 0. (Dlaczego?)
Dla aélz) # 0 drugi wiersz ostatniej macierzy mnozymy przez a%i i odejmujemy
od i-tego wiersza dla i = 3,4, ..., n. Otrzymamy 2
ail @12 a13 ... Qim
0 aélz) a%) ag,)l
rz(A) =1z 0 0 o) ... a2 |>

0 0 a%)...a(z)

(1)
gdzie, dla przyktadu, a%) = a:%) — ag?%.

g2
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5. Macierze i wyznaczniki

Algorytm ten mozemy powtarzaé i po skonczonej liczbie krokéw otrzymamy

ailp ai2 a1z ... Qim
1 (1) (1)
0 ayy ass ... as;,

rz(A)=1z| 0 0 oY .. o=V,

0 0
0 .. 0

gdzie ali=v #0dlai=1,2,...,r, agq) =a.

%

Stad widaé, ze rz(A) = r.

Przyktad
Metoda eliminacji Gaussa wyznaczymy rzad macierzy
112 3
2 2 34
A=13300
4400
55 21

W wyniku realizacji kolejnych krokéw algorytmu Gaussa otrzymujemy

11 2 3 1 2 31
0 0-1 -2 0-1 -2 0
rz(A)=rz| 0 0-6 -9 |=rz|0-6 —9 0=
0 0-8-12 0-8-12 0
| 0 0 -8 —14 0-8-14 0
[1 2 31 1 2 31
0-1-20 0-1-20
=rz|0 O 3 0|=rz{0 0 3 0]|=3
0 0 40 0 0 00
00 20 0 0 00

5.7. Macierz odwrotna

5.7.1. Definicja macierzy odwrotnej

WezZzmy pod uwage macierz kwadratowa A = [aij]nxn.

Jezeli |A| # 0, to macierz A nazywamy nieosobliwa, a jezeli |A| = 0, to méwimy,
ze macierz A jest osobliwa.

Dla kazdego elementu a;; (i,j = 1,2,...,n) macierzy A = [as] mozemy

nxn
obliczy¢ dopelnienie algebraiczne A;; = (—1)""7/M;;, gdzie M;; jest minorem, ktéry
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5.7. Macierz odwrotna

powstatl przez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny w macierzy A. Dopelnienie
algebraiczne A;; jest liczbg rzeczywista lub zespolona.

Z dopelnien algebraicznych A;; mozemy utworzy¢ macierz, ktorej te dopetnienia
sa elementami.

Macierz

Ay A . A"

A21 A22 PN AQn

AP =

nazywamy macierzg dotaczona do macierzy A.

Przyktad
Niech
2 3 2i
A= 1 0 3
-2 1437 —1

Dla tej macierzy wyznaczymy macierz dolgczona AP, Mamy:

A = —3(1 +i), Ap = -5, Az =1 + 1,
A21 =1+ 22, A22 =-2 + 42, A23 =-8— 22,
A31 = 9, A32 =—6 + 22, A33 = -3.
Zatem
—3(1 +1) -5 1+i 17 [-3(1+d) 142 9
AP = 142 —2(1-2i) —24+14)| = -5 —2(1—2i) 2(=3+1)].
9 2(=3 +1) 3 14+i —204+1) -3

Podamy teraz definicje macierzy odwrotnej do macierzy kwadratowej A =

= [a”] nxn'
Woezedniej jednak przypomnimy definicje liczby odwrotnej do zadanej liczby
a € R. Liczbe x € R nazywamy liczba odwrotna do a € R jezeli

ar =1 (5.13)
Widaé, ze dla @ = 0 nie istnieje © € R takie, aby spelniona byla réwnoséé (5.13).

Natomiast dla a # 0, z = — =a" L.
a

DEFINICIA. Jezeli istnieje macierz X = [xy] ,, taka, ze

nX
AX =XA =1 (5.14)

gdzie 1 jest macierzq jednostkowq o wymiarach n X n, to mowimy, Ze macierz X

jest macierzqg odwrotng do macierzy A = [aij]nxn. Macierz X spelniajgcg zaleinosci

(5.14) oznaczamy przez A7,
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5. Macierze i wyznaczniki

Warto zwrécié uwage na podobienstwo definicji liczby odwrotnej a~! i macierzy
odwrotnej A~

Przy takiej definicji macierzy A~! powstaja pytania:

— czy dla kazdej macierzy kwadratowej A istnieje macierz odwrotna A =17

— jezeli istnieje macierz odwrotna A~!, to czy jest ona jedyna?

— jak obliczyé macierz A~! w przypadku, gdy dla macierzy A istnieje macierz
odwrotna?

Odpowiedz na te pytania daje nastepujace

TWIERDZENIE 5.15. Macierz kwadratowa A = [aij] ma macierz odwrotng

nxn

A~ wtedy i tylko wtedy, gdy A jest macierzq nieosobliwg (|A| # 0) i wéwczas

1

Al =_——AP (5.15)
Al

Z tego twierdzenia widaé, ze jezeli |A| = 0, to nie istnieje macierz odwrotna

A~'. Natomiast w przypadku gdy det A # 0, to istnieje A™' oraz wzér (5.15) daje
analityczng postaé macierzy odwrotnej. Z zaleznosci (5.15) widaé réwniez, ze dla
det A # 0 istnieje doktadnie jedna macierz odwrotna.

Przyktad
Niech
1 2
A= [3 2 ]
Obliczymy (jezeli istnieje) macierz odwrotna A~
Latwo zauwazy¢, ze |A] = 4 — 6 = —2 # 0, a zatem istnieje A1 W tym

przyktadzie mamy

- [473][471]

Stad i z zaleznoéci (5.15) otrzymamy

1 1 4 —2 —2 1
71—— D:—— =
AT =t 2[—3 1} [3/2 —1/2}'

Latwo sprawdzié, ze
o oaia A 1272 1] (2 1 127 10
- F Y |t e PR Y R P
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5.7. Macierz odwrotna

Przyktad
Wyznaczyé A1 dla macierzy

5 8 1
A=102 1
4 2 -1

Widaé, ze det A = 4, a zatem istnieje A~ W tym przykladzie mamy:

4 4-871" [-410 6

AP=110-9 22| =] 4-9-51,
6 —5 10 —8 22 10

) L[4 10 6 —1 5k 3
A_1 - KA.D - Z 4 —9 —5 - 1 —9/4 —5/4

Al ~8 22 10 2 1y 5
Przyktad
Niech

1 2 3
B=|1-2 0

2 1 15/,

W tym przykladzie det B = 0, a zatem rozpatrywana macierz B jest osobliwa. Stad
i z twierdzenia 5.8 wynika, ze nie istnieje B71.
5.7.2. Wtasnosci macierzy odwrotnej

Podstawowe wlasnosci macierzy odwrotnej daje

TWIERDZENIE 5.16. Jezeli A = [aij]nxn, B = [bij]nxn, oraz det A # 0
i det B # 0, to:

- 1
1) det(A™!) = det(A)’
2) (A1) = A,

3) (AB) ' =B A,

b

DowOD. Stad, ze det A # 01 det B # 0, wynika, ze istnieje A~!, B!, (AB)f1
(ABT) 7"

1
Udowodnimy najpierw, ze det (Afl) = 1 t(A) . W tym celu wezmy pod uwage
e

oczywista rownosé

AAT =1,
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5. Macierze i wyznaczniki

gdzie I macierz jednostkowa o wymiarach n x n.
Stad i z twierdzenia 5.6 otrzymamy:

det(A)det(A™") =detI =1,
1

det(A™!) = det(A)’

Zaleznosé (A_l)f1 = A wynika wprost z definicji macierzy odwrotne;j.
Dla dowodu, ze (AB)_1 =B 'A~! wezmy pod uwage réwnosé
(AB) '(AB) =1

Réwnosé te mnozymy prawostronnie przez B~'A~!. Otrzymamy:
(AB) ' (AB)(B~'A~) = BA™
(AB) 'A(BB~ )A*1 =B 'A7!,

(AB) 'AIA' =B A,
(AB) 'AA"! B—lA—l,
(AB) '=B 'A%

To oznacza, ze trzecia tozsamos¢ w tezie twierdzenia 5.16 jest prawdziwa.

7 wlasnosci (AB)T = BT AT oraz z réwnosci A~'A = I otrzymamy

Ostatnia zalezno$¢ mnozymy lewostronnie przez (AT)_l. Stad:

(AT)TAT(A )T = (AT,
1(A™)" = (A7),
(A7) =(a") ",

To oznacza, ze czwarta tozsamo$é twierdzenia 5.16 jest prawdziwa.

Zadania

1. Obliczy¢ iloczyn macierzy:
2 -1 1 -1 -3 4 21
a){?, 2“1 1}’ b)[z—lH—?) 0]’
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5.7. Macierz odwrotna

31 07][1 1-1 1-11 1-1

)21 1|[21-1], )2 13||-1 1/,

12301 1 41 2 0 2
2 11
e)[;;_l] 3-10 |,
10 2

f) XX, gdzie X = [1 —2 3],

g) ATA, gdzie A=[-1 -1 —2].

. Dla macierzy

2 1
A:[g_”, B=| 3-1
-2 1
obliczy¢:
a) A%
b) A3,
c) BA,
d) ABT.

. Obliczy¢ f(A), gdzie:

a) f(x):x2+2x+3, A:[Q 1},

3 -1
21 1
b) fx)=2*>-3x+2, A=|[31-1
02 1
. Obliczy¢ warto$¢ wyznacznika:
2 4 2 1
D13 Pla-s|
¢) sina  cosa d) 344 2
cosa —sina |’ -3 3—-4
. 1 01
o |0 afbi LoDl 1 0]
011
1 i 1—3
g | —-i 1 0
1472 0 1
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5. Macierze i wyznaczniki

5. Pokazaé, ze:

_y—i—z Z+T xT+yY r Yy z
a) | Bty yt+ta a+B | =2 a B 7|,
| b+c c+a a+bd a b c
(1 a b
b) |1 z b | =(x—a)(z—-0),
|l a =
(1 a o
) |1 b b | =(0b-a)c—a)c—Db).
1 ¢ ¢

6. Obliczy¢ warto$¢ wyznacznika:

5111 45000
U311 14500
a) , b)|0 1 4 5 0|,
1131
L 113 00145
00014
5 00 0 122...2
610 0 2 22...2
| 53 o D][223..2
8 2 1-5 Sy

7. Dla macierzy

1221

010 2
A= 2 001

0011
obliczy¢:

a) minory: M11, Mgl, Mgg, M44,

b) dopelnienia algebraiczne: Ajs, Aga, Asa, Ass.
8. Stosujac twierdzenie Laplace’a o rozwinigciu wyznacznika obliczy¢:

a) det

a b
, b)det{cd].

— O =N
= O N =
DN = O
= w o O
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5.7. Macierz odwrotna

10.

11.

13.

gdzie \ jest parametrem.

Dla macierzy
Ao [3 2 1 2]

4 11 3
obliczy¢ det (AAT).

Wyznaczy¢ rzad nastepujacych macierzy:

2-3 10 2 -1 3-2 4
a) |0 120/, by |4-25 1 7],
1 3-1 4 1 211 8 2
(20 2 0 2 (2 0 1
01010 311
lo 1021 Dy o
(01010 51 3

§41(1)Z11 LoA-1 2

a) , by |2-1 X5
Lrir 3 110 -6 1
2 2 4 3

Poda¢ przyklad macierzy A dla ktérej:
a) rzad A =2,
b) rzad A =3.
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5. Macierze i wyznaczniki

14. Tle istnieje wyznacznikéw 3. stopnia z macierzy A o wymiarach 4 x 5.

15. Obliczy¢, jezeli istnieje, macierz odwrotna dla macierzy A:

va-id]
2 2 3
HA=| 1-1 0],
-1 2 -1

16.

2 4
13

o [11]x-|

11
b) X |2 -1
11

92

4 —6
2 1

b) A =

e) A=

Wyznaczyé¢ macierz X taka, ze:

|

1-13
4 3 2
1 -2 4

)

N = Wk 8 R

< @

—_ =N

W oo

Wk O O

c) A

o O =

O NN

W = W



Rozpziatr 6.

Uktady réwnan liniowych

6.1. Definicje i oznaczenia

Wiele zagadnien technicznych wymaga rozwiazywania ukltadéw réwnan linio-
wych. Przykltadem moze by¢ uklad réwnan

r+2y=3
{Bx—i- y=1 (6.1)
lub
2c — y+3z= 2
{53: +2y —2z=-1 (6.2)

W ukladzie réwnan (6.1) mamy dwa réwnania i dwie niewiadome, a w (6.2) sa dwa
rownania i trzy niewiadome: z, y, z.

Wezmy pod uwage ogdlna posta¢ uktadu réwnan liniowych

a1121 + a1222 + -+ Ay, =b1
a21%1 + A22%2 + -+ A1pTn = bo 63)

Am1%1 + m2T2 + - + AmnTp = bm

gdzie: a;; (¢ = 1,2,....m; j = 1,2,...,n), b; (i = 1,2,...,m) sa zadane,

a T1,T2,...,T, traktujemy jako niewiadome. Liczby a;; (i = 1,2,...,m; j = 1,
2,...,n) nazywamy wspoélczynnikami przy niewiadomych, lub krétko — wspél-
czynnikami ukladu réwnan (6.3). Natomiast b; (¢ = 1,2,...,m) nazywamy wy-

razami wolnymi lub prawymi stronami rozpatrywanego ukladu réwnan. W ogdél-
nym przypadku a;;, b; sa liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi. Kazdy ciag liczb
29,29, ..., 2%, ktéry spelnia réwnania (6.3) nazywamy rozwiazaniem rozpatrywanego
uktadu réwnan.

Jezeli by = by = -+ = by, = 0, to méwimy, ze (6.3) jest ukladem réwnan
liniowych jednorodnych. Jezeli istnieje b; # 0, to uktad réwnan nazywamy niejedno-
rodnym.

W ukladzie réwnan (6.3) mamy n niewiadomych x1,xa,...,%,, oraz m réw-
nan. Liczba niewiadomych nie musi by¢ réwna liczbie réwnan. Bedziemy rozpatrywaé
przypadki gdy m =n lub m #n (m < n lub m > n).
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6. Uktady réwnan liniowych

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

[a11 a1z ... aip b 1
A |02 022 - 0 , b ba 7 .o |2 7
LAm1 Am2 - .. Omn bm Tn
[a11 a2 . a1, b1
B— a1 a2 . a1, b2
Am1l Am2 - Amn, bm
Macierz A = [aij]an’ nazywamy macierza wspoétczynnikéw uktadu réw-

nan (6.3), a b macierza prawych stron lub macierza wyrazéw wolnych, natomiast
x — macierza niewiadomych. Macierz B nazywamy macierza uzupelniona ukladu
réwnan (6.3). Widaé, ze macierz uzupelniona powstaje z macierzy wspélczynnikow
przez dopisanie n + 1 kolumny — macierzy prawych stron.

Przy tych oznaczeniach uklad (6.3) mozemy zapisa¢ w postaci

Ax=Db (6.4)
Méwimy, ze (6.4) jest macierzowym zapisem ukladu réwnan (6.3).

Przyktad
Uklad réwnan

Sr1 — 2x9 +4x3=—-2
2x1 + 319 == i

mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

Ax = Db,
gdzie
- xl
5-2 4 -2
A__Q 30}’ b_[J’ =t

a macierz uzupetniona ma postaé

[ 5 —2 4—2]

B=12 30 1

Ze wzgledu na zastosowania interesuje nas rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych.
Rozwiaza¢ uktad réwnan, to znaczy:

— stwierdzi¢, czy dany uklad réwnan ma rozwiazanie,

— stwierdzié, czy istnieje doktadnie jedno rozwiazanie,

— wyznaczy¢ rozwiazanie (rozwiazania) w przypadku, gdy rozwiazanie (rozwiaza-
nia) istnieja.
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6.2. Twierdzenie Cramera

Przyktady
Widaé, ze uktad réwnan

T+ To =2
1+ 19 =3

nie ma rozwiazan (dlaczego?).
Natomiast uklad réwnan

xr1 — QZ‘Q =1
201 +3x2 = 2
-1+ 210 = —1

ma dokladnie jedno rozwigzanie: (z1,22) = (1,0).
Uktad réwnan
x1 —To +2x3= 1
Ty +x0 — x3=-2"

ma nieskoficzenie wiele rozwigzan: (w1,z2,23) = (=1t + 1), 3k(t — 1),t), gdzie t
oznacza dowolng liczbe rzeczywista.

6.2. Twierdzenie Cramera

Zajmiemy sie teraz uktadem réwnan liniowych, w przypadku szczegdlnym, gdy
liczba niewiadomych jest réwna liczbie réwnan. Bedziemy zatem rozwazaé uktad
réwnan

a1121 + a1222 + - -+ a1p2Tn = by
a21%1 + a2 + -+ + A1pTy = b

................................. (6.5)
121 + an2®a + - - + ATy = by,
lub w zapisie macierzowym
Ax=Db (6.6)
gdzie:
A = ai],, 00
b= [b1,ba,...,ba] ",
x = [@1, 29, ., 20]"

Wezmy pod uwage nastepujace wyznaczniki

ail @12 ... ay-1) b1 @iy --- Qin
_|a21 age ... azi-1) b2 az@it1) ... a2

W, =
An1 An2 QAn(3—1) bn A (i+41) Ann

dla:=1,2,...,n.

95



6. Uktady réwnan liniowych

Widaé, ze W; jest wyznacznikiem z macierzy, ktéra powstaje przez zastgpienie
i-tej kolumny w macierzy A kolumng prawych stron ukladu (6.6).

Dowodzi sie nastepujace

TWIERDZENIE (CRAMERA). Jezeli |A| = det(A) # 0, to uklad réwnari (6.5)
ma dokladnie jedno rozwigzanie i rozwigzanie to dane jest wzorami Cramera

W;
A
dlai=1,2,...,n.
Przyktad
WezZmy pod uwage uklad réwnan
1+ 319 — 223 = 2
201 + 40+ x3= 1 (68)
—x1 4+ 229 — x3=-3
Dla tego uktadu réwnan:
1 3 -2
|A| = det(A) =| 2 4 1]|=-19,
-1 2 -1
2 3 -2 1 2-2 13 2
Wi=| 14 1|=-46, We=| 2 1 1 |=14, Ws=| 2 4 1 |=1T.
-3 2 -1 -1 -3 -1 -1 2 -3

Stad i z wzordéw Cramera otrzymujemy jedyne rozwiazanie ukladu réwnan (6.8)

46 14 17
= — Tog = —— T3 = ——.
T Ty AT
Uklad réwnan (6.5), w przypadku gdy |A| # 0, nazywamy ukladem cramerowskim.
Zajmiemy sie teraz ukladem réwnan liniowych jednorodnych, czyli uktadem
réwnan

Ax=0 (6.9)
gdzie:
A= [aij]nxn’
T
X = [xlvx%"'vxn] ’

0=1[0,0,...,0]" € R".

Widaé, ze 1 = 22 = -+ - = x,, = 0 jest rozwiazaniem réwnania (6.9); méwimy, ze jest
to rozwiazanie zerowe. Z twierdzenia Cramera wynika nastepujacy
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6.3. Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

WNIOSEK. Jezeli |A| # 0, to uklad réwnan (6.9) ma tylko rozwiazanie zerowe
Ty =x9 =" =2y, =0.

Powstaje pytanie: przy jakich warunkach uklad réwnan (6.9) ma, oprécz roz-
wigzania zerowego, rozwiazanie niezerowe?
Odpowiedz na to pytanie daje nastepujace

TWIERDZENIE 6.1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby uklad réwnan
lintowych (6.9) mial rozwigzanie niezerowe jest, aby |A| = 0.

Przyktad
Rozwigzaé uklad réwnan

—5x1 4+ 229 + 323 =0
Tx1+ 2x0 — 323 =0 (610)
T + 229 =0

Dla tego uktadu réwnan

-5 2 3
Al=| 7 2-3|=0.
120

Zatem uktad réwnan, oprécz rozwiazania zerowego x = (0,0,0), ma réwniez rozwia-
zanie niezerowe x # (0,0, 0).

Latwo sprawdzi¢, ze x = (x1,22,x3) = (¢, —1/2t,2t), gdzie ¢ jest dowolna licz-
ba rzeczywista rézna od zera, jest niezerowym rozwiazaniem rozpatrywanego ukladu
roéwnan.

6.3. Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Zajmiemy sie teraz ukladem réwnan (6.3) w przypadku ogblnym, bez zalozenia,
ze liczba niewiadomych jest réwna liczbie rownan. Zatem bedziemy rozpatrywac uktad
réwnan

Ax=b (6.11)
gdzie:
A=layl,, ..
b= [b1,b, .. bm]
X = [xl,xg,...,xn]T.
Natomiast
ai; az ain b
B |02 o2 ain bz
Aml Gm2 - -« Qmn bm

jest macierza uzupelniona ukladu réwnan (6.11).
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6. Uktady réwnan liniowych

Dowodyzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE (KRONECKERA-CAPELLIEGO). Uklad réwnan (6.11) ma rozwig-
zanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy rzqd macierzy A jest rowny rzedowi macierzy uzupet-
nionej B (rz A =rzB). Przy czym, ukiad réwnari (6.11) ma:

1) dokladnie jedno rozwigzanie, gdy rz (A) = rz(B) =n, gdzie n — liczba niewia-

domych,
2) nieskoniczenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r parametréw, gdy rz(A) =
= rz(B) =r<n.

Powyzsze twierdzenie daje nam precyzyjna informacje:

— kiedy uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwigzanie: rz(A) = rz(B) =n,
— kiedy ukltad réwnan ma nieskoficzenie wiele rozwiazan: rz(A) = rz(B) <n,
— kiedy uktad réownan nie ma rozwigzan: rz (A) # 17 (B)

Pytanie do Czytelnika: co mozemy powiedzie¢ o rozwiazaniu uktadu réwnan
(6.11) w przypadku gdy rz (A) =1z (B) >n?

Twierdzenie Kroneckera-Capelliego nie podaje metody wyznaczania rozwiaza-
nia ukladu réwnan (6.11). Metoda taka wynika jednak z dowodu omawianego twier-
dzenia.

Przedstawimy teraz algorytm rozwiazywania ukladu réwnan (6.11).

1. Wyznaczamy rzad macierzy wspolczynnikow (A) oraz rzad macierzy uzupel-
nionej (B) Jezeli rz(A) # 17 (B), to omawiany uklad réwnan nie ma rozwiazan.

2. Jezeli rz(A) = rz(B) = n, to, po ewentualnym przestawieniu lub pominieciu
réwnan w (6.11), bierzemy pod uwage uklad réwnan

(1171 + a12T2 + - + A1 Ty =

(2171 + A22%2 + -+ + A1 Ty = (6.12)

n1T1 + Ap2T2 + - + App Ty = bn

nx

gdaie: A = [ay;], ., i |A| £ 0.
Uktad réwnan (6.12) rozwiazujemy jako uklad cramerowski i tak uzyskane roz-

wiazanie jest rozwiazaniem uktadu réwnan (6.11).
3. Jezeli rz(A) = rz(B) = r < n, to, po ewentualnym przestawieniu lub opuszcze-
niu réwnan i niewiadomych, bierzemy pod uwage ukltad réwnan postaci
a11@1 + @radis + -+ A1pdy = by — (@1(r41)Trg1 + -+ A1ndin)
G911 + dga®o + - -+ + Qiny = by — (An(ry1)Try1 + - + d2ndn) (6.13)

ar1%1 + Qrao + -+ + Qppdy = by — (ar(r—&-l)*%TJrl +---+ drn‘%n)

gdzie: A = [d,j]

rXT

i’A’;«AO.
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6.3. Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Nalezy zwréci¢ uwage, ze w wyniku przestawien rownan i niewiadomych, np.
a12 w (6.13) nie musi by¢ réwne aq2 z (6.11), podobnie Zo w (6.13) nie musi oznaczaé
to samo, co o w (6.11).

W ukladzie (6.13) Z1,Z2,...,%, traktujemy jako niewiadome, a za T,y1,
Ty42,...,Ty przyjmujemy dowolne wartosci — traktujemy je jako zadane para-
metry. Wowczas uklad réwnan (6.13) jest ukladem cramerowskim dla dowolnych
Zr41, Trt2, ..., Ipn. Rozwiazanie ukladu réwnan (6.13), tacznie z przyjetymi parame-
trami za Zyq1, Trg2, .- -, Tn, stanowl rozwigzanie ukladu réwnan (6.11).

Przyktad
WezZmy pod uwage uklad réwnan
T+ T9—3r3=
2r1 + x0 — 213 =

-1
1
T1+ o+ x3= 3
Ty + 2z —3x3= 1

(6.14)

W tym przykladzie macierz wspélczynnikéw ma postaé

— =N
[ S S
W N W

Natomiast macierz uzupelniona

-1

1
— =N
[ S S
[
W = N W
[ JUR S

Widaé, ze rz (A) < 3, oprocz tego po skresleniu pierwszego wiersza w macierzy A
otrzymamy wyznacznik

2 1 -2
11 1|=-8+#0,
1 2-3

czyli rz (A) =3.
Natomiast rz (B) < 4. Obliczamy wyznacznik z macierzy uzupetnionej

IB| = =44 #0.

— =N
[N S S
|
W~ N W
e

Zatem rz (B) =4, czyli rz (A) # 17 (B) Stad i z twierdzenia Kroneckera-Capelliego
wynika, ze uklad réwnan (6.14) nie ma rozwiazan — jest sprzeczny.
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6. Uktady réwnan liniowych

Przyktad

Rozwiazaé¢ uklad rownan

1+ To+ x3+2x4=-5

A
1 + 329

—2x3+ 14=-—2

—31'4: 1

o+ 33+ T4=-3

Macierz wspétczynnikéw ma postac

gdyz

(11 1 2
1 0-2 1
A= 13 0-31|°
|01 3 1
a macierz uzupetniona
11 1 2-5
1 0-2 1-2
B= 13 0-3 1
|01 3 1-3
Widaé, ze rz(A) <4, rz(B) < 4, oraz
[1 1 1 2 01 3 1 0
1 0-2 1 1 0-2 1 1
w(A) =y g 3| T s 03| T
|01 3 1 01 3 1 0
[1 0-2 1 1 0-2 1 1
=rz|13 0-3|=rz|]03 2—-4|=rz|0
|01 3 1 01 3 1 0
1-1-2
0 2 | = 21 # 0. Podobnie stwierdzamy, ze rz(B) =3.
0 0 3

W macierzy A minor

—=w o O

[N B

w o NN o

(6.15)

Zatem, w rozpatrywanym uktadzie réwnan liniowych rz(A) =17 (B) =3,n=4,
a to oznacza, ze uklad réwnan (6.15) ma rozwiazanie zalezne od jednego parametru.

1 0-2
Mu=|13 0|=7+#0.
01 3

Bierzemy pod uwage drugie, trzecie i czwarte réwnanie ukladu (6.15) i w tych réw-
naniach x1, xo, x3 traktujemy jako niewiadome, natomiast x4 traktujemy jako zadany
parametr. Otrzymamy
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6.4. Praktyczne metody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych

Ten uklad réwnan jest ukladem cramerowskim, a rozwiazanie, po przyjeciu x4 = t,
ma, postac

x1 =3t — 38);
To= 2t + 15/
3= —t — 12/’
Ty = t

dla dowolnego t € R.

6.4. Praktyczne metody rozwigzywania
ukfadu réwnan liniowych

W praktyce czesto wystepuje potrzeba rozwiazywania uktadu réwnan liniowych
o duzej liczbie niewiadomych, np. liczba réwnan i niewiadomych jest wieksza od stu.
W takich przypadkach wzory Cramera sg nieprzydatne. Opiszemy teraz uzyteczne
w praktyce metody rozwiazywania uktadéw rownan liniowych, ktére stuza réwniez do
wyznaczania macierzy odwrotnej oraz obliczania wartosci wyznacznika.

WezZmy pod uwage uklad réwnan

a1171 + a12%2 + -+ a1pTn = by
a21%1 + A22%2 + -+ A1pTn = bo

................................... (6.16)
11 + AmaZ2 + -+ + Amn®n = by
lub w postaci macierzowej
Ax=Db (6.17)
gdzie:
A = [ai]
b= [b1,b2, .. bm]
x = [@1, 29, 2n]"

Podamy teraz opis metody eliminacji Gaussa, shuzacej do rozwigzywania uktadu
réwnan (6.16).

Zal6zmy, ze a1 # 0. Gdyby a11 = 0, to mozemy tak zmieni¢ numeracje zmien-
nych, aby w pierwszym rownaniu wspélczynnik przy niewiadomej z1 byl rézny od
zera.

Natomiast jezeli a1y = 0 (K = 1,2,...,n) 1 by = 0, to skreSlamy pierwsze
réwnanie jako nieistotne. W przypadku, gdy a1, =0 (k =1,2,...,n) i by # 0 uklad
rownan nie ma rozwiazan — jest sprzeczny.

Pierwsze rownanie ukladu réwnan (6.16) mnozymy przez ZA i odejmujemy od

11

i-tego réwnania (i = 2,3,...,m). W ten sposéb otrzymamy pierwszy uklad zredu-
kowany
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6. Uktady réwnan liniowych

a1171 + a12%2 + -+ A1pTn = by

s bt o =)

aDzo+ - + allz, = bV (6.18)
alhws + -+ all) = b
gdzie:
a§;>=aij—ai1a1j (i=2,3,....,m; j=2,3,...,n),
aiil
bV = b; — Ly, (i=2,3,...,m).
a1

Z tych samych wzgledéw co poprzednio mozemy zalozy¢, ze w ukladzie réwnan (6.18)

1)
aglz) # 0. Nastepnie drugie réwnanie w uktadzie réwnan (6.18) mnozymy przez aﬁ)
G332
i odejmujemy od i-tego réwnania (i = 3,4,...,m).
Ta operacja daje drugi uktad zredukowany postaci
a11®1 + a2 + 1373 + -+ ATy = b1
aélz)xg + aé?xg 4+ 4 agl)xn = bél)
aé?l'g 4+ 4 a:()i)xn = bgf) (6.19)
ag%xg +-+aP oz, =b2
gdzie:
2 1 ai 1 . .
agj) = agj) — (?)agj) (1=3,4,....,m; j=3,4,...,n),
o)
(2) 1) a%) (1) -
b,” =b;" — 21)b2 (1=3,4,...,m).
A2

Taki sposéb postepowania mozemy kontynuowac¢ dalej. Jako ostateczny wynik otrzy-
mamy uktad zredukowany postaci

a1121 + @122+ 133+ ... ... + A1nTn = b1
aélz)xg + a%)xg + o + agl)xn = bél)
a:%)xg + o + aéi)xn = b:(f) (6.20)

gdzie: aq # 0, aélz) £0,...,ar"Y #0.
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6.4. Praktyczne metody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych

Taki algorytm obliczen, prowadzacy od ukladu réwnan (6.16) do (6.20), nazy-
wamy metoda eliminacji Gaussa. Uktad réwnan (6.20) jest juz latwy do rozwiazania.
Za niewiadome x,11, Zyy2, ..., T, Prayjmujemy dowolne wartosci — jako parametry.
Nastepnie z ostatniego réwnania ukltadu (6.20) obliczamy x,.. Majac dane z, z latwo-
$cig mozemy obliczy¢ x,._1 z przedostatniego rownania. Z nastepnych réwnan, liczac
od dotu, mozemy obliczy¢ x,_s, ..., x1.

Przyktad

Uklad réwnan

3r1 —2x0 +4x3= 2
41+ x9 — 33 =-—1 (6.21)
1+ 32+ 2x3= 3

rozwiaza¢ metodg eliminacji Gaussa.

Pierwsze z tych réwnan mnozymy przez 4/3 i odejmujemy od réwnania drugiego,
a nastepnie pierwsze mnozymy przez !/3 i odejmujemy od trzeciego réwnania. W ten
spos6b otrzymamy pierwszy uktad zredukowany

3r1 — 2x9 + 4z = 2
Vg zy — 25/5 05 = —11/3 (6.22)
Whary + 2x3=7f

Drugie réwnanie z (6.22) odejmujemy od réwnania trzeciego. Ta operacja daje drugi
uktad zredukowany postaci

3r1 — 2x9 + 4oy = 2
Wy gy — 25/5 g = —11/s (6.23)
27/3x3 = 6

Z trzeciego réwnania ukladu réwnan (6.23) mamy z3 = 2/3. Stad i z drugiego réwnania
otrzymamy xo = 17/33. Z pierwszego roéwnania, na podstawie obliczonych juz xs, x3,
otrzymamy z1 = 4/33.

Przyktad
Rozwiazaé¢ uklad réwnan
T — 20 +3x3— x4=1
2x1 + 9522 +3x3 — S5x4=0 (6.24)

3r1 + dxo + 6x3 — 1024 = 2

Stosujac metode eliminacji Gaussa otrzymujemy najpierw pierwszy uktad zreduko-
wany

T, — 29+ 3x3— 4= 1

9$2 - 3$3 — 3$4 =-2 s
11162 - 31’3 - 71’4 =-1
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6. Uktady réwnan liniowych

a nastepnie drugi uktad zredukowany

T, —2T9 + 33— 14 1
9$2 — 3$3 — 3$4 = -2 (625)
223 — 1024 = 13/

Przyjmujemy x4 = t — parametr. Z ostatniego réwnania (6.25) otrzymamy x3 =
= bt + 13/s. Stad i z réwnania drugiego a nastepnie pierwszego mamy:

To = 2t + 1/2, x1 = —10t — 9/2.

Ostatecznie mozemy napisaé, ze uklad réwnan (6.24) ma rozwiagzanie

x1 =—10t — 9/2
To=2t+ 1)

xr3 =5t + 13/6 ’
Ty =t

dla dowolnego t € R.

Przy obliczeniach na maszynie cyfrowej kazda liczba jest pamietana tylko z okre-
Slong iloscia cyfr dziesigtnych. Np. liczba 1/3 bedzie zapamietana jako 0.3333333. Za-
tem do dalszych obliczen nie bedzie brana warto$é 1/3, ale 0.3333333. W zwiazku z tym
na kazdym etapie obliczen powstaje pewien blad zaokraglenia, w wyniku pamietania
tylko skoniczonej liczby cyfr dziesietnych.

Bledéw zaokraglen nie mozna lekcewazyé. Mimo stosowania najnowoczesniej-
szych komputeréw, bledy zaokraglen moga spowodowaé, ze wyniki obliczen nadaja
sie tylko do kosza.

Jako ilustracje tego faktu wezmy pod uwage uktad rownan

2x1 4+ 622 =8

{ 221 + 6.000001z2 = 8.000001 (6.26)

Widaé, ze rozwiazaniem tego uktadu rownan sg liczby: 1 = 1, x5 = 1.

Zobaczmy teraz co sie bedzie dzialo z rozwiazaniem tego uktadu réwnan, gdy
jego wspdlezynniki ,nieco zaburzymy”. Mianowicie, rozpatrzmy nastepujacy uktad
réwnan

271 + 5.99999925 = 8.000002 (6.27)

{ 2x1 4+ 622 =8
To ,zaburzenie” moze by¢ efektem bledéw zaokraglen, przy obliczaniu samych wspél-
czynnikéw. Uklad réwnan (6.27), o ,zaburzonych wspdlczynnikach”, ma rozwiazanie:
r1 = 64, xo = —20. Widaé, ze stosunkowo nieduza zmiana wspotczynnikéw uktadu
réwnan spowodowala radykalna zmiane rozwiazania. Takie sa skutki btedéw zaokra-
glen przy obliczeniach na komputerze.
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6.4. Praktyczne metody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych

Przy stosowaniu wyzej opisanej metody eliminacji Gaussa jestesmy ,narazeni”
na bledy zaokraglen. Jezeli wartos¢ bezwzgledna wspélczynnika ag_l) jest mata w po-

. . . . . . (-1 . . . . i—1
réwnaniu z innymi wspolczynnikami a,(;i ) (k > i), to na etapie dzielenia przez agz )

moga powstaé¢ duze bledy zaokraglen. Aby tego uniknaé, stosuje sie metode wyboru

elementéw podstawowych. Polega to na tym, ze w i-tym kroku obliczen wybieramy
(i=1) TS L R, . e

element a;; o najwickszej wartosci bezwzglednej i rownania przestawiamy tak, aby

. . (i-1)

dzielenie bylo wykonywane przez a;; .

Rozpatrzmy teraz uktad réwnan postaci

AX =B (6.28)
gdzie:

A= [aij]nxn’

B = [bij]nxm’

X = [l‘ij]nxm'

Jest to uklad réwnan postaci (6.17) z tym, ze prawa strona tego ukladu réwnan oraz
macierz X maja wymiar n x m. Dla pierwszej kolumny macierzy B uklad rownan
(6.28) ma postaé (6.17), a rozwiazaniem jest pierwsza kolumna macierzy X. Dla dru-
giej kolumny macierzy B rozwiazaniem jest druga kolumna macierzy X, itd. W ten
spos6b rozpatrujemy m ukladéw réwnan postaci (6.17) o wspdlnej macierzy wspo6l-
czynnikow A.

Do ukladu réwnan (6.28) mozemy stosowaé metode eliminacji Gaussa i operacje
na elementach macierzy A wykonujemy tylko jeden raz, mimo tego, ze rozwiazujemy
jednoczesnie m uktadéw réwnan postaci (6.17). W ten sposdéb znaczaco skracamy czas
obliczen.

WeZmy pod uwage szczegélny przypadek ukladu réwnan (6.28), gdy macierz
B =1, gdzie I macierz jednostkowa o wymiarach n x n. Zakladamy, ze det A # 0.
W tym przypadku rozwiazaniem ukladu réwnan (6.28) jest macierz kwadratowa X
o wymiarach n x n, taka, ze

AX =1

To za$ oznacza, ze X = A™!, czyli X jest macierza odwrotng do macierzy A.
W ten sposéb, stosujac metode eliminacji Gaussa, mozemy wyznaczy¢ macierz od-
wrotng AL,

Pokazemy jeszcze zastosowanie metody eliminacji Gaussa do obliczania wartosci
wyznacznika.

Chcemy obliczy¢

ai;p ai2 ... Qip

azy a2 ... agn
det A =

anl1 Gn2 Qnn
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Podobnie jak przy rozwiazywaniu ukladu réwnan mozemy zatozy¢é, ze a1 # 0.
Bowiem, gdyby a1; =0 (j =1,2,...,n), to det A = 0. Natomiast jezeli a1 = 0 oraz
istnieje ayy # 0, to przestawienie pierwszej kolumny z k-ta kolumna zmieni tylko znak
wyznacznika. Zatem zalozenie a1; # 0 jest uzasadnione.

. . . . a;1 . o . .
Pierwszy wiersz macierzy A mnozymy przez — i odejmujemy od wiersza i-tego
aii

(i=2,3,...,n). Otrzymamy

ailp a2 ... Qin

0 ol . o)

det A=|o aglz) ...agln) .

0 asz) oal)

(1)
Qa:
Nastepnie drugi wiersz mnozymy przez g), przy zalozeniu aélz) # 0, i odejmujemy
(a2
od i-tego wiersza (i = 3,4, ..., n). Otrzymamy

ail a12 Aai3z ... Qin

) (1 1
0 aéz) aé?)) aén)

detA=10 0 o ... o

0 0 o ... a?

Kontynuujac te procedure otrzymamy

a11 aiz2 Aaiz ... ain
1 1 1
0 aéQ) aé?)) aén)
detA=\|0 0 o ... |
0 0 ...... aln=1)

gdzie agf) obliczamy wedlug takiego samego algorytmu, jak przy rozwiazywaniu ukta-
du réwnan metoda eliminacji Gaussa.

Z ostatniej zaleznosci mamy

det A = auaél;a%) ceali,

gdyz jest to wyznacznik z macierzy tréjkatnej gérnej.
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Przyktad

Wyznacznik
3 7 2
5-2 1
4 0 2

obliczymy metoda eliminacji Gaussa.

Mamy

3 7 2 3 7 2
41 38

0 —4f3 =T/ |=|0—413 —7/3|=3 (—?> i —38.
0 —28/3 —2/3 0 0 38y

Rozwazmy jeszcze raz uklad réwnan liniowych zapisany w postaci macierzowej

Ax=b (6.29)
gdzie:

A= [aij]nxn’

b= [bij]nxl’

X = [xij]nxl.
Zatem jest to uklad m réwnan o n niewiadomych. Zalézmy, ze det (A) # 0. Stad
wynika, ze istnieje macierz odwrotna A~
Réwnanie (6.29) mnozymy z lewej strony przez A~!. Otrzymamy:
A7 'Ax = A" 'b,
Ix = A 'b,
x=A""'b.

W ten sposéb mamy prosty zapis rozwiazania ukladu réwnan (6.29). Praktyczna
uzytecznosé zaleznoéci x = A~'b zalezy od mozliwoéci obliczenia A ™!,

Zadania

1. Stosujac wzory Cramera rozwiaza¢ uktad rownan:
T4y +2z2=-1
a) ¢ 2r —y +2z2=-3,
dr +y +4z2=-2

201 +2x2 + x3=4

b) 3x1 +3x2 + z3=1,
2x1 + x2 +3x3=05
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108

. {Sx —2y=-—1

3y —2r— 2°
2x9 +3x3 =2
d) 3r1 +2x3=5.
41’2 —25[;1:2

. Ukltady réwnan z zadania 1 zapisa¢ w postaci macierzowe;j.

. Rozwiazaé¢ uktad réwnan:

T1 —2x9 +x3 + 4= 1
a) 1 —2x9 +x3 — w4 =-—1,
T —2T9 +x3 +05r4= 5

T, + 9 —3rxz3=-—1
b) 201 + a0 —223= 1
1 +2x9 —3z3= 1"
r1 + 9 + 3= 3

Ax1 + a2 + xz3=1
C) r1 +Are + r3=A
r1 + T2 —|—)\$3=)\2

, gdzie A jest parametrem.

. Parametr « dobraé tak, aby uktad rownan

201 — a2 + 3+ w4=1
1 +2x9 — x3 + 4dxy=2
Ty + Txes —4dxs +1llzy =«

mial rozwiazanie.

Dla jakich @ € R uklad réwnan
ar —3y + bHz=4
T —ay + 3z2=2
9 — 7y +8az =0
a) ma doktadnie jedno rozwiazanie,

b) ma nieskonczenie wiele rozwiazan,
¢) nie ma rozwiazan.

Dla jakich a,b € R uklad réwnan

ary +4xy + xz3=0
2x1 +3x3 — 1=0
3$1 —b$3=2

nie ma rozwiazan.



6.4. Praktyczne metody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych

7. Metoda eliminacji Gaussa rozwiaza¢ uktad rownan:

r1 + 2z + 423 =31
a) 51 + X2 +2x3=29,
3r1 — a2 + x3=10

4$2— l‘3:5
b) 1 + o +2x3=06,
201 +2x0 — x3=1

T1 — 209 +x3 + 4= 1
c) 1 — 2Ty +T3 — xT4=-—1.

207 —2x2 +x3 + 014 = 2

8. Metoda eliminacji Gaussa obliczy¢ wyznacznik:

3111 11 11
1311 12 34
Al 131 Pl 3 56
1113 1 4-21
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Rozpziar 7.

Geometria analityczna

7.1. Geneza geometrii analitycznej

Nazwa geometria pochodzi z jezyka greckiego: geo — ziemia, metreo — mierze.
Geometria, jako dzial matematyki, powstal w starozytnym Egipcie. Swoje powstanie
i rozwéj zawdziecza budownictwu a szczegdlnie miernictwu. Natomiast Grecy nada-
li geometrii charakter nauki dedukcyjnej. Uczynil to Euklides (okolo 300 r.p.n.e.)
w swoim dziele pt. FElementy.

W szkole sredniej, w ramach geometrii elementarnej, bada sie wlasnosci réznych
figur geometrycznych.

Geometrig analityczna stworzyl René Descartes (1596-1650), ktéry czesto na-
zywany jest Kartezjuszem. Byl on matematykiem i filozofem francuskim.

Kartezjusz wprowadzit pojecie wspolrzednych prostokatnych na plaszczyznie,
a obiekty geometryczne opisywal rownaniami — zaleznoSciami miedzy wspolrzedny-
mi. Jako pierwszy stosowal metode analityczna do badania obiektéw geometrycznych.
Punkt na ptaszczyznie traktowal jako uporzadkowana pare liczb (x,y), a linie jako
zbiér uporzadkowanych par spelniajacych pewne réwnania. W ten sposéb obiekty
geometryczne mozna badaé przy uzyciu algebry, metodami analitycznymi.

7.2. Wektory, katy i wspotrzedne

7.2.1. Wektory

W naukach technicznych, w fizyce, niektére wielko$ci mozna scharakteryzowaé
jedna liczba rzeczywista, przy ustalonej jednostce. O takiej wielko$ci moéwimy, ze
jest skalarem. Np. dlugo$é boku prostokata jest w peini zdeterminowana przez jedna
liczbe.

Jednak do pelnego opisu otaczajacej nas rzeczywistosci nie wystarcza same ska-
lary. Np. nie wystarczy powiedzieé, ze predkosé wiatru wynosi 7 [m/s], musimy jeszcze
wskazaé kierunek tego wiatru. Sila jest opisana przez wielko$¢ tej sity, zwrot, kierunek
i punkt zaczepienia. Méwimy, ze predko$c i sita sa wektorami.

Podstawowe informacje o wektorach znaja Czytelnicy ze szkoly Sredniej. Przy-
pomnimy je krétko.

WeZmy pod uwage punkty A i B. Pare uporzadkowana punktéow (A, B), gdzie
A traktujemy jako punkt poczatkowy a B koncowy, nazywamy wektorem i oznacza-
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7. Geometria analityczna

my AB. Wektor mozemy interpretowaé jako odcinek skierowany o poczatku A i koncu
B (rys. 7.1).

Wektory bedziemy tez oznacza¢ malymi, pogrubionymi literami, np. a. Jezeli
wektor jest para (A, A) — punkt poczatkowy pokrywa si¢ z punktem koncowym, to
moéwimy, ze jest to wektor zerowy. Wektor zerowy bedziemy oznaczaé przez 0. Zatem
odcinek skierowany o poczatku B i koficu A jest wektorem BA. Warto zwrécié uwage,
ze odcinki AB i BA niczym sie nie réznia, podczas gdy wektory AB i BA, to dwa
rozne wektory.

o B
AB

A

Rys. 7.1. Interpretacja geometryczna wektora

Dhugoscia lub modulem wektora AB nazywamy dtugoéé odcinka AB i oznacza-
my przez ’E| Dlugosé wektora a oznaczamy przez |a|.

Jezeli punkty A i B sa rézne, to przez te punkty przechodzi doktadnie jedna
prosta. Kierunek wektora AB utozsamiamy z kierunkiem prostej przechodzacej przez
punkty A i B. Zatem wektory AB i BA maja ten sam kierunek, lecz sa przeciwnie
skierowane — maja przeciwny zwrot. Przyjmujemy, ze wektor zerowy ma dowolny
kierunek i zwrot lub kierunek i zwrot tego wektora nie jest okreslony.

W naukach technicznych wektor jest charakteryzowany rowniez przez punkt za-
czepienia (w niektérych zagadnieniach punkt zaczepienia wektora nie jest istotny).
Wektory, ktére réznig sie jedynie punktem zaczepienia uwazamy za réwnowazne i na-
zywamy wektorami swobodnymi. W dalszym ciagu tekstu przez wektor bedziemy
rozumie¢ wektor swobodny.

Dwa wektory a i b nazywamy réwnymi, piszemy a = b, jezeli maja taki sam
kierunek, zwrot i |a| = |b|. Dla kazdego wektora a, réwniez dla wektora zerowego,
mozemy pisa¢ a = a.

Przez —a oznaczmy wektor, ktorego dtugosc i kierunek sa takie same jak wekto-
ra a, natomiast zwrot jest przeciwny niz a. Wektor —a nazywamy przeciwnym do a.

DEFINICIA. JeZeli poczgtek wektora b pokrywa sie z konicem wektora a, to sumg
wektorow a i b, piszemy a + b, nazywamy wektor o poczgtku w poczgtku wektora a,
i koricu w koricu wektora b (rys. 7.2).

Wektor a + (—b) nazywamy réznica wektora a i b, piszemy a — b (rys. 7.3).
FLatwo zauwazy¢, ze dla zadanych wektorow a i b istnieje taki wektor x, ze

b+x=a,
mianowicie
x=a—b.
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Rys. 7.2. Suma wektoréw Rys. 7.3. Roznica wektoréw

DEFINICIA. Iloczynem wektora a przez liczbe A € R, piszemy a\ lub \a, nazy-
wamy taki wektor ¢ = a\, Ze:

1) ¢ =0 jezelia=0 lub A =0,

2) el = [a] [A],

3) wektor ¢ ma taki sam kierunek jok wektor a,
)

4) dla A > 0 zwrot wektora c = al jest taki sam jak wektora a, natomiast dla A < 0
zwrot wektora ¢ = a\ jest przeciwny do zwrotu wektora a.

Na rysunku 7.4 pokazano ilustracje iloczynu al dla A =21 A = — 14,

a

R

2a

(SIS

Rys. 7.4. llustracja iloczynu a\

Z powyzszej definicji widadé, ze:
1) (~Da=-a,
2) Mpa) = (Ap)adla A, p € R.

7.2.2. Rzut i wspétrzedna wektora na osi

Rozwazmy prosta x a na niej obrany punkt O i dowolny punkt P (rys. 7.5).

0] P T

T
| |
|
|
1

Rys. 7.5. llustracja osi liczbowej

Jezeli przyjmiemy pewien odcinek za jednostkowy, to mozemy wyznaczyé¢ xg
— dlugosé odcinka OP. Punktowi P na prostej x przyporzadkujemy liczbe xqg jezeli

115



7. Geometria analityczna

punkt P lezy na prawo od punktu O lub —z( jezeli ten punkt lezy na lewo od O.
Natomiast punktowi O przyporzadkowujemy liczbe zero, xg = 0. W ten sposob licz-
ba x¢ jednoznacznie okresla potozenie punktu P na prostej x. Mowimy, ze xg jest
wspotrzedna punktu P na tej prostej.

Rzutem prostokatnym punktu A na o$ z, lub krécej rzutem punktu A na oS z,
nazywamy punkt A’, w ktérym prosta prostopadia do osi x, przechodzaca przez
punkt A, przecina oS x.

DEFINICJA. Rzutem wektora a = AB na 0s x nazywamy wektor A’B’, gdzie A’
jest rzutem punktu A, a B’ rzutem punktu B na o$ x (rys. 7.6).

B
W
| |
i _AB
0 1 A’ B’

Rys. 7.6. Rzut wektora AB na oé

Wersorem osi « nazywamy taki wektor i, ze |[i| = 1 oraz wektor i ma kierunek
i zwrot zgodny z osia z (rys. 7.6).

Jezeli A’B’ jest rzutem wektora a = AB na o x, to wektor A’B’ mozna przed-
stawi¢ w postaci

AB = a,i,

gdzie a, € R.

Tak okreslona liczbe a, nazywamy wspélrzedna wektora a = AB na osi .
Widaé, ze a, > 0, gdy wersor i oraz rzut A’B’ maja taki sam zwrot; a, < 0, gdy
wektory i, A’ B’ maja przeciwne zwroty; a, = 0, gdy A’B’ jest wektorem zerowym.

7 definicji sumy wektorow i wspdirzednej wektora na osi x wynika, ze wspdl-
rzedna sumy wektordéw jest rowna sumie wspolrzednych tych wektoréw, czyli

(a—i—b)m = ag + by,

gdzie (a + b)f — wspdlrzedna sumy a + b na osi x.

7.2.3. Kat zwykty i skierowany

Na ustalonej plaszczyZnie weZzmy pod uwage dwie pélproste OA i OB (rys. 7.7).

Potproste OA i OB dziela plaszczyzne na dwie czesci, ktére nazywamy katami
zwyklymi. Punkt O jest wierzchotkiem, a OA i OB sg ramionami tych katéw. Katy
te oznaczamy nastepujaco:

XAOB lub <BOA.
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Rys. 7.7. llustracja katow

W przypadku gdy te potproste pokrywaja sie, to jeden z tych katéow jest katem zero-
wym a drugi pelnym.

Katem skierowanym lub zorientowanym nazywamy kat zwykly, ktérego jedno
ramie przyjeto jako poczatkowe, a drugie jako konicowe. Kat o ramieniu poczatkowym
a i koncowym b oznaczamy przez

<)25(a, b).

Zatem katy <g(a,b) i Lg(b,a) nie sa identyczne — rdznia si¢ porzadkiem ramion
(rys. 7.8)

<Is(a,b) <[s(b, a)

Rys. 7.8. llustracja katow skierowanych

Z katem skierowanym <g(a,b) mozna kojarzy¢ obrét ramienia a do ramienia b.

W przypadku, gdy z kontekstu jasno wynika czy rozwazamy kat skierowany czy
kat zwykly, bedziemy oba katy oznaczaé tym samym symbolem <(a,b).

Na danej plaszczyZnie wezmy pod uwage polprosta wychodzaca z punktu O.
Te poétprosta mozemy obracaé dookota punktu O w dwoch przeciwnych kierunkach.
Jeden z nich przyjmujemy za dodatni — kierunek strzatki na rysunku 7.9. Przeciwny
kierunek obrotu przyjmujemy za ujemny. Widaé, ze kierunek obrotu przeciwny do
obrotu wskazéwek zegara jest kierunkiem dodatnim, a zgodny z obrotem wskazdéwek
zegara jest kierunkiem ujemnym. W ten sposéb plaszczyzna jest zorientowana, na
plaszczyznie przyjeto orientacje obrotu.
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O T

o

Rys. 7.9. Orientacja obrotu na ptaszczyznie

Wprowadzimy teraz miare kata skierowanego <gs(a,b), innymi stowy okreslimy
liczbe, ktéra charakteryzuje kat pod wzgledem wielkosci i kierunku na plaszczyznie
zorientowane;.

Niech bedzie kat skierowany <g(a,b) na plaszczyznie dodatnio zorientowanej
(rys. 7.10).

Rys. 7.10. Ilustracja miary kata skierowanego

Wezmy pod uwage tuk AB okregu o promieniu r i $rodku O w wierzchotku kata
skierowanego <s(a, b). Zakladamy, ze punkt A lezy na ramieniu poczatkowym a, B na

ramieniu koncowym b kata <g(a,b). Oprécz tego zakladamy, ze tuk AB lezy wewnatrz

rozwazanego kata. Niech d bedzie dlugoécia tuku AB.
Miarg tukowsa kata zwyklego AOB nazywamy liczbe

miara tukowa = —
y

i wyrazamy ja w radianach:

— kat pelny ma 27 radianow,
— kat prosty ma 4w radianéw,
— kat zerowy ma 0 radianow.

Miara wzgledna kata skierowanego <g(a,b) (rys. 7.10) nazywamy miare tukowa
<g> kata AOB jezeli obr6t ramienia a do b jest zgodny z dodatnig orientacja ptasz-
czyzny. Jezeli natomiast obrét ramienia a do b jest przeciwny do dodatniej orientacji
plaszczyzny, to za wzgledna miare ¥g(a,b) przyjmujemy - Oznacza to, ze kat

skierowany ¥g(a,b) ma wzgledna miare tukowa o przeciwnym znaku niz <s(b, a).
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7.2.4. Katy miedzy wektorami

Wezmy pod uwage dwa niezerowe wektory a i b. Niech a’ i b' beda pélosiami
o kierunku i zwrocie zgodnym, odpowiednio, z a i b. Oprocz tego zakladamy, ze obie
pélosie maja wspolny poczatek O (rys. 7.11).

X
b/

<(a,b)

O a

Rys. 7.11. Kat miedzy wektorami

Pélosie a’ i b’ dziela plaszczyzne na dwa katy. Nie wickszy z tych katéw ozna-
czamy przez <(a,b) i nazywamy katem miedzy wektorami a i b. Jest to kat zwykly
o ramionach a’ i &’. Tak okreslony kat spelnia warunek

0 < <(a,b) <.

Jezeli a jest wektorem oraz x jest osia, to przez <(r,a) rozumiemy <«(z’,a’), gdzie a’
jest dodatnia poélosia osi x, natomiast a’ jest pélosig o kierunku i zwrocie zgodnym
z wektorem a. Oprécz tego zaktadamy, ze =’ i @’ maja wspdlny poczatek.

Jezeli a lub b jest wektorem zerowym, to przyjmujemy ze kat miedzy tymi
wektorami, lub kat miedzy wektorem i po6losia jest katem zerowym. W dalszym ciagu
tekstu miare kata <(a, b) bedziemy oznaczaé przez <(a,b).

7.2.5. Kartezjanski uktad wspétrzednych na ptaszczyznie

Kartezjanski prostokatny uktad wspétrzednych na ptaszczyznie jest to uporzad-
kowana para osi liczbowych Ox, Oy, ktore sa do siebie prostopadle, maja wspdl-
ny poczatek i wspélng jednostke dlugosci. Wspdélny poczatek tych osi oznaczamy
przez O. Plaszczyzne, na ktérej przyjeto taki uktad wspélrzednych nazywamy plasz-
czyzng OXy.

Niech P bedzie dowolnym punktem na plaszczyZnie Oxy (rys. 7.12), natomiast
P’ i P" niech beda rzutami prostopadtymi punktu P, odpowiednio, na o§ Ox i Oy.
Przez 2 oznaczamy wspélrzedna punktu P’ na osi Ox, a przez y wspéhrzedng punktu
P" na osi Oy. Para (z,y) w sposéb jednoznaczny okresla polozenie punktu P na
plaszczyznie Oxy. Liczby z,y nazywamy wspélrzednymi punktu P: x — odcieta,
y — rzedna. Punkt O, poczatek ukladu wspdlrzednych, ma wspoélrzedne (0, 0). Zapis
P(z,y) oznacza, ze punkt P ma wspoirzedne (z,y).

Wektor OP nazywamy wektorem wodzacym punktu P. Latwo widaé, ze jezeli
P(z,y) jest punktem na plaszczyznie, to dtugoéé wektora OP wyraza sie wzorem

|OP| = /a2 +y2.
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y
P
P// ________________ I
I
I
:
I
Yy :
I
I
I
:
O x P’ X

Rys. 7.12. Kartezjanski uktad wspoétrzednych na ptaszczyznie

Niech A(z1,y1), B(z2,y2) beda dowolnymi punktami na plaszczyZnie Oxy.

Punkty te wyznaczaja wektor AB. Dlugoéé wektora AB, na podstawie twierdzenia
Pitagorasa, wyraza si¢ wzorem

AB| = \/(e2— 1) + (32— )"

Proponuje, aby Czytelnik wyprowadzil ten ostatni wzér.

7.2.6. Wektory na ptaszczyznie

W ukladzie wspotrzednych kartezjanskich Oxy rozwazmy wektor a = AB, gdzie
A(xl, yl), B(xg, yg). Niech A1, By beda rzutami, odpowiednio, punktéw A i B na oS
Ox, natomiast Ag, By — rzutami punktéw A i B na o$ Oy (rys. 7.13).

Yy

By

Ao

Rys. 7.13. Wektor na plaszczyznie

Rzutem wektora a = AB na 0$ Ox jest wektor A; B1, a na oé Oy wektor Ay Bs.
Niech i, j beda wersorami, odpowiednio, na osiach Ox i Oy. Zatem istnieja liczby a,
ay takie, ze

A1B1 = aa:i, A2B2 = ayj.
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Oprécez tego

a=AB = AB; + A3By,
czyli

a = azi+ ayj

dla dowolnego wektora a na plaszczyznie Oxy.
Liczby ay 1 ay nazywamy wspoirzednymi wektora a = AB na ptaszczyznie OXy.
Dowodzi sig, ze jezeli a = AB, gdzie A(xl,yl), B(xg,yg), to

Ay = T2 — 21, Ay = Y2 — Y1-

Zapis
a= (am ay)

oznacza, ze wektor a ma wspoétrzedne a, i ay, czyli
a = azi+ ayj.

W ten sposob kazdemu wektorowi a, w prostokatnym ukladzie wspoélrzednych Oxy,
mozemy przyporzadkowaé pare liczb (as,ay), gdzie az, a, — wspélrzedne tego wek-
tora. I na odwrét, kazda pare liczb (a,,a,) mozemy interpretowaé jako wspolrzedne
wektora

a = azi+ ayj,

gdzie: i, j — wersory. Latwo zauwazy¢, ze dlugo$é wektora a = a,i + a,j wyraza sie

wzorem |a| = /a2 + a2.

Wersory i, j mozemy zapisa¢ w postaci
i=1i+0j, j=0i+1j

czylii= (1,0),j=(0,1).
Katami kierunkowymi wektora a = (am,ay) na ptaszczyznie Oxy nazywamy
katy « i 3, jakie ten wektor tworzy z osiami Ox i Oy (rys. 7.13). Czyli

a = <(0x,a), 0 =<4(0y,a).
Cosinusy katéw « i 8 nazywamy cosinusami kierunkowymi wektora a. Widaé, ze
a; = |a| cosq, a, = |al cos §.

Te zaleznosci sa réwniez shuszne dla wektora zerowego. Oprécz tego cos? a+cos? = 1
dla a # 0.

W tym miejscu warto zwréci¢ uwage na geometryczng interpretacje iloczynu
kartezjanskiego R = RxR = {(x, y) 1 X,y € R}, gdzie R — zbiér liczb rzeczywistych.
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Mianowicie, R? mozemy interpretowaé na trzy sposoby:

1. Zbiér wszystkich punktéw P(x,y) na plaszczyznie Oxy. Wowczas elementy
zbioru R? nazywamy punktami, a i y nazywamy wspéirzednymi punktéw.

2. Zbiér wszystkich wektoréw a = OP, gdzie O(O, 0), P(x, y) W tej interpretacji
elementy zbioru R? nazywamy wektorami, natomiast = i y nazywamy wspol-
rzednymi wektorow.

3. Zbidér wszystkich wektoréw swobodnych a = (x, y) W tym przypadku elementy
pary (x, y) sa wspotrzednymi wektora

a =i+ yj.

W drugiej i trzeciej interpretacji, zbiér R X R nazywamy przestrzenig wektoro-
wa R?, a elementy tego zbioru nazywamy wektorami.

W poprzednich paragrafach dla wektoréw a i b byla podana definicja sumy
i réznicy wektorow oraz definicja iloczynu wektora przez liczbe rzeczywista.

Na plaszczyznie Oxy wektory mozemy utozsamiaé z jego wspotrzednymi, z upo-
rzadkowanymi parami liczb.

A jak mozna wyznaczy¢ sume lub réznice wektoréw, ktore dane sg przez swoje
wspélrzedne? To samo pytanie dotyczy réwniez iloczynu wektora przez liczbe.

Dowodyzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 7.1. Jezeli a = (amay), b = (bmby), c= (cz,cy) sq wektorami
w prostokgtnym ukladzie wspolrzednych OXy oraz A\, p € R, to:

1) a+b= (am—kbm, ay—i—by),

2) a—b= (az—bI, ay—by),
3) (a+b)+c=a+ (b+c),
4) da= (/\am,)\ay),
5) Mua) = (Au)a,
6) A(a+b) =Xa+ Ab,

)

)

7.2.7. Kartezjanski uktad wspétrzednych w przestrzeni

Kartezjanski prostokatny uklad wspélrzednych w przestrzeni jest to uporzad-
kowana tréjka osi liczbowych Ox, Oy, Oz, ktore sa wzajemnie do siebie prostopadle,
maja wspélny poczatek i wspdlna jednostke diugoéci. Przestrzen, w ktérej przyjeto
taki uktad wspotrzednych nazywamy przestrzenia Oxyz.

Niech P bedzie dowolnym punktem w przestrzeni Oxyz (rys. 7.14). Przez P’,
P" i P" oznaczamy rzuty punktu P, odpowiednio, na osie Ox, Oy, Oz. Niech x
bedzie wspéhrzedng punktu P’ na osi Ox, y — wspétrzedng punktu P” na osi Oy,
z — wspblrzedna punktu P” na osi Oz. Liczby z, v i z nazywamy wspéirzednymi
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7.2. Wektory, katy i wspdtrzedne

punktu P w przestrzeni Oxyz. Tréjka uporzadkowana (x,y, z) w spos6b jednoznaczny
okresla potozenie punktu P w przestrzeni Oxyz. Zapis P(x,y, z) oznacza, ze X, Y, 2

s wspolrzednymi punktu P. Wektor OP nazywamy wektorem wodzacym punktu P
w przestrzeni Oxyz. Dlugos¢ tego wektora wyraza sie wzorem

|OP| = /a2 + y? + 22

Punkty P(z,0,0) leza na osi Ox, punkty P(0,0, z) leza na osi Oz. Natomiast punkty
P(z,y,0) leza na plaszczyZnie Oxy, za$ punkty P(0,y, z) leza na plaszczyznie Oyz.

Z

P M

z
M by

ol.-—~ x P x
Y
P// M/
y,

Rys. 7.14. Kartezjanski uklad wspétrzednych w przestrzeni

Niech A(xl,yl, 21), B(xg,yg, 22) beda punktami w przestrzeni Oxyz. Diugosé
odcinka AB wyraza si¢ wzorem

|AB| = \/(m = x2)2 ol (y1 - y2)2 + (21 — 22)2.

Proponuje, aby Czytelnik wyprowadzil ten wzor.

7.2.8. Wektory w przestrzeni

W ukladzie wspolrzednych kartezjanskich Oxyz rozwazmy wektor a = AB,
gdzie A(xl,yl,zl), B(l‘g,yg,ZQ) (rys. 7.15).

Niech A; i B; beda rzutami, odpowiednio, punktéow A i B na 0§ Ox, Az i By
— na oS Oy, As i By — na o$ Oz. Zatem wektory Ay By, A3Bs, A3Bs sa rzutami
wektora a = AB na odpowiednie osie uktadu wspélrzednych. Niech i, j oraz k beda
wersorami na osiach Ox, Oy i Oz. Oznacza to, ze istnieja liczby rzeczywiste a,, ay, a.
takie, ze

A1B1 = aa:i, A2B2 = ayj, A3B3 = azk.
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Rys. 7.15. Wektor w przestrzeni

Oprécez tego
a=AB =A,B, + AB, + AsBs,

czyli

a=azi+ayj+tak
dla dowolnego wektora a w przestrzeni Oxyz. Liczby a;, ay, a, nazywamy wspoirzed-
nymi wektora a = AB. Zapis a = (ag, ay,a;) oznacza, ze wektor a ma wspolrzedne
Az, Qy, .

Dowodzi sie, ze jezeli a = AB, gdzie A(xl,yl, zl) i B(xg,yg, zz), to

Ay = T2 — 21, Ay = Y2 — Y1, a, = 22 — 21.

Latwo udowodnié, ze dtugo$é¢ wektora a = (az, Qy, az) wyraza sie wzorem

ja) = a2 + a2 +a2 = /(22— 21)* + (s — 1) + (22 — =)

Podobnie jak wektorom na ptaszczyznie, kazdemu wektorowi a w prostokatnym
uktadzie wspélrzednych Oxyz mozemy przyporzadkowaé uporzadkowang tréjke liczb
(az,ay,a.), gdzie az, ay, a. sa wspolrzednymi tego wektora. I na odwrét, kazda upo-
rzadkowang trojke liczb (ag, ay, a.) mozemy interpretowaé jako wspélrzedne wektora

a = azi+ay,j+ ak,

gdzie: i, j, k — wersory na osiach Ox, Oy, Oz.

Widaé, ze wersory mozemy zapisa¢ w postaci

i=1i+0j+ Ok, j=0i+1j+ 0k, k =0i+0j + 1k,
czylii= (1,0,0),j=(0,1,0), k = (0,0,1).

Dla wektorow a, b znamy juz definicje i interpretacje geometryczna sumy i rézni-
cy tych wektoréw oraz iloczyn wektora przez liczbe. W prostokatnym uktadzie wspél-
rzednych Oxyz wektory utozsamiamy z jego wspdirzednymi.
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7.2. Wektory, katy i wspdtrzedne

Podamy teraz sposéb wyznaczania sumy i réznicy wektoréw, gdy wektory te
zadane sa poprzez swoje wspolrzedne.
Dowodzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 7.2. Jezeli a = (az,ay,az), b= (bz,by,bz), c= (cmcy,cz) 5q
wektorami w prostokgtnym ukiadzie wspdlrzednych Oxyz oraz A\, p € R, to:

1) a+b= (az—i—bI, ay + by, az—i—bz),

2) a—b= (az—bx, ay — by, az_bz)7

3) (a+b)+c=a+(b+c),

4) da= (/\am,)\ay,/\az),

5) A(pa) = (Ap)a,

6) A(a+b) =Xa+ Ab,

7) (A4 p)a = a+ pa,

8) a=b wtedy i tylko wtedy, gdy a; = by, ay, = by, a, =b,.

Katami kierunkowymi wektora a = (aa:, Qy, az) w przestrzeni Oxyz nazywamy
katy «, B, 7, jakie ten wektor tworzy z osiami wspélrzednych Ox, Oy, Oz. Czyli

a = ¥(Ox, a), 8 = <(0y,a), v = <%(0z,a).

Natomiast cosinusy katéow «, 0, v nazywamy cosinusami kierunkowymi wektora a
w ukladzie Oxyz. Latwo wykazaé, ze

a; = |al cos a, = |a| cos 3, a, = |al cos~,
dla dowolnego wektora a oraz
cos? a4 cos® B+ cos?y =1

dla a # 0.
Podobnie jak R?, iloczyn kartezjahski R* = Rx RxR = {(z,y,2): z,y,z € R},
gdzie R — zbidr liczb rzeczywistych, bedziemy interpretowaé na trzy rézne sposoby:

1. Zbiér wszystkich punktéow P (x, Y, z) w przestrzeni OXyz.

2. Zbiér wszystkich wektorow a = OP, gdzie 0(0,0,0), P(z,y,z). W tej interpre-
tacji elementy zbioru R® nazywamy wektorami, natomiast x, y i z nazywamy
wspolrzednymi wektordw.

3. Zbidr wszystkich wektoréw swobodnych a = (J:, Y, z) W tym przypadku x,y, z
sa wspOlrzednymi wektora a = zi + yj + zk.

W drugiej i trzeciej interpretacji, zbiér R® nazywamy przestrzenia wektorows
R3, a elementy tego zbioru nazywamy wektorami.
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7.2.9. Wspébtrzedne biegunowe na ptaszczyznie

Na plaszczyznie, oprécz kartezjanskich wspoétrzednych prostokatnych, wprowa-
dza sie jeszcze inne wspotrzedne.

Niech na dodatnio zorientowanej plaszczyznie bedzie ustalony punkt O, nazy-
wany biegunem, oraz p6lo§ Ox nazywana osig biegunowa (rys. 7.16).

P

O X

Rys. 7.16. Wspélrzedne biegunowe na plaszczyznie

Potozenie punktu P # O na plaszczyznie bedzie w sposéb jednoznacznie okre-
$lone przez:

— odleglo$¢ punktu P od bieguna O (r = |OP)),
— kat skierowany, ktory tworzy o$ Ox z wektorem OP (p = X(Ox, OP)).

Liczby r, ¢ nazywamy wspolrzednymi biegunowymi punktu P na plaszczyZnie.
Liczbe r nazywamy dlugoécia promienia wodzacego, a ¢ — argumentem punktu P.
Widaé, ze dla P # O, r > 0, a o liczbie ¢ mozemy zalozy¢, ze 0 < ¢ < 27 lub
—7 < ¢ < 7. Biegun O ma promien wodzacy r = 0, a za amplitude mozemy przyjaé
dowolna liczbe.

Pare (7”, <p) nazywamy wspoétrzednymi biegunowymi punktu P wzgledem biegu-
na O i osi biegunowej Ox.

WeZmy pod uwage plaszczyzne Oxy (rys. 7.17). Niech na tej plaszczyznie punkt
O bedzie biegunem, a pétos Ox osig biegunowa.

y

] x X

Rys. 7.17. Wspoélrzedne kartezjanskie i biegunowe na plaszczyznie
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W prostokatnym ukladzie wspéirzednych Oxy punkt P ma wspélrzedne (z,y),
a w biegunowym uktadzie wspélrzednych — (r, ap). FLatwo zauwazy¢, ze miedzy wspol-
rzednymi (x,y) i (7‘, <p) punktu P zachodza zwiazki:

T =T oS

o (7.1)

Yy =rsiny

Przyktad

Obliczy¢ wspdlrzedne biegunowe punktu P, ktérego wspolrzednymi kartezjan-
skimisg z = 1, y = —V/3 (rys. 7.18).

Yy

\e]

o N
»

—/3t------

o
N
3

Rys. 7.18. Przyktad wspélrzednych kartezjanskich i biegunowych

Widaé, ze r = /1 + (—\/?:)2 =2, cosp = 1, singp = — V3. Stad ¢ = 5/3.
Zatem punkt P o wspélrzednych kartezjanskich (1, _\/?_,) ma wspdirzedne biegunowe

(7”, <p) = (2, 5/3 7r).

Przyktad

Wyznaczy¢é wspédlrzedne kartezjanskie punktu P, ktéry we wspoélrzednych bie-
gunowych jest okreslony przez (7”, <p) = (5/2, 3/ 7r).

Z zaleznosci (7.1) mamy:

z =2 cos (%) S
2 4 22’
= §sin (§7r> _ 2
ARV 932"
7.2.10. Wspoirzedne sferyczne w przestrzeni

W przestrzennym ukladzie wspotrzednych Oxyz niech bedzie dany punkt P
o wspélrzednych (:c,y, z) i niech punkt R bedzie rzutem punktu P na plaszczyzne
Oxy (rys. 7.19).
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Rys. 7.19. Przestrzenny uktad wspoétrzednych Oxyz

Liczby:
r=|OP|,
p = <I(Ox, ﬁ) — miara kata skierowanego <)Z(OX, ﬁ),
6 = <(OR,OP) — miara kata skierowanego <(OR, OP),
nazywamy wspélrzednymi sferycznymi punktu P.

Przyjmujemy, ze

.

| —

1
0 < ¢ < 2m, —§7r<9<

Kat 6 jest dodatni, gdy wekt@ ma taka samg orientacje jak o§ Oz oraz 6 ma
warto$¢ ujemna, gdy wektor RP i o$ Oz maja przeciwna orientacje. Dla punktu
P # O lezacego na osi Oz przyjmujemy, ze kat ¢ jest dowolny. Natomiast dla punktu

O przyjmujemy, ze r = 0, ¢, § — dowolne.

Wspélrzedne sferyczne r, ¢, 6 punktu P maja nastepujace nazwy:

r — promien wodzacy,
@ — dlugoséé geograficzna,
0 — szeroko$¢ geograficzna.

Widaé, ze miedzy wspotrzednymi prostokatnymi (x, Y, z) i sferycznymi (7”, ©, 9) punk-

tu P zachodza zwiazki:

T = T1Ccospcosf
y = rsingcosf

z=1rsinfd
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Przyktad

Punkt P ma nastepujace wspotrzedne sferyczne
1 1

7’:2, SOZZ’H', 92571'

Wyznaczy¢ wspolrzedne kartezjanskie tego punktu.
Z zaleznosci (7.2) mamy:

= 2cos L cos L _ !
T = S 47r S 37r —\/5,
2 i L cos L L
=2sin | — - = —
Y 47T 37T ok
1
z = 2sin (§7r> =/3.

Zatem punkt P o wspdlrzednych sferycznych (r, ®, 9) = (2, Yy, 13 7r) ma nastepu-
jace wspélrzedne kartezjahskie (z,y,2) = (1/vz, vz, V3).

7.2.11. Kombinacja liniowa wektorow

WeZzmy pod uwage wektory a; (i = 1,2,...,n), gdzie kazdy z tych wektoréw
jest okreslony przez wspolrzedne: dwie wspdlrzedne w prostokatnym uktadzie wspél-
rzednych Oxy lub trzy wspolrzedne w przestrzeni Oxyz. Przez 0 oznaczamy wektor
zerowy: 0 = (0,0) na plaszczyZnie lub 0 = (0,0,0) w przestrzeni.

Niech A1, Ag, ..., A, beda liczbami rzeczywistymi.

DEFINICJA. Wektor

Aag + dgaz + ...+ Apay,

gdzie \; € R (i =1,2,...,n), nazywamy kombinacjg liniowq wektordw ay,ag, ..., a,.
Przyktad
Niech a = (az,ay,az), b= (bz,by,bz), c= (cx,cy,cz), d= (dw,dy,dz).
Wektor
Aa+ ub
jest kombinacja liniowa wektoréw a, b, gdzie A, 1 sa dowolnymi liczbami rzeczywi-
stymi.
Wektor
aa + [Bb + vc

jest kombinacja liniowa wektoréw a, b, c, gdzie o, 3, v € R.

129



7. Geometria analityczna

Wektor
Ata+ Aab + A3c + \gd
jest kombinacja liniowa wektoréw a, b, ¢, d, gdzie \; € R (i = 1,2,3,4).

Widaé, ze kombinacje liniowa Aa + pb mozemy przedstawié¢ w postaci

Aa + ub = )\(am,ay,az) + u(bm,by,bz) = ()\am,)\ay,/\az) + (uamuay,uaz) =
= ()\aI + pbz, Aay + pby, Aa; + ,ubz).

Przyktad

Wezmy pod uwage wektory: a = (2,—3), b = (1,0), c = (-2,1).

Kombinacja liniowa tych wektorow ma postaé

aa+ b +7e = a(2,-3) + (1,0) +7(~2,1) =

gdzie: «, 3, v sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
7 poprzednich rozwazan wiemy, ze jezeli a = (az,ay), to wektor a mozemy
zapisa¢ w postaci

a = azi+ ayj,
gdzie:

i, j — wersory w prostokatnym uktadzie wspétrzednych Oxy,
az, ay — wspoélrzedne tego wektora.

Zapis a = a,i+ a,j oznacza, ze wektor a jest kombinacja liniowa wersoréw i, j.
Analogicznie, dla wektora b = (b, by, b.) zapis

b = byi + byj + b-k

oznacza, ze wektor b jest kombinacjg liniowa wersordw i, j, k.
Z tych i poprzednich rozwazan wynika nastepujacy

WNIOSEK. Kazdy wektor a = (az, ay) w uktadzie wspdlrzednych Oxy mozemy
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wersoréw i, j, czyli

a = azi+ ayj.

Kazdy wektor a = (aI, Ay, az) w uktadzie wspotrzednych Oxyz mozemy przedstawié
w postaci kombinacji liniowej wersoréw i, j, k, czyli

a=azi+a,j+ak

DEFINICIA. Wektory aj, ag, ..., a, nazywamy lintowo niezaleznymi jezeli stqd,
ze kombinacja liniowa

Aia; + deas + -+ -+ A\pa, =0,

gdzie 0 — wektor zerowy, wynika, ze A\ = Ao = --- = X\, = 0.
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Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne nazywamy wektorami liniowo zalezny-
mi. Mozemy powiedzie¢ inaczej, wektory ap, as, ..., a, sa liniowo zalezne jezeli istnieje
kombinacja liniowa

Aa; +Xas+---+A\,a, =0
dla |)\1‘+|)\2|+"'+‘)\n| > 0.

Przyktad
WeZzmy pod uwage wektory a = (1,2), b = (-2, —4). Wida¢, ze dla Ay = 2,
A2 = 1 kombinacja liniowa Aja + A2b ma postaé

2a+ 1b =2(1,2) + 1(=2, —4) = (2,4) + (=2, —-4) = (0,0) = 0.

Czyli dla Ay = 2, A2 = 1 kombinacja liniowa A\a + Asb = 01 |[A]| + [X2] = 3 > 0.
Zatem rozwazane wektory a i b sg liniowo zalezne.

Przyktad

Dla wektoréw ¢ = 0, a, b, gdzie a, b sa dowolnymi wektorami, kombinacja
liniowa

0a+0b+X3c=0

dla dowolnego A3 € R, czyli dla A3 # 0 tez. A to oznacza, ze rozwazana tréojka
wektorow jest liniowo zalezna.

Przyktad

Pokazemy teraz prosty przyklad dwoch wektoréw liniowo niezaleznych. Niech
a=(2,4),b=(3,1).
Udowodnimy, ze jezeli

Aia+ b =0=(0,0) (7.3)
to stad wynika, ze \; = Ay = 0. Latwo widaé, ze zalezno$c¢

A1a+ A2b = (0,0)
mozemy zapisa¢ w postaci:

A1(2,4) + A2(3,1) = (0,0),
(2)\1,4)\1) + (3)\27>\2) =(0,0),
(2/\1 + 32,40 + /\2) = (O, 0)7

czyli A1, A2 muszg spetniaé¢ uktad réwnan

221 +3X2 =0
AN+ A =0
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Po pomnozeniu pierwszego rownania przez —2 i dodaniu do drugiego réwnania otrzy-
manmy

—5X2 =0,
czyli
A2 = 0.

Stad i z pierwszego réwnania mamy A; = 0. Zatem réwnanie (7.3) jest spelnione wtedy
i tylko wtedy, gdy A1 = A2 = 0. To za$ oznacza, ze wektory a = (2,4), b = (3,1)
sg liniowo niezalezne.

Analogicznie, jak w ostatnim przykladzie, mozemy tatwo sprawdzié, ze wer-
sory i=(1,0), j=(0,1) sa liniowo niezalezne. Wersory i = (1,0,0), j = (0, 1,0),
k = (0,0,1) réwniez sa liniowo niezalezne.

Wezmy pod uwage trzy wektory

a= (azaayaaz)y b= (bzabyabz)a c= (Cmacyacz)~
Ze wspolrzednych tych wektoréw utworzmy wyznacznik
Qz Gy Q
W(a, b, c) = |bs by b.|.
Cp Cy Cy

Udowodnimy nastepujace

TWIERDZENIE 7.3. Wektory a = (af,ay,az), b = (bm,by,bz), c= (cm,cy,cz)
sq liniowo zalezne wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Az Gy G
W(a,b,c) = |by by b.| =0.

Cr Cy C:

Dowo6D. Dowdd tego twierdzenia traktujemy jako powtérke lub éwiczenie ukla-
du réwnan liniowych.

WARUNEK WYSTARCZAJACY. Zakladamy, ze W (a,b,c) = 0 i mamy udowodnic,
ze kombinacja liniowa

Ata+ b+ X3¢=0 (74)

dla pewnych A1, Aa, A3 € R, takich, ze || + [A2| + [A3] > 0. Réwnosé (7.4) jest
réwnowazna nastepujacemu uktadowi réwnan

Az A1+ bpAa + CzAS =0

ay/\l + by/\z + Cy)\g =0 (75)
ax A + b 0 +c,A3=0
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Stad, ze W(a,b,c) = 0 i z twierdzenia Kroneckera-Capelliego wynika, ze istnieje
niezerowe rozwigzanie ukladu réwnan (7.5). A to oznacza, ze wektor a, b i ¢ sa
liniowo zalezne.

WARUNEK KONIECZNY. Zakladamy, ze wektory a, b i ¢ sa liniowo zalezne,
a udowodnimy, ze W(a, b, c) = 0. Z zalozenia, ze a, b i ¢ sg liniowo zalezne wynika,
ze uktad réwnan (7.5) ma niezerowe rozwiazanie. A stad i z twierdzenia Kroneckera-
-Capelliego wynika ze W(a, b, c) =0.

7.2.12. lloczyn skalarny wektoréw

WezZmy pod uwage dwa wektory: a i b. Moga to by¢ wektory na plaszczyznie
Oxy lub w przestrzeni Oxyz. Jezeli a, b sa wektorami na plaszczyznie, piszemy krétko
a, b € R?, to zakladamy, ze

a= (amay), b= (bm,by).
Natomiast jezeli a, b sa w przestrzeni Oxyz, piszemy a, b € R?, to zakladamy, ze
a= (az,ay,az), b= (bz,by,bz).

Moéwimy, ze wektory a i b sa do siebie prostopadle lub ortogonalne jezeli
< (a,b) = 7/2. Dodatkowo przyjmujemy, ze wektor zerowy jest prostopadly do kazde-
go wektora. Zapis al b jest symboliczna notacja faktu, ze wektory a i b sa do siebie
prostopadte.

Padamy teraz definicje i wltasnosci iloczynu skalarnego wektoréw a i b.

DEFINICJA. lloczynem skalarnym niezerowego wektora a przez niezerowy wek-
tor b, oznaczamy ten iloczyn przez a-b lub ab, nazywamy liczbe

ab = |a| |b| cos <(a, b),

gdzie:

|a] — dlugo$é wektora a,
|b| — dlugo$é wektora b,
X(a,b) — kat miedzy wektorami a i b.

Jezeli a lub b jest wektorem zerowym, to przyjmujemy, ze ab = 0.
Dowodzi sie, ze prawdziwe sa nastepujace twierdzenia:

TWIERDZENIE 7.4.

1) jezelia = (az,ay), b= (bm by), to ab = azb; + ayby,
2) jezelia = (az,ay, az), b= (bz, by, bz), to ab = azb; + ayby, + ab..
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TWIERDZENIE 7.5. Jezeli a, b, ¢ sq wektorami oraz \, p € R, to:

1) ab = ba,
2) a(b+c) = ab + ac,

3) (Aa) (ub) = () (ab).

TWIERDZENIE 7.6. Wektory a i b sq do siebie prostopadle wtedy i tylko wtedy,
gdy

ab = 0.

Dwa ostatnie twierdzenia sg stuszne dla wektoréw z R? lub R3.

Widaé, ze iloczyn skalarny dwoch wektoréw jest liczba rzeczywista dodatnia,
ujemng lub zerem.

Jezeli wektor a jest wektorem sily, natomiast b jest wektorem przesuniecia, to
w interpretacji fizycznej iloczyn skalarny ab jest praca, jaka wykona sitla a wzdluz
wektora b.

Z definicji iloczynu skalarnego ab wynika, ze

ab

cos 4(a, b) al[b] (7.6)
dla dowolnych wektoréw a # 0, b # 0. Z zaleznosci (7.6) mozna wyznaczy¢ cosinus
kata zawartego miedzy wektorami a i b.

Jezeli a = (ag,ay), b = (by,by), to z (7.6) otrzymamy

azbg + ayby
v@g+agv@g+bg

Natomiast w przypadku a = (a,ay,a.), b = (bs, by, b.) mamy

cos<4(a,b) =

azbg + ayby +azb,
¢@+@+@¢@+@+@

cos<L(a,b) =

Przyktad

Obliczy¢ iloczyn skalarny wektoréw a = (2,3, —4), b = 3i — 4j + k oraz cosinus
kata miedzy tymi wektorami.

W tym przykltadzie, mamy:

ab = (2,3, —4)(3,—4,1) = —10,

la| = V4 4+ 9+ 16 = V29,

b =v9+ 16+ 1 =+v26,

b
cos <(a,b) a

~10
= = ~ —0.364.
lal[b] V2926
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7.2.13. lloczyn wektorowy wektorow

W ukladzie Oxyz wezmy pod uwage trzy wektory

a= (az,ay,az), b= (bz,by,bz), c= (cg;,cy,cz)
oraz wyznacznik

Az Gy G
W(a,b,c) = |bs by b.|.

Cr Cy C:

DEFINICJA. Mowimy, Ze uporzgdkowana trojka wektorow (a,b,c) ma:

1) orientacje zgodng z ukladem Oxyz, jezeli W(a,b,c) > 0,
2) orientacje niezgodng z ukladem Oxyz, jezeli W(a, b, c) < 0.

7Z tej definicji 1 z wlasnosci wyznacznikow wynika, ze jezeli uporzadkowana tréjka
wektorow (a, b, c) ma orientacje zgodng z uktadem Oxyz, to np. trojka (a, c, b) ma
orientacje niezgodng z ukltadem Oxyz.

Latwo zauwazyé, ze jezeli i, j, k sg wersorami, odpowiednio, osi X, y, z, to
uporzadkowana tréjka wektoréw (i, j, k) ma orientacje zgodna z ukladem Oxyz, gdyz

W (i,j, k) = =1>0.

O O =
o = O
—_ o O

Méwimy, ze tréjka osi (x',y’,z’) ma orientacje zgodna (niezgodna) z ukladem
Oxyz, jezeli tréjka wersoréw, odpowiednio, osi x’, y’, 2’ ma orientacje zgodna (nie-
zgodna) z ukladem Oxyz.

Wprowadzimy teraz pojecie iloczynu wektorowego wektoréw

a= (az,ay,az), b= (bz,by,bz).

DEFINICJA. Niech wektory a, b bedg niezerowe i nierdwnolegle. Iloczynem wek-
torowym wektora a przez wektor b, oznaczamy go przez a x b, nazywamy taki wektor
c=axb, Ze:

1) |e[ = |a|[b]sin <(a, b),
2) cla iclb (wektor c = a x b jest prostopadly do wektora a i do wektora b),

3) uporzqgdkowana trdjka (a,b,c) ma orientacje zgodng z ukladem Oxyz, czyli
W(a, b, c) > 0.

Jezeli a = 0 lub b = 0 lub wektor a jest réwnolegty do wektora b, to, z definicji,
a x b = 0. Na rysunku 7.20 pokazano ilustracje wektora ¢ = a x b.

Dlugos$é wektora ¢ = a x b ma prosta interpretacje geometryczna. Mianowi-
cie, |c| = |ax b| = |a||b|sinv, gdzie v = ¥(a,b), réwna sie polu réwnolegtoboku
o bokach |a], |b| réwnoleglych do wektoréw a, b (rys. 7.21).
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Y,

Rys. 7.20. Ilustracja iloczynu wektorowego a x b =c¢

a

Rys. 7.21. Ilustracja dtugosci wektora a x b

Dowodzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace
TWIERDZENIE 7.7. Jezeli a = (az,ay,a.), b= (by,by,b.), ¢ = (cz,cy,c2), to:

1) axb=-bxa,

2) ax(b+c)=axb+axc,

3) (Aa) x b= A(axb) dla dowolnego X € R,
)

4) axb =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0 lub b = 0 lub wektor a jest réwnolegly
do wektora b.

Z definicji a x b wynika, ze jezeli i, j, k sa wersorami osi x, y, z w ukladzie
Oxyz, to:

ixi=0, ixj=0, kxk=0
(7.7)

ixj=k, jxk=1i, kxi=]j
Niech a = (az,ay,az), b= (bz,by,bz).

Powstaje naturalne pytanie: jak obliczyé wspoétrzedne wektora ¢ = a x b, gdy
sa zadane wspélrzedne wektorow a i b?
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Odpowiedz na to pytanie daje nastepujace

TWIERDZENIE 7.8. Jezelia = (aa:, ay,az), b= (bgg, by, bz), to wspolrzedne wek-
torac=axb= (cgg, Cys CZ) wyrazajqg sie zalezno$ciami

Cz = ayb, —azby, cy = azby —agh;, C; = agby — ayby (7.8)
lub zapisane w formie wyznacznika
i j k
c=axb=la; ay a.| =
by by, b, (7.9)
= (aybz — azby)i + (azbf — ambz)j + (awby — aybf)k

Dowo6p. Wzér (7.9) stuzy do latwego zapamietania wspoélrzednych wektora
c = a x b w zaleznodci od wspélrzednych wektoréw a i b. W celu obliczenia ¢z, ¢y,
¢, wyznacznik we wzorze (7.9) rozwijamy wedlug pierwszego wiersza i otrzymujemy
zaleznosé (7.9). Wzory (7.8) i (7.9) réznia sie tylko sposobem zapisu.

Udowodnimy, ze

c=axb=(ayb. —a.b,)i+ (ab, — a;b.)j+ (asby — ayb,)k.
Widaé, e

ax b= (azi+ayj+ ak) x (byi+ byj+ b.k).
Stad i z zalezno$ci a x (b +¢) = a x b+ a x ¢, mamy

axb=agb, (i x1i) +azby(ixj) +amb.(ixk)+
J

X
+ ayb (_]Xl + ayb ( X ) —|—aybz(j><k)+
—|—azbw(k><1)+azb (k><_])+azbz(k><k),

a to, wobec (7.7), oznacza, ze

axb=a;b,k+ab, (—j) + aybI(—k) +aybi+aybsj+ azby(—i) =
= (aybz — azby)i + (azbm — ambz)j + (afby — aybf)k.

Zatem zalezno$é (7.9) jest udowodniona.

Przyktad
Dla wektoréw a = (2,—-3,1), b = (1,—2,2) obliczymy a x b.
7 twierdzenia 7.7 mamy

— (=6+2)i+ (1 —4)j+ (—4+3)k = —4i — 3j — k.

DN W~
NI

i
axb=|2 -
1
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Zatem wektor c = a x b = (—4,-3,-1).
Stad i z zaleznosci a x b = —b X a otrzymamy

bxa=(1,-2,2)x(2,-3,1) = —axb=(4,3,1).
Latwo sprawdzi¢, ze
(axb)a=(—4,-3,-1)(2,-3,1) =0,

czyli (a X b) la.
Z definicji a x b widag, ze:
|a x b| = |a| |b|sin<(a, b),
_laxb]

~ alb|
dlaa#0ib#0.

sin ¥(a, b) (7.10)

Przyktad

WeZmy pod uwage wektory a = (2,1,—1), b = (—1,—2,3). Chcemy obliczy¢
sin <(a,b). W tym celu wykorzystamy zaleznosé¢ (7.10).

Latwo zauwazy¢, ze:

i j k
axb=| 2 1 —1|=i-5j—3k=(1,-5,-3),
~1-2 3

[ax b| = 1+ (=5)? + (=3)? = V35,
la| = V6, || = VId

Stad:
sin <(a, b) = |3;|X]:| - % g ~ 0.6455,
¢ = 4(a,b) = 0.7016 [radiandw]
lub
@ ~ 2.4399 [radianéw].
Natomiast iloczyn skalarny ab = —7 < 0, czyli cos¥(a,b) < 0. A zatem

¢ = <(a,b) = 2.4399 [radiandw].

WeZmy pod uwage tréjkat wyznaczony przez wektory ai b (rys. 7.22).

Z interpretacji geometrycznej |a X b| wynika, ze pole S tréjkata wyznaczonego
przez wektor a i b wyraza si¢ wzorem

1
S =3laxbl (7.11)

138



7.2. Wektory, katy i wspdtrzedne

Rys. 7.22. Interpretacja geometryczna 1/ |a X b|

Przyktad
W ukladzie wspdlrzednych Oxyz wezmy pod uwage trdjkat o wierzchotkach

A(2,1,3), B(2,3,-1), C(0,5,3).
Chcemy obliczy¢ pole S tego trojkata. Widaé (rys. 7.23), ze
AB = (0,2,-4),  AC = (-2,4,0),

czyli:

o ij k

AB x AC = (0,2, -4) x (=2,4,0)=| 0 2 —4 | = (16,8,4),

-2 4 0

4B x 40| = 421,

Stad i ze wzoru (7.11) mamy
1, — —
§ =5 [AB x BC| = 2v21.
C
A B

Rys. 7.23. Obliczanie pola tréjkata o wierzchotkach A, B i C

7.2.14. lloczyn mieszany tréjki wektorow
WezZmy pod uwage trzy wektory
a= (azvayaaz)v b= (bzvbyvbz)v c= (Casvcyvcz)~

DEFINICJA. lloczynem mieszanym uporzqdkowanej trogki wektorow (a, b, c) na-
zywamy liczbe

a(bxc).
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Iloczyn mieszany oznaczamy symbolem (abc), czyli
(abc) = a(b X c) = (a X b)c,
gdyz mozna sprawdzié, ze a(b X c) = (a X b)c.

Przyktad
Niech a = (1, —1,0), b = (2, 1,1)7 c = (1,0,1). Obliczymy iloczyn mieszany
(abc). Zgodnie z przyjeta definicja mamy

(abe) = (1,-1,0)((2,1,1) x (1,0,1)) = (1,-1,0)

=N
O .
—_ - N
Il

= (1a _1a O)(17 _17 _1) =2.
Udowodnimy nastepujace
TWIERDZENIE 7.9. JeZeli a = (aI,ay,az), b= (bmby,bz), c= (cz,cy,cz), to

ay Gy
(abc) =|bg by b, (7.12)

Cx Cy C.
Dowo6Db. Na podstawie definicji iloczynu mieszanego wektoréw mamy
ij k
(abc) = a(b X c) = (azi +ayj+ azk) by by b.| =
Cx Cy C:
= (azi + ayj + azk) [(bycz — bzcy)i + (bzcw — bIcz)j + (bzcy — bycz)k] =

= ay (bycz — bzcy)ii + ay (bzca: — bwcz)jj +a, (bzcy — bycz)kk =
Qz Gy
= ay (bycz — bzcy) + ay (bch — bmcz) +a, (bmcy — bycm) =|bs by b,
Cx Cy Cs
a to konczy dowdd twierdzenia 7.9.

Ze wzoru (7.12) i z wlasnosci wyznacznikéw wynikaja nastepujace zaleznosci

(abc) = (bca) = (cab) = —(bac) = —(acb) = —(cba).

Pokazemy teraz interpretacje geometryczng i zastosowanie iloczynu mieszanego
wektorow. W tym celu wezmy pod uwage czworoscian o wierzchotkach Ay (xl, Y1, zl),
A2 (1’2, Y2, Z2)7 A3 (.’Eg, Ys, 23)7 A4 (1}4, Y4, 24) (I'yS. 724)

Widaé, ze Ay Ay = (z2 —x1,y2—y1, 22— 21), A1As = (23— 21,y3 — 1,23 — 21).
Niech wektor ¢ = A1 45 x A1 A3 = (c$,cy, cz), gdzie

22 — 21 T2 — X1
23 — 21 L3 — X1

_ T2 =21 Y2 — Y1
L =
’ T3 — %1 Y3 — Y1

Y2 — Y1 22 — 21
Ys— Y1 23— 21

= s cy:

xr
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Yy,

Rys. 7.24. Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego wektorow

Pole S trojkata o wierzchotkach Ay, Ay, A3 wyraza sie wzorem
11— —— 1
S = 5 |A1A2 X A1A3| = 5 |C‘

Natomiast objetosé V' czworo$cianu o wierzchotkach A, As, A3 i A4 obliczamy ze
WZOTu

1
= —Sh
vV =3gSh,

gdzie h jest wysoko$cig tego czworoScianu opuszczong z wierzchotka Ay.
Mozna zauwazy¢, ze

h = |A1 A4l |cos |,

gdzie ¥ = <X (A1A4, c). Stad otrzymamy

V= %Sh = % . % Ic] |M| |cos | = % ‘A1A4 <A1A2 X A1A3)‘ .
Wzér
V= % [ (A, < A5 (7.13)

mozemy przeksztalci¢ do postaci

r1 Y1 21 1
1||zg yo 20 1
3 Y3 23 1
Ty Ys 24 1

(7.14)
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Przyktad
Obliczymy objetos¢ V' czworoscianu o wierzcholkach A;(3,1,2), Az(5,1,4),

A3(0,2,5), As(—2,0,6).

Stad

W tym przykladzie mamy

A A5 =(2,0,2), AA;=(-3,1,3), AjA; = (-5-1,4).

<
I

|(—=5,-1,4)((2,0,2) x (=3,1,3))| = % |(=5, —1,4)(-2,—-12,2)| =

==

[(10 + 12+ 8)| = 5.

Dowodzi sie, ze prawdziwy jest nastepujacy

WNIOSEK. Wektory a = (a$,ay, az), b= (bgg, (D bz), c= (cz, cy,cz) sa liniowo

zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
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Qz Gy G
(abc) =|by by b,| =0.

Cx Cy C;
Zadania

. Wyznaczy¢ odleglo$é punktu P(3,—5,1) od poczatku ukladu wspoéirzednych

Oxyz oraz od osi wspélrzednych.

Dane sa punkty: A(—1,2,4), B(1,6,—1), C(3,0,1), D(2,1,2). Obliczy¢ odle-
glosé srodkéw odcinkéow AB 1 CD.

Na plaszezyznie Oxy dane sa punkty A(1,2) i B(2,1). Naszkicuj wektory OA,
OB oraz OA+ OB, OB — OAi AB.

Dane sa punkty A(—2,1) i B(2,3). Naszkicuj rzut wektora AB na oé Ox oraz
rzut wektora BA na o$ Oy.

. Dane sa punkty A(2,3), B(2,4), C(1,2). Naszkicuj:

a) wektory a= AB, b= ACic= BC,
b) katy skierowane <(a,b), <(b,a) i ¥(a,c).
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10.

11.

12.

Dla jakich zg, yo, z0 € R punkt P(xo, Y0, zo) lezy:

a) na jednej z plaszczyzn ukladu wspélrzednych Oxyz,
b) na jednej z osi wspdlrzednych.

Wyznaczyé cos 4(a, b), jezeli:

a) a=(8,4,1),b=(2,1,-1),
b) a=(3,0,4), b= (2,-2,1),
¢) a=(1,0,0), b=(0,1,0).

Znalezé cosinusy kierunkowe wektora OA, jezeli O(0,0,0), A(2,1,3).

Wyznaczy¢ cosinusy kierunkowe wektora wodzacego punktu A(—2,1,2).

Wyznaczy¢ iloczyn skalarny wektoréw AB i CD, gdzie A(2,1,-3), B(1,0,3),

C(~1,2,3) i D(1,2,3).

Dane sa wektory: a = (5,-3,4), b= (2,1,-2), ¢ = (1,1, 2). Obliczy¢:

Dane sa wektory: a = (—1,0,2), b =(2,3,5) i ¢ = (1, —1,2). Obliczy¢:
a) 2a— 3b +4c,

) ax (5b—3c),

) a(2a+4c),

) 3a—2b+ (ba)(axb),

) (2a) x (axc),

) |a] |b|sin<(a,b),

g) la] [c]cos «(a,c),

h) [3a — 4b|sin <(a, b).

o o O

@

—h
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

144

Dane sa punkty: A(1,2,4), B(5,1,2) i C(3,4,1). Wyznaczy¢ wspoirzedne ilo-
czynu wektorowego AB x AC.

Dla wektoréw a = (ag,bz), b = (ba, by) dane sa: |a| = 3, |b| = 3, <(a,b) =
= 2/37. Obliczy¢:

a) |a+ b,
b) |a—b].

Sprawdzié, czy tréjkat ABC o wierzcholkach A(3,2), B(6,5) i C(1,10) jest
prostokatny.

Dany jest tréjkat o wierzchotkach: Py(2,—1,1), P»(0,1,-3), P5(2,1,2). Obli-
czy¢:

a) obwdd i pole tego tréjkata,
b) wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka Ps.

Na plaszczyznie Oxy punkty A(4,0), B(3,3), C(0,2) i D(2,—1) sa wierzchol-
kami czworokata. Obliczy¢ pole tego czworokata.

Na plaszczyZnie Oxy punkt C(1,1) jest srodkiem odcinka AB, gdzie A(z,5),
B(—2,y). Obliczyé: z i y.

Punkty A(6,3,7), B(2,3,1), C(—5,—4,8) i D(4,1, —2) sa wierzchotkami czwo-
ro$cianu. Obliczy¢:

a) objetosé tego czworoscianu,

b) wysoko$é h opuszczona z wierzchotka C.

Na ptlaszczyznie Oxy znalezé:

a) wspélrzedne biegunowe (r,¢) punktu o wspdlrzednych prostokatnych (—3,4),

b) wspélrzedne prostokatne punktu o wspdlrzednych biegunowych (7”, <p) =
= (4, Y 7T).

Udowodni¢, ze dla dowolnych wektorow:

wektory p X a, p X b, p X ¢ sa liniowo zalezne.
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7.3. Geometria analityczna na ptaszczyznie

7.3.1. Wiadomosci ogdlne o réwnaniach linii

W podrecznikach ze szkoly éredniej zaleznos¢ miedzy zmiennymi x i y, postaci

y=ax+b (7.15)
nazywa si¢ rownaniem prostej, gdzie a, b — stale, niezalezne od x i y.

Zapis

réwnanie (7.15) jest réwnaniem prostej p

oznacza, ze:

1) wspélrzedne (x,y) dowolnego punktu prostej p spelniajg réwnanie (7.15),

2) kazda uporzadkowana para (:U,y)7 ktora spelnia réwnanie (7.15) reprezentuje
punkt lezacy na prostej p.

W ogélnym przypadku zaleznosé
y=/f(x) lub  F(z,y)=0,

gdzie f(z) lub F(x,y) sa funkcjami ciaglymi, jest réwnaniem pewnej linii (krzywej),
np. prostej, okregu.

Przyktad

Zaleznosé
y=3r+2

jest réwnaniem prostej przechodzacej przez punkty (0,2), (1,5).
Natomiast zaleznosé

x2+y2:4

jest réwnaniem okregu o $rodku (0, 0) i promieniu r = 2. Na tym okregu leza wszystkie
punkty o wspétrzednych (z,y), ktére spelniaja zaleznosé (réwnanie) 2% + y* = 4.

Dwa rézne réwnania moga przedstawia¢ te sama linie. Na przykltad réwnania
y = 2x 1 2y — 4x = 0 przedstawiaja te sama prosta.

7.3.2. Réwnania parametryczne linii
Ze szkoty sredniej wiemy juz, ze dwa réwnania

{ &=z +at (7.16)

y=1yo+ Bt
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gdzie t € R, opisujg prosta przechodzaca przez punkt P (xo,yo) i réwnoleglta do
wektora v = (a, ). Méwimy, ze (7.16) sa réwnaniami parametrycznymi proste;.
Rozwazamy przypadek ogdlny. Niech ¢(t) i h(t) beda funkcjami okreslonymi
i ciaglymi zmiennej ¢t € (a, ﬁ)
WezZmy pod uwage réwnania

{zizg . te(f) (7.17)

Dla kazdego t € (o, 8) funkcje g(t), h(t) okreslaja punkt (z,y) = (g(t), h(t)) lezacy
na plaszezyznie Oxy. Méwimy, ze réwnania (7.17) sa réwnaniami parametrycznymi

linii {. Oznacza to, ze:

1) dla dowolnego punktu P(zo,y0) lezacego na linii [ istnieje g € («, 3) takie, ze

{ w0 = g(to)
yo = h(to)

2) dla kazdego t € (a,3) punkt o wspélrzednych (z,y) = (g(t), h(t)) lezy na linii I.

Przyktad
WezZmy pod uwage réwnania

t € (0,2n) (7.18)

xr =r7cost
y=rsint ’

gdzie r — ustalona stala dodatnia, np. r = 5.

Linia opisana tymi réwnaniami jest okregiem o promieniu r > 0 i rodku w po-
czatku ukladu wspétrzednych. Odleglosé d punktu (z,y) = (rcost,rsint) od punktu
(0,0) wynosi

d= \/x2+y2:\/r20052t—|—r2sin2t:r,

dla dowolnego t € <0, 27r).

Przyktad

Réwnania

{x:2cost

™
Y= 2sint ’ te <0,§> (7.19)

opisuja tuk okregu przedstawionego na rysunku 7.25.
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0] 2 x

Rys. 7.25. Luk okrggu opisany réwnaniami (7.19)

7.3.3. Punkty wspdlne dwdch linii

Rozwazmy dwie linie (krzywe) [y i l2 o réwnaniach:

li: y=fi(z) (7.20)
la: y= fa(x) (7.21)

Punkt o wspétrzednych (xo,yo) jest punktem wspdllnym linii /1 i ls wtedy i tylko
wtedy, gdy

yo = f1(xo) i o= fa(zo).

Przyktad
Wezmy pod uwage proste [ i l2 o rOwnaniach:

li: y= 2x+6,
lo: y=-3z+1.

Punkt (xo,yo) = (—1,4) spelnia réwnoczeénie réwnania prostych l; i lo. Zatem jest
punktem wspdlnym tych prostych — punktem przeciecia sie prostych.
Punkt (xo, yo) = (—1,4) jest rozwiazaniem ukladu réwnan

y= 2x+6
y=-3z+1"

7.3.4. Réwnanie kierunkowe prostej na ptaszczyznie

Roéwnanie postaci
y=mx+b (7.22)

gdzie: m, b — stale, nazywamy réwnaniem kierunkowym proste;.
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W interpretacji geometrycznej punkt (0,b) jest punktem przecigcia sie rozwaza-
nej prostej z osia Oy, natomiast m = tg ¢, gdzie ¢ jest katem nachylenia tej prostej
do osi Ox (rys. 7.26).

(0,0)

O X

Rys. 7.26. Prosta o réwnaniu y = ma + b, gdzie m = tgp

Liczbe m nazywamy wspdlczynnikiem kierunkowym prostej (7.22). Latwo za-
uwazyé, ze m > 0dla 0 < ¢ < lYomoraz m < 0 dla 17w < ¢ < 7. Dla m = 0 prosta
ma réwnanie y = b i jest réwnolegla do osi Ox.

Dowodzi sie, ze dowolna prosta nieréwnolegta do osi Oy ma réwnanie postaci
(7.22). Natomiast prosta rownolegla do osi Oy, przecinajaca o§ Ox w punkcie (a,0),
ma réwnanie

r = Q.

7.3.5. Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty

Na plaszczyznie Oxy wezmy pod uwage dwa punkty A(x1, yl) i B(xg, yg), gdzie
T1 # Ta.
Prosta przechodzaca przez punkty A i B ma nastepujace réwnanie

BTV ) (7.23)

Latwo sprawdzié, ze punkty (xl, yl), (.132, yg) spelniaja réwnanie (7.23).
Oproécz tego widaé, ze réwnanie (7.23) jest réwnaniem kierunkowym prostej
przechodzacej przez punkty o wspdlrzednych (xl, yl), (.132, yg) dla x1 # xs.

Przyktad
Napiszemy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty: A(3,5), B(6,2). Dla
tych punktéw réwnanie (7.23) ma postaé:

2-5
y=5=g—5@=3)

148



7.3. Geometria analityczna na ptaszczyznie

y—5:—1($—3),
y=—z+8.

Ostatnia zaleznos¢ jest réwnaniem kierunkowym prostej przechodzacej przez punkt
A(3,5) 1 B(6,2).

7.3.6. Réwnanie ogdlne prostej na ptaszczyznie

Roéwnanie postaci
Az +By+C=0 (7.24)

gdzie: A, B, C € R, A + B? > 0, nazywamy réwnaniem ogélnym prostej. Dowodzi
sie, ze kazda prosta na plaszczyznie Oxy mozna opisaé¢ réwnaniem (7.24).

Jezeli C' = 0, to prosta o réwnaniu (7.24) przechodzi przez poczatek ukladu
wspOlrzednych — punkt (0, 0) spelnia réwnanie tej prostej.

Jezeli A = 0, to prosta (7.24) jest réwnolegla do osi Ox Jezeli B = 0, to prosta
(7.24) jest réwnolegla do osi Oy.

Jezeli A#£0, B#01C # 0, to réwnanie (7.24) mozemy zapisa¢ w postaci

r Yy
42 -1 2
a+b (7.25)
gdzie:
ae_C
=-7
C
b——E.

Roéwnanie (7.25) nazywamy réwnaniem odcinkowym proste;j.
x
Prosta o réwnaniu odcinkowym — + % = 1 przecina 0§ Ox w punkcie (a,0) i o$
a

Oy w punkcie (0,b).

Przyktad
Prosta o réwnaniu ogdlnym

5r+2y—10=0

mozemy zapisa¢ w postaci réwnania kierunkowego

5
y=—§x+5

lub w postaci réwnania odcinkowego

z Y
42
2 t5
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W réwnaniu ogdlnym prostej
Az +By+C=0

wektor u = (A4, B) jest prostopadly do tej prostej. Ta geometryczna interpretacja
parametréw A i B jest wazna i czesto wykorzystywana w zadaniach.

y

Yo

0

Rys. 7.27. Prosta przechodzaca przez punkt Py (mo, yo) i prostopadta
do wektora u = (4, B)

Prosta przechodzaca przez punkt Py (wo,yo) i prostopadia do niezerowego wek-
tora u = (A, B) (ilustruje ro rysunek 7.27) ma nastepujace réwnanie

A(x —x0) + B(y —yo) = 0. (7.26)
Réwnanie (7.26) réwniez nazywamy réwnaniem ogdlnym prostej.
Przyktad
Napisa¢ réwnanie ogdlne prostej przechodzacej przez punkty P(6,3) i Q(2,4)
3

2
Innymi stowy, mamy wyznaczy¢ takie A, B, C € R, A+ B% > 0, aby punkty P(6,3)
Q(2,4) spelnialy réwnanie

Ar+By+C=0 (7.27)

Po wstawieniu wspélrzednych punktéw P i @ do réwnania (7.27) otrzymamy

6A+3B+C=0
2A+4B+C=0"

Jest to uktad dwbch réwnan liniowych o trzech niewiadomych: A, B i C. Taki uktad
réwnan moze mie¢ nieskonczenie wiele rozwiazan. Jedna z niewiadomych, np. C, mo-
zemy dobraé w sposéb dowolny, a pozostale niewiadome wyznaczy¢. Jednak musi by¢
spelniony warunek A2 + B2 > 0.
W tym przyktadzie, dla C' = 1, otrzymamy
1 2

A=——, B=--
18 9

150



7.3. Geometria analityczna na ptaszczyznie

Czyli prosta przechodzaca przez punkty P(6,3) i Q(2,4) ma nastepujace réwnanie
w postaci ogdlnej
! 2 +1=0
——x— = =0.
187 " 9Y

Réwnanie to mozemy réwniez zapisa¢ w postaci
r+4y —18 =0.

7 tego przyktadu widaé, ze dana prosta moze mieé nieskoniczenie wiele réwnan w po-
staci ogdlnej.

7.3.7. Réwnanie wektorowe i parametryczne prostej na pfaszczyznie

Na ptlaszczyznie Oxy wezmy pod uwage punkt My (xo, yo) i wektor v = (a, ﬂ),
przy czym zakladamy, ze v # 0.

Chcemy napisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkt My i réwnoleglej
do wektora v (rys. 7.28).

y
/Nlévt
M/O“/M
M \'%
/ 0
1 ¥0) T
O X

Rys. 7.28. Prosta przechodzaca przez punkt My i réwnolegta do wektora v

Réwnanie to zapiszemy w postaci zaleznosci miedzy wektorami. Niech rg bedzie
wektorem wodzacym punktu My, rg = OMj, natomiast r niech bedzie wektorem
wodzacym dowolnego punktu M (x,y) na szukanej prostej, r = OM. Wektor MyM

mozemy napisa¢ w postaci MgM = v - t, gdzie t € R.
Widaé, ze punkt M lezy na prostej przechodzacej przez punkt My i réwnoleglej
do wektora v wtedy i tylko wtedy, gdy

r=rg+ vt (7.28)

Zalezno$é (7.28) nazywamy réwnaniem wektorowym prostej przechodzacej przez
punkt My, o wektorze wodzacym rg, i rownoleglej do wektora v # 0. W réwna-
niu tym r jest wektorem wodzacym dowolnego punktu M, punktu biezacego na tej
prostej, a t € R. Wartosci parametru ¢t € R wyznaczaja punkty na prostej.
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Przy oznaczeniach:

rog = (x()?yo)v
v=(a,p),
r = (z,9),

réwnanie (7.28) mozemy zapisa¢ w postaci

(z,y) = (z0, %0) + (o, B)t.

Stad, po rozpisaniu na wspolrzedne, otrzymamy

{x:xﬁat teR (7.29)

y=yo+ Bt’

Moéwimy, ze (7.29) sa réwnaniami parametrycznymi prostej przechodzacej przez punkt
(z0,y0) 1 réwnoleglej do wektora (o, 8) # (0,0). Liczby « i 3, wspélrzedne wektora
v, nazywamy wspoélczynnikami kierunkowymi prostej zapisanej w postaci parame-
trycznej.

Prosta przechodzaca przez punkty P(xl, yl) i Q(xg, yg) ma nastepujace rowna-
nia parametryczne

{x:x1+ (xg—xl)t
y=vy1+ (v2—w1)t’
Przyktad

Roéwnania parametryczne prostej przechodzace] przez punkt P(2,3) i réwnoleg-
tej do wektora v = (—4,1) maja postaé

tec R

r=2—-4t
Przyktad

Prostg o réwnaniu w postaci ogdlnej
4r—3y+9=0 (7.30)

zapisa¢ w postaci parametrycznej.

W tym celu wyznaczymy dwa rézne punkty lezace na prostej (7.30). Latwo
widaé, ze punkty P(—9/4,0) i Q(0,3) spelniaja réwnanie rozwazanej prostej. Zatem
mozemy przyjaé, ze wektor PQ = (9/4,3) jest réwnolegly do szukanej prostej — jako
jeden z mozliwych wektoréw rownolegtych. Oprocz tego szukana prosta przechodzi
przez punkt Q(0,3).

Roéwnania parametryczne prostej (7.30) maja postacé

x—gt
4 , teR.
y=3+3t
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Przyktad
Prosta [ zadana jest réwnaniami parametrycznymi
r=2-3t
{y:1+4t’ teR (7.31)

Napisa¢ rownanie ogdlne tej prostej.

7 réwnania x = 2 — 3t wyznaczamy parametr ¢, jako funkcje zmiennej z, a na-
stepnie tak obliczone t wstawiamy do drugiego réwnania parametrycznego tej proste;j.
Otrzymamy:

’ 1 . 2
= ——=X —_
3 3’7
1 2
=1+4|—- -
Y + ( 3x+3>,
czyli
4o +3y—11=0. (7.32)

Ostatnia zaleznos¢ jest rownaniem ogdlnym prostej o réwnaniach parametrycz-
nych (7.31). Oznacza to, ze dla kazdego punktu (xo, yo) spelniajacego réwnanie (7.32)
istnieje tg € R takie, ze

£U0:2—3t0
y0:1+4t0 ’

Z drugiej strony, latwo widaé, ze x = 2 — 3t, y = 1 + 4¢ spelniaja réwnanie (7.32) dla
kazdego t € R.

7.3.8. Odlegtos¢ punktu od prostej na ptaszczyznie

Na plaszczyznie Oxy (rys. 7.29) weZzmy pod uwage prosta p o réwnaniu w po-
staci ogdlnej

Az +By+C=0
i punkt M(J:O, yo).

Odlegloé¢ punktu M (zo,y0) od prostej p jest dlugoscia odcinka MM, gdzie
M’ jest rzutem punktu M na prosta p.

Dowodzi sie, ze prawdziwe jest nastepujace

TWIERDZENIE 7.10. Odleglosé d punktu M(xo,yo) od prostej p o rownaniu
Ar+Bx+C=0
wyraza sie wzorem

_ |Azo + Byo + C|

d
Nyey:2

(7.33)
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O X

Rys. 7.29. Ilustracja odlegtosci punktu M od prostej p
Przyktad
Obliczy¢ odlegto$é poczatku uktadu wspotrzednych Oxy od prostej
Jx+4y —2=0.
W tym przykladzie mamy M (0,0) i ze wzoru (7.33) otrzymamy

2] _ 2

7.3.9. Wzajemne pofozenie prostych na ptaszczyznie

Rozwazmy proste I3 i lo o réwnaniach w postaci ogdlne;j:

ly: A1$+Bly—|—0120,
lo: A2$+Bgy—|—02:0.

Proste [; i I3 moga:

by¢ do siebie prostopadte ({1 Lls),

byé réwnolegle (I || I2),
— pokrywad sie (sa identyczne),

przecinaé sie w jednym punkcie, w szczegdlnosci pod katem prostym.

Katem nachylenia prostych I i I3 nazywamy kat, nie wigkszy od kata prostego,
o ramionach réwnolegltych do tych prostych.
Dowodzi sie, ze jezeli proste zadane sa réwnaniami:

li: Ajxz+ Biy+Cy =0,
lo: Asx+ Boy+ Cy =0,
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to:
) proste Iy i ls sg prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy A; A + B1 B2 =0,
) proste {1 i ls sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy A1 By — A2 B1 =0,
3) maja dokladnie jeden punkt przecigcia wtedy i tylko wtedy, gdy A3 By — A2 By # 0,
) cosinus kata nachylenia tych prostych wyraza sie wzorem
|A1 Az + By By

cosa = 7.34
A} + B} \/A? + B? (7.34)

Przyktad

Zbadaé, czy punkty A(2,4), B(5,6) i C(1,2) leza na jednej prostej.

Najpierw napiszemy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A i B, a na-
stepnie sprawdzimy, czy punkt C lezy na tej prostej. Prosta przechodzaca przez punk-
ty A1 B, na podstawie wzoru (7.23), ma nastepujace réwnanie
_6-4
S 5-2

y_4 (l‘—2),

a po przeksztalceniach

2 .8
=-z+-.
Yy=37T3

Widaé, ze punkt C(1,2) nie lezy na prostej y = 2/3x + 8/3, gdyz 2 # 2/3+ 8/3. Zatem
punkty A(2,4), B(5,6), C(1,2) nie leza na jednej proste;j.

Przyktad
Wyznaczyé¢ kat nachylenia prostych

3r+y—3=0 i 62 + 12y — 11 =0.
Skorzystamy z zaleznosci (7.34) i otrzymamy

118 4 12| 1
VI+1V36+144 2

Stad rozwazane proste tworza kat ostry, a = /4.

CcCosax =

Przyktad
Obliczy¢ odlegloéé miedzy prostymi

3z +4y+25=0 i 6x — 8y +45=0.

Z warunku réwnolegloéci prostych (A1By — A3B; = 0), w tym przykladzie
—24 — (—24) = 0, wynika, ze rozwazane proste sa réwnolegle.

Odleglosé miedzy prostymi réwnolegtymi, to odlegto$é dowolnego punktu na
jednej prostej od drugiej proste;j.

155



7. Geometria analityczna

Latwo zauwazy¢, ze punkt M (—7,1) lezy na prostej o réwnaniu 3x —4y+25 = 0.
Odlegtosé punktu M od prostej 6z — 8y + 45 = 0, na podstawie (7.33), obliczymy
z zaleznosci

6(—7) —8(1) +45] 1

d= =
/36 1 64 2

Zatem odlegto$é miedzy prostymi 3z —4y +25=0 i 62 —8y+45=0,d = 1/.

Przyktad

Przez punkt przeciecia prostych 4z + 7y —15 =01 92 — 14y — 4 = 0 poprowadzié¢
prosta prostopadla do prostej 9z — 14y — 4 = 0.

Wyznaczymy najpierw punkt przeciecia sie pierwszych dwéch prostych. Wspol-
rzedne punktu przeciecia sie tych prostych beda rozwiazaniem uktadu réwnan

4z 4+ Ty—15=0
9z — 14y — 4=0"

Latwo obliczy¢, ze uporzadkowana para (xo,yo) = (2,1) speia ten uklad réwnan.
Stad wniosek, ze proste 4z + Ty — 15 = 01 9z — 14y — 4 = 0 przecinaja sie w punkcie
o wspélrzednych (2, 1).

Wektor (A1, By) = (9,—14) jest prostopadly do prostej 9z — 14y — 4 = 0.
Natomiast wektor (14,9) jest prostopadly do wektora (Ai,Bi) = (9,—14), gdyz
(9,—14) - (14,9) = 0 — warunek prostopadlosci wektordw.

Zatem wektor (14,9) jest prostopadly do szukanej prostej. Wiadomo, ze prosta
przechodzaca przez punkt (xo,yo) i prostopadla do wektora (A, B) ma nastepujace
réwnanie w postaci ogblnej

A(x—a:o) +B(y—y0) =0.

W naszym przypadku mamy A =14, B =9, zo = 2, yo = 1, czyli szukana prosta ma
réwnanie

14(zx—2)+9(y—1) =0,
a po przeksztalceniach

14z + 9y — 37 = 0.

Zadania

1. Wyznaczyé réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez punkty A i B:
a) A(1,0), B(-7,1),
b) A(0,-1), B(7,-1),
c) A(3,5), B(2,1).

156



7.3. Geometria analityczna na ptaszczyznie

10.
11.

12.
13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

. Napisa¢ réwnania parametryczne prostej 3x + 2y — 3 = 0.

. Napisa¢ réwnanie wektorowe prostej przechodzacej przez punkty A(1,0),

B(—6,1).

. Napisa¢ réwnania parametryczne prostej przechodzacej przez punkt A(2,—1)

i rownolegtej do prostej 2z —y + 1 = 0.

. Znalez¢ wektor rownolegly do prostej 3z — 2y 4+ 6 = 0.
. Zmalez¢ wektor prostopadly do prostej 3y + 2 = 0.

. Obliczy¢ pole trojkata ograniczonego osiami wspotrzednych ukladu Oxy i prosta

Az —3y+5=0.

. Obliczy¢ odlegtoéé punktu P(1,3) od érodka odcinka AB, gdzie A(4,7),

B(-2,-3).

. Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt O(0,0) oraz:

a) réwnoleglej do prostej y = = + 1,

b) prostopadtej do prostej y = /3 + 10,

c) tworzacej kat 1/4m z prosta y = 2z + 8.

Sprawdzié, czy punkty A(2,4), B(6,8) i C(11,13) leza na jednej prostej.
Wyznaczyé odlegloéé poczatku uktadu wspoétrzednych Oxy od prostej
3z +5y—7=0.

Obliczy¢ odleglo$¢ punktu P(—3,2) od prostej 4o — 7y + 10 = 0.
Sprawdzi¢, czy punkty (—4,1), (0,0) leza po tej samej stronie prostej

3z —2y+5=0.

Zmnalez¢ odleglo$é miedzy prostymi: 12x — by — 78 = 0, 122 — 5y — 52 = 0.
Wyznaczy¢ kat miedzy prostymi: y = 4z + 5, y = —22 + 10.

Na plaszczyznie Oxy dany jest tréjkat ABC o wierzchotkach: A(1,2), B(0,5)
i C(—2,2). Wyznaczy¢ punkt przecigcia si¢ sSrodkowych tego tréjkata.

Punkty A, B, C'1 D sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD. Ob-
liczyé¢ wspéirzedne wierzchotka D(xo,yo) jezeli wiadomo, ze A(4,3), B(1,1)
i C(6,-5).

Wyznaczy¢ wspolrzedne (xo,yo) srodka ciezkoSci trojkata o wierzchotkach:
A(0,0), B(7,0)1 C(4,4).

Obliczy¢ wspdlrzedne Srodka ciezkosci trojkata ABC wykonywanego z blachy
jednorodnej, jezeli A(1,1), B(2,-2) i C(5,—1).
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7.4. Geometria analityczna w przestrzeni

7.4.1. Réwnania ptaszczyzny w przestrzeni

W ukladzie wspélrzednych Oxyz rozwazmy punkty Py, P; i P» o wektorach
wodzacych, odpowiednio, rg, r1 i ro (rys. 7.30).

Zaktadamy, ze punkty Py, P; i P, nie leza na jednej prostej, a zatem wyznaczaja
plaszczyzne m. Chcemy napisaé¢ réwnanie tej plaszcezyzny. Przyjmujemy oznaczenia

V1:POP1, VQZP()PQ, I‘ZO—P.

WeZzmy pod uwage wektor V. = v; X vg, gdzie X — oznacza iloczyn wektorowy
wektorow.
z
Py
Vo ~7
Py S r—rg P
> Y- T
Vi //”/
To ro Ir %
Py
0] 1 X
Y,

Rys. 7.30. Ptaszczyzna przechodzaca przez punkty Py, P1 i P>

Punkt P, o wektorze wodzacym r, lezy na plaszczyznie w, wyznaczonej przez
Py, P i Py, wtedy i tylko wtedy, gdy

V(r—ry) =0 (7.35)
Ostatnia zaleznos¢ oznacza, ze wektory V i r — rg sa do siebie prostopadle.

Zaleznosé

V(r—ry) =0 (7.36)

nazywamy rownaniem wektorowym plaszczyzny przechodzacej przez punkt Py, o wek-
torze wodzacym rg, i prostopadtej do wektora V # 0. W réwnaniu tym r jest wekto-
rem wodzacym dowolnego punktu P lezacego na plaszczyznie .

Przyjmujemy oznaczenia:

V = (4,B,0),
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ro = (l”o,yoyzo),
r= (x,y,z).

Wéwezas réwnanie (7.36) mozemy napisa¢ w postaci:

(A,B,C) ((.’E,y,Z) - (x07y0720)) = 07
(A,B,C)(x—xo,y—yo,z—zo) =0,
A(x —xo) —|—B(y—y0) —i—C(z — zo) =0 (7.37)

Ostatnie réwnanie nazywamy réwnaniem ogdlnym plaszczyzny.
W réwnaniu

Az —20) + By —yo) + C(z — 20) =0,

(A, B, C) jest wektorem prostopadtym do plaszczyzny, (x0,yo, 20) jest punktem, przez
ktory ta plaszczyzna przechodzi, a (x,y, z) jest dowolnym punktem lezacym na tej
plaszczyznie.

Roéwnanie (7.37) mozemy zapisa¢ w postaci

Az +By+Cz+D =0 (7.38)
gdzie D = — (AJ:O + Byo + C’zo), ktére rowniez nazywamy réwnaniem ogélnym plasz-
czyzny.

W przypadku gdy A # 0, B # 0, C # 01 D # 0 réwnaniu (7.38) mozemy nadaé
postaé

—+HI=1 (7.39)
gdzie

a=-L e R F D

A - B’ C’

ktore nazywamy rownaniem odcinkowym plaszczyzny. W réwnaniu tym parametry a,
b, c maja prosta interpretacje geometryczna. Mianowicie, punkty o wspoétrzednych

(0,0,0),  (0,6,0),  (0,0,¢)
sg punktami przeciecia sie plaszczyzny z osiami wspo6lrzednych, odpowiednio, Ox, Oy
i Oz.

Wezmy pod uwage trzy punkty nie lezace na jednej prostej

PO(xlvylvzl)v Pl(x27y2vz2)7 PQ(.’E?,,Z/?,,Z?,).
Punkty te wyznaczaja plaszczyzne. Dowodzi sie, ze plaszczyzna ta jest opisana réw-
naniem

r y 2z 1

r1 Yy 21 1

T Y2 22 1
3 Y3 23 1

=0 (7.40)

159



7. Geometria analityczna

lub réwnaniem
r—T1 Y—Yy1 22— 21

T2 — X1 Y2 — Y1 22 — 21 =0.
T3 — &1 Y3 — Y1 23 — L1

Przyktad

Napisa¢ rownanie plaszczyzny m przechodzacej przez trzy punkty
Py(2,0,0), P(0,2,0), P5(0,0,3).

Roéwnanie tej plaszczyzny napiszemy w trzech postaciach: odcinkowej, ogdlnej
i przy wykorzystaniu zaleznosci (7.40).

I. ROWNANIE ODCINKOWE. Z interpretacji geometrycznej parametréw a, b, ¢ w réw-
naniu (7.39) widaé, ze plaszczyzna ™ ma nastepujace réwnanie odcinkowe

II. ROWNANIE OGOLNE. Wektor
V= POP1 X POP2 = (—2,2,0) X (—2,0,3) = (6,6,4)

jest wektorem prostopadlym do poszukiwanej plaszczyzny. Oprécz tego plaszczyzna
ta przechodzi przez punkt Py(2,0,0). Stad i z interpretacji parametréw w réwnaniu
(7.37) otrzymujemy, ze

6(x—2)+6(y—0)+4(z—0)=0
jest réwnaniem ogoélnym plaszczyzny przechodzacej przez punkty Py, P i Ps.

III. ROWNANIE W POSTACI (7.40). Dla punktéw Py(2,0,0), P1(0,2,0) i P»(0,0,3)
réwnanie (7.40) przyjmuje postaé

S o N8
o Nn o
W O oW
[ e = =

Po rozwinieciu tego wyznacznika wzgledem pierwszego wiersza otrzymamy nastepu-
jace réwnanie

6x + 6y +4z—12=0.
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Y,

Rys. 7.31. Prosta przechodzgca przez punkt Py i réwnolegla do wektora v # 0

7.4.2. Réwnania prostej w przestrzeni

W ukladzie wspolrzednych Oxyz wezmy pod uwage punkt Py o wektorze wo-
dzacym ro oraz wektor v = (a,3,7), przy czym v # 0 (rys. 7.31).

Napiszemy réwnanie prostej, ktora przechodzi przez punkt Py i jest rownolegla
do wektora v.

Dowodzi sie, ze punkt P, o wektorze wodzacym r, lezy na poszukiwanej prostej
wtedy i tylko wtedy, gdy

r=rg+vt (7.41)

gdzie t jest parametrem, t € R.
Roéwnanie (7.41) nazywa sie rbwnaniem wektorowym prostej przechodzacej przez
punkt o wektorze wodzacym rq i réwnoleglej do wektora v # 0.
Przyjmujemy oznaczenia:
o = (l”o,yoyzo),
V= (O{, ﬁy FY) ’
r= (x, Y, z)
Wéwezas réwnanie (7.41) przyjmuje postaé:
(L% Z) = ($07y0, ZO) + (ayﬁyfy)ty
(l‘yya Z) = (xO + at, yo + ﬁty Zo + Fyt)a
lub inaczej

r=x9+ at
y=yo+pt, teER (7.42)
z=2z9+ 1
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Zalezno$ci (7.42) nazywamy réwnaniami parametrycznymi prostej przechodzacej
przez punkt o wspélrzednych (2o, yo, 20) i réwnoleglej do wektora v = (o, 3,7).
Rozpatrzmy dwie nieréwnolegle plaszczyzny o réwnaniach wektorowych:
™ Vl(r—rl) =0,
To: Vg(r — rg) =0,
lub o réwnaniach w postaci ogdlnej:
e Al(x—x1) +Bl(y—y1) +C'1(Z — 21) =0,
Ty : Ag(x — xg) +Bz(y - yz) + C’g(z — 22) =0.
Stad, ze ptaszczyzny m; 1 w9 nie sg rownolegle wynika, ze V1 x Vg # 0 oraz plaszczyzny

te przecinaja sie wzdluz prostej, ktora jest krawedzia ich przeciecia.
Uktad réwnan

{Al(:c—x1) +Bi(y—y1) +Ci(z —21) =0
Ag(x — x2) + Ba(y — y2) + Ca(2 — 22) =0

nazywamy rownaniem krawedziowym prostej, ktéra powstaje w wyniku przeciecia sie
plaszczyzn my i mo.

Przyktad
Napisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkty A(3,6,8) i B(2,3,5).

Wektor v = AB = (-1, -3, —3) jest réwnolegty do prostej przechodzacej przez
punkt A i B. Zatem rownania parametryczne poszukiwanej prostej majg postaé

r=3— t
y=6—3t, teR.
z=8—3t

Przyktad

Prosta

I r—2y+32+1=0
3x+ y— z2—5=0

napisa¢ w postaci rownan parametrycznych.
Widag¢, ze prosta L jest krawedzia przeciecia sie plaszczyzn

m: x—2y+32+1=0, my: 3rx+y—z—5=0.

Aby napisaé¢ réwnania parametryczne prostej L musimy zna¢ punkt (xo, Y0, zo), przez
ktoéry ta prosta przechodzi oraz wektor v réwnolegly do tej prostej.

Punkt (xo, 20, zo) jest dowolnym punktem, ktéry jednoczeénie lezy na ptaszczyz-
nie w1 i mo. A zatem (xo, 20, zo) mozemy wyznaczy¢ jako dowolne rozwigzanie uktadu
rownan

r—2y+32+1=0
{3x+ y— z—5=0"
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Mozemy przyjacé, ze np. zgp = 0 i otrzymamy

r—2y+1=0
3r+ y—5=0"

A stad xg = %7, yo = 8/7. Czyli (xo,yo, zo) = (9/7, 8/7, O).

Na podstawie interpretacji geometrycznej parametrow réwnania plaszezyzny
widaé, ze wektor (1,—2,3) jest prostopadly do plaszczyzny w1, a wektor (3,1,—1)
jest prostopadly do ptaszczyzny mo. Zatem wektor

v=(1,-2,3)% (3,1,-1) = (—-1,10,7)

jest rownolegly do krawedzi przeciecia si¢ plaszezyzn 7; i mo. Stad i z (7.42) otrzy-
mamy nastepujace réwnania parametryczne prostej L

x—g—t

7
8

y=2 41000 PER
7

z=Tt

Latwo sprawdzi¢, ze x = 9/7—1t, y = 8/7+10t, z = Tt spelniaja réwnania krawedziowe
prostej L dla kazdego t € R.

Przyktad

Znale7¢ réwnanie plaszczyzny m przechodzacej przez punkt M (-3, 1,0) i prosta
r=3+4+2t

L: ¢ y=1—-t teR.
z=t

Punkt M(—3,1,0) nie lezy na prostej L, gdyz nie istnieje takie t € R, ze

—-3=3+2t
1=1-1¢
0=t

Aby napisaé¢ réwnanie plaszczyzny m musimy znaé wektor prostopadly do tej ptasz-
czyzny. Punkty A(3,1,0), B(5,0, 1) leza na prostej L. Pierwszy z tych punktéw otrzy-
mujemy dla t = 0, a drugi dla t = 1. Wektory AM = (—6,0,0), BM = (—8,1,—1) sa
réwnolegte do ptaszczyzny w. Zatem wektor

V = AM x BM = (—6,0,0) x (=8,1,—1) = (0, -6, —6)

jest prostopadly do szukanej plaszczyzny. Stad plaszczyzna m ma nastepujace rownanie
0(x —(=3)) —6(y—1) —6(2 — 0) =0,

czyli
—6y — 62+ 6 =0.
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7.4.3. Odlegtos$¢ punktu od prostej lub ptaszczyzny w przestrzeni

W prostokatnym ukltadzie wspotrzednych Oxyz wezmy pod uwage prosta o row-
naniach parametrycznych

r=x9+ at
L: y=1yo+ Ot , teR
z=2z9+ 1

oraz punkt P o wektorze wodzacym rq (rys. 7.32).

z P
d
E L_
] =
ry 2 A\
M
//"/ Po(o, Yo, 20)
"0 o x

y,
Rys. 7.32. Odlegtos¢ d punktu P od prostej L

Odlegloscia punktu P od prostej L jest dlugosé odcinka |PM| = d, gdzie M jest
rzutem prostopadtym punktu P na prosta L. Niech ry bedzie wektorem wodzacym
punktu Py(xo,yo0,20) lezacego na prostej L. Widaé, ze d jest wysokoécig réwnole-
globoku utworzonego przez wektory v i ro — r1, gdzie v = (a,/3,7). Stad, ze pole
réwnolegloboku utworzonego przez wektory v i ro — r1 jest réwne |(rg —r1) x v|
wynika, ze

rg — I‘1) X V|

d= I (7.43)

vl

Podamy teraz wzér na odlegtoéé¢ punktu od plaszczyzny. Rozwazmy plaszczyzne
7 o réwnaniu

Az +By+Cz+ D=0

oraz punkt P (xo, Y0, zo). Niech M bedzie rzutem prostokatnym punktu P na plasz-
czyzne m (rys. 7.33).

Dlugos$é odcinka |PM | = d jest odlegloscia punktu P od plaszczyzny w. Dowodzi
sie, ze odleglo$é¢ punktu P(z¢, yo, 20) od plaszczyzny o réwnaniu

Az +By+Cz+D =0
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wyraza sie wzorem

_ |Azo + Byo + Czo + D|

d (7.44)
A2+ B2 4 C?
z
J°Po($07 Y0, 20)
d
O X
y,
Rys. 7.33. Odlegtos¢ d punktu P(:co, Y0, zo) od ptaszczyzny w
Przyktad

Obliczy¢ odleglo$é punktu M (3,1, —1) od plaszczyzny o réwnaniu
dr + 5y + 22+ 10=0.
Ze wzoru (7.44) otrzymamy

_J1245-2+10] 25
VI6+25+14 V45

Przyktad
Wyznaczy¢ odleglo$é punktu M(1,2,5) od prostej

r=t
y=1-2t , teR.
z=3+4t

Wykorzystamy wzér (7.43). W tym przykladzie mamy:

ro = (0,1,3), r; = (1,2,5), v =(1,-2,4),
ro—r; = (—1,—1,—2),
(ro—r1) x v=(-1,-1,-2) x (1,-2,4) = (-8,2,3),
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|(ro —r1) x v| = V64 +4+9 = V77,
v =V1+4+16 =21
V7T

Stad iz (7.43) otrzymamy d = —.

V21

7.4.4. Wzajemne potozenie ptaszczyzn i prostych w przestrzeni

Bedziemy rozpatrywaé wzajemne polozenie dwoch prostych, dwoch plaszezyzn
oraz prostej i plaszczyzny w ukladzie wspolrzednych Oxyz. Wiemy, ze dwie proste
przecinaja sie, jezeli maja dokladnie jeden punkt wspolny. Jezeli dwie proste nie maja
punktu wspdlnego i leza w jednej ptaszczyznie, to méwimy ze sa one réwnolegte.
Natomiast proste nazywamy sko$nymi jezeli nie sg réwnolegle i nie maja punktow
wspolnych.

Dwie ptaszczyzny nazywamy réwnoleglymi jezeli nie maja punktéw wspdlnych
lub sa identyczne. Jezeli dwie plaszczyzny nie maja punktéw wspélnych, to méwimy,
ze sa rownolegle w sensie Scistym.

WezZmy pod uwage prosta o réwnaniach parametrycznych

r=x9+ at
l: y=1yo+ Ot , teR (7.45)
z=2z9+ 1

lub réwnaniu wektorowym
I: r=ro+vt, teR (7.46)

gdzie:
v=(a.0.7) 20,

ro — wektor wodzacy punktu P (o, %o, 20)-
Oproécz tego rozpatrzmy plaszczyzne o réwnaniu
m: Az —21)+By—y)+C(z—2) =0 (7.47)

gdzie:
wektor V = (A, B, C’) # 0,
Pi(z1,y1,21).
Prosta [ i ptaszczyzna m moga spelniaé¢ nastepujace warunki:

— mieé¢ dokladnie jeden punkt wspdlny (punkt przebicia plaszczyzny 7 prosta ),
— mieé nieskoniczenie wiele punktéw wspélnych (prosta l lezy na plaszczyznie 7),

— nie mie¢ punktéw wspolnych (prosta [ jest Scisle réwnolegla do plaszczyzny ).
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Omoéwimy teraz szczegdlowo kazda z tych mozliwosci.

Jezeli prosta [l i plaszczyzna m maja dokladnie jeden punkt wspdlny, to istnieje
to € R takie, ze punkt (J:o + ato, Yo+ Bto, 2o+ ’yto) spelnia rownanie plaszczyzny 7,
czyli:

A(xo + atp — x1) + B(yo + Oto — y1) + C(Zo + yto — 21) =0,
) (7.48)

to(Aoz—FBﬁ—FC"y) =A(J:1 —J:o) —|—B(y1 —yo) —|—C’(21 — 2

A(ﬂcl - 900) +B(y1 - yo) +C(Z1 - Zo) B V(I‘1 — I‘o)
Aa + BB+ Cy Vv

to = (7.49)

gdzie:

r; — wektor wodzacy punktu P,
ro — wektor wodzacy punktu Fj.

Jezeli prosta [ i plaszczyzna m maja nieskonczenie wiele punktoéw wspdlnych, to
punkt (zo + ot, yo + Bt, 20 + 7t) spelnia réwnanie plaszczyzny 7 dla kazdego ¢ € R,
czyli

A(xo + at —xl) +B(yo —|—ﬂt—y1) —|—C’(zo + yt — zl) =0
dla kazdego t € R. To za$ oznacza, ze

Vv=0 i V(r1 —ro) =0.

Jezeli prosta [ i plaszczyzna m nie maja punktéw wspdlnych, to znaczy, ze nie
istnieje t9 € R takie, ze punkt (xo + atg, yo + Bto, zo + 'yto) spelnia réwnanie

plaszczyzny .

Przyktad

Wyznaczy¢ wspdlrzedne punktu przeciecia sie prostej

r=12+ 4t
I: S y=9+3t , teR
z=1+1

z plaszczyzna 7: 3z + 5y + 2+ 2 = 0.
Szukamy takiego t € R, aby punkt (12 4 4¢, 9 + 3t, 1 + ¢) spelnial réwnanie
plaszczyzny m, czyli

3(124+4t) +5(9+3t)+(1+t)+2=0,
astad t = —3.

Zatem dla t = —3 punkt prostej [ spelnia réwnania plaszczyzny 7, czyli prosta
l i plaszczyzna m maja punkt wspélny o wspélrzednych (0,0, —2).
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Przyktad

Sprawdzié, czy prosta

lezy na plaszczyznie 7: 8x + 6y — 2z 4+ 6 = 0.

Prosta [ lezy na ptaszczyznie m wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt tej prostej
nalezy do rozpatrywanej plaszczyzny. Innymi stowy, prosta [ lezy na plaszczyznie 7
jezeli dla kazdego t € R punkt (1 +2t, —3—t, —2+ 5t) spelnia réwnanie plaszczyzny,
czyli:

8(1+2t)+6(—3—1¢)—2(—2+5t)+6 =0,
16t — 16t + 10 — 10 = 0.

Ostatnie réwnanie jest spelnione dla kazdego t € R. Zatem rozwazana prosta lezy na
plaszczyznie 7.

Przyktad

WeZmy pod uwage prosta
r=-—-2+43t

l: Cy= b+4t, teR
2= 1

oraz plaszczyzne m: 9x — 6y — 3z + 45 = 0. Zbadaé¢ wzajemne polozenie prostej [
i ptaszczyzny .

Latwo zauwazy¢, ze wektor v = (3,4,1) jest réwnolegly do prostej [, natomiast
wektor V = (9, —6, —3) jest prostopadly do plaszczyzny .

Oproécz tego iloczyn skalarny vV = (3,4,1)(9,—6,—3) = 0. To oznacza, ze
wektory v i V sa prostopadle, a zatem prosta [ i plaszczyzna 7w sa réwnolegtle.

Stad wynika, ze rozwazana prosta lezy na plaszczyznie m lub nie ma punk-
tow wspdélnych z plaszczyzna. Wezmy dowolny punkt lezacy na prostej [, np. punkt
P(-2,5,0). Latwo sprawdzié, ze wspélrzedne punktu P nie spelniaja réwnania plasz-
czyzny 7. Zatem rozwazana w przyktadzie prosta nie ma punktéow wspélnych z ptasz-
CZyzng .

WezZmy pod uwage dwie proste dane rownaniami wektorowymi:

li: r=ry+vit,

lo: r=r94 Vs,
gdzie:

t,s € R,

vi#0,

vy # 0.
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Jezeli vi X v = 0, to prosta l; il sa réwnolegte lub identyczne, a z warunku vivy = 0
wynika, ze rozwazane proste sa prostopadle.

Katem nachylenia prostych l; i lo nazywamy kat (zwykly) miedzy wektorami
réwnoleglymi do tych prostych, czyli kat miedzy wektorami v; i vo. Jezeli przez ¢
oznaczamy kat ostry miedzy prostymi [y i 2, to

[viva

cosp = (7.50)

Vil |ve]
Proste [; i l; maja punkt wspélny, punkt przeciecia sie prostych, jezeli punkt ten lezy
na obu prostych. Analitycznie oznacza to, ze istnieje takie tg € R oraz sg € R, ze

r1 + vitg =12 + vasp.

Zajmiemy sie¢ teraz odlegloscia miedzy dwiema prostymi. Powstaje jednak
pytanie, co rozumiemy przez ,odleglo$¢” miedzy prostymi? Niech Py (xl,yl,zl),
P, (.132, Y2, 22) beda punktami w R?. Wiemy juz, ze liczbe

| P P| = \/(xl —l‘z)z + (y1 —y2)2 + (2’1 = 22)2

nazywamy odleglos$cia miedzy punktami P; i Ps.

Wezmy pod uwage punkt P € [; i punkt @ € l5. Liczbe

= el 1P
nazywamy odleglo$cia miedzy prostymi Iy i ls.

Innymi stowy, odlegtoé¢ miedzy dwiema prostymi jest to najmniejsza odlegloéé
miedzy punktami nalezacymi do tych prostych. Widaé stad, ze jezeli dwie proste
przecinaja sie, to odlegto$é¢ miedzy tymi prostymi wynosi zero.

W przypadku, gdy proste sa réwnolegle, to odlegto$¢ miedzy nimi obliczamy
w ten sposob, ze na jednej z tych prostych obieramy dowolny punkt, i na podstawie
wzoru (7.43), wyznaczamy odleglo$é tego punktu od drugiej prostej. Jezeli proste sa
roéwnolegle, czyli:

li: r=r;+ vt

lo: r=ry+vs,
to dowodzi sie, ze odlegto$é¢ d miedzy tymi prostymi wyraza sie wzorem

(ry—r2) x v
|v|

d— (7.51)

Podamy teraz metode wyznaczania odleglo$ci migdzy prostymi skosnymi:

li: r=r1+vit,

lo: r=r9+4 Vs,
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7. Geometria analityczna

gdzie:
t,s € R,
vi X vg # 0.

Tlustruje to rysunek 7.34. W tym celu rozwazmy plaszczyzne o rownaniu wektorowym
T V(r — r1) =0,

gdzie V = vy X va.

la

Y,

Rys. 7.34. Odlegtos¢ migdzy prostymi skosnymi

Prosta I lezy na ptaszczyznie w, gdyz punkt o wektorze wodzacym r; lezy na
tej plaszczyznie oraz wektor V jest prostopadly do wektora vi. Oprécz tego prosta lo
jest réwnolegla do plaszczyzny w. Stad wynika, ze odlegto$¢ miedzy prostymi I i lo
jest réwna odlegloéci punktu o wektorze wodzacym ro od plaszczyzny .

Dowodzi sig, ze odleglos¢ d miedzy prostymi skosnymi:

lli r=r; —|—V1t,

lo: r=r9+4 Vs,

wyraza sie wzorem

ri —ry)(vy xv
d: ’( 1 2)( 1 2)’ (752)
‘V1XV2‘
Przyktad
Sprawdzié, czy proste
r=1+2t rz= 6+3s
Lh:Qy=7+t , teR; lo:  y=—1—-2s, s€eR
z=>5+4t z= s

przecinaja sie.
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7.4. Geometria analityczna w przestrzeni

Proste przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt lezacy na obu
prostych. Zatem szukamy takich ¢, s € R, aby spelniony byl uktad réwnan

1+2t= 6+3s
T+t =—1-—2s .
5+4t= s

Proste rachunki prowadza do wniosku, ze ten uktad réwnan jest spelniony dla t = —2
i s = —3. Stad wynika, ze proste [y i lo przecinaja sie w punkcie o wspdlrzednych
(—3,5,-3).

Przyktad
Wyznaczy¢ kat ¢ miedzy prostymi:
ll : r=ry+ Vlt,
lo: r=r9+4 Vs,
gdzie: r1 = (—1,0,2), vi = (2,—1,3), r2 = (2,3,1), vo = (3,3, —1).
Skorzystamy ze wzoru (7.50). W tym przykladzie mamy
V1Vgy = (2, —1, 3) . (3, 3, —1) = O,
cosp = 0. Stad ¢ = .
Przyktad
Wyznaczy¢ odleglo$é punktu P(1,2,5) od prostej

- 204+ 2y —22+4=0
N 4z —32+3=0"

Widaé, ze prosta [1 jest dana w postaci réwnania krawedziowego. Zapiszemy te
prosta w postaci rownania wektorowego. Latwo zauwazy¢, ze wektor

v =1(2,2,-2) x (4,0,—3) = (—6, -2, —8)

jest réwnolegly do prostej 1. Oprécz tego punkt (0,—1,1) lezy na prostej 1, gdyz
spelnia réwnanie krawedziowe tej prostej. Zatem prosta [; ma nastepujace rownanie
wektorowe

r =ro+ vt, te R,

gdzie: ro = (0,—1,1), v = (—6,—2,—-8).
Stad i ze wzoru (7.43) otrzymamy, ze odleglo$é d punktu P(1,2,5) od prostej
Iy wynosi

[(ro —r1) xv[ _ [((0,-1,1) = (1,2,5)) x (-6, -2, —8)|

d= =
|v] V36 + 4 + 64
_(=1,-3,-4) x (=6,-2,-8)]  [(16,16,—16)| g /3
B V104 N V104 V26
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7. Geometria analityczna

Przyktad

Proste
r= 1+t r= 2+s

Lhi: S y=—1+2t, teR; ly:{y=—-1+2s, seR.
z= t z= 1+s

sa réwnolegle (dlaczego?). Obliczy¢ odleglo$é d miedzy tymi prostymi.

7 faktu, ze rozpatrywane proste sa réwnolegle wynika, ze szukana odleglo$é
d jest réwna odlegloéci dowolnego punktu prostej I; od prostej lo. Widaé, ze punkt
M(1,-1,0) € ly orazry = (1,—1,0) jest wektorem wodzacym tego punktu. Natomiast
réwnanie wektorowe prostej lo ma postac

r =rg + Vs,

gdzie rg = (2,—1,1), v = (1,2,1). Stad i ze wzoru (7.43) otrzymamy, ze odleglosé¢ d
miedzy prostymi /3 i ly wyraza si¢ wzorem

’(I‘O —I‘l) X V|

S M/
czyli
de ’((2,—1,1) —(1,-1,0)) x (1,2,1)’ _ [(1,0,1) x (1,2,1)] _ 2
(1,2, 1)] V6 V3
Przyktad

Obliczy¢ odlegloéé miedzy prostymi

L 204+ 2y — 22— 2=0 I r+2y— z— 2=0
Yl2+ y— 2—2=0" 2 3z + 6y+ 62+ 12=0 "

Obie te proste zapiszemy w postaci rownan wektorowych:

Li: r=(1,0,0)+(0,—2,—2)t,
l: r=(0,0,—2)+ (18, —9,0)s.

Latwo sprawdzié¢, ze proste te nie sa réwnolegle (dlaczego?) oraz nie maja punktéw
wspOlnych (dlaczego?). Wobec tego sa to proste skosne i odleglo$é¢ d miedzy nimi
mozemy wyznaczy¢ ze wzoru (7.52).

W tym przyktadzie mamy:

r; = (1,0,0), vi=(0,-2,-2),
ro = (0,0,—2), vo =(18,-9,0).

Dla tych danych ze wzoru (7.52) otrzymamy

g [(rs —r2) (vi x va)|  [(1,0,2)(—18,-36,36)] .
B ‘Vl X Vg‘ B 54 o
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7.4. Geometria analityczna w przestrzeni

7.4.5. Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

WezZmy pod uwage prosta [ o réwnaniach parametrycznych

r=x9+ at
l: y=1yo+ Ot , teR (7.53)
z=2z9+ 1

gdzie (o, 8,7) # 0, oraz plaszczyzne 7 o réwnaniu

T A(x—xl)—FB(y—yl)—FC'(z—zl):O (7.54)
Prosta [ mozemy tez zapisa¢ w postaci wektorowej

l: r=r+vt, teR (7.55)

gdZie: o = ('1:0’ Yo, Zo)a V= (Oé, ﬂa 7) :
Niech P; i P; beda dowolnymi, réznymi punktami na prostej [, a P i Py rzutami
prostokatnymi tych punktéw na plaszczyzne 7 (rys. 7.35).

Z

Rys. 7.35. Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

Jezeli P{ # Py, to prosta l’, przechodzaca przez punkty P; i Py, nazywamy
rzutem prostokatnym prostej | na plaszczyzne mw. Jezeli prosta jest prostopadta do
plaszczyzny, to rzutem prostokatnym tej prostej na plaszczyzne jest punkt — punkt
przeciecia sie tej prostej z plaszczyzna.

Katem miedzy prosta [ i plaszczyzna m nazywamy kat (kat zwykly) jaki tworzy
ta prosta z prosta I'. W przypadku gdy prosta jest prostopadta do plaszczyzny, to kat
miedzy prosta i plaszczyzna wynosi 14 7.

Kat miedzy prosta i plaszczyzna nazywa sie katem nachylenia prostej do plasz-
czyzny. Z tych okreslen wynika, ze kat ¢ miedzy prosta i plaszczyzna spelnia nieréw-
nosc¢

0<p< zm

N =
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oraz
Vvl
[VIIv]

gdzie: V = (A,B,C), v = (a,B,’y).

sing =

(7.56)

Przyktad

Wyznaczy¢ kat ¢ miedzy prosta
r=>5+6t

ly: y=1-3t, te R
z=2+1

i ptaszczyzng 7x 4+ 2y — 3z +5 = 0.
Zastosujemy wzér (7.56). W tym przykladzie mamy V = (7,2,-3), v =
= (6,—3,1). Stad i z (7.56) otrzymamy

sin _ |(7727_3)(67_371)‘ _ 33
YT eavas Jaovee

7.4.6. Kat miedzy dwiema ptaszczyznami
Rozwazmy dwie plaszczyzny o réwnaniach:

e A1Z‘+B1y+012+D1 =0,
mo:  Asx + Boy+ Caz+ Dy = 0.

Wektor Vi = (A1, B1,C1) jest prostopadly do plaszczyzny w1, a wektor Vo =
= (A2, B2, C3) jest prostopadly do plaszczyzny ms.

Katem miedzy plaszczyznami m i mo nazywamy kat ¢, nie wiekszy od kata
prostego, o ramionach réwnolegltych do wektoréw Vi i V.

Dowodyzi sie, ze

. |V1V2| 4 ‘A1A2 + Ble + 0102‘
cosq = = (7.57)
Vil Vil /A2 1 B2 4 (2 \/AZ + B2+ C2
Przyktad

Obliczy¢ kat o, jaki tworza ze soba plaszczyzny
3r—y+22+15=0 i v+ 9y —32—1=0.
Wektor Vi = (3,—1,2) jest prostopadly do pierwszej z tych plaszczyzn, a wektor

Vy = (5,9,-3) do drugiej.
Stad i ze wzoru (7.57) otrzymamy

cosp — [B=12)(5.9.-3)]

V14115

Zatem rozwazane plaszczyzny sg do siebie prostopadte.
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7.4. Geometria analityczna w przestrzeni

Przyktad
Wyznaczy¢ kat miedzy plaszczyznami

x—y—\/iz—5:0 i xz=0.

Z zapisu tych plaszczyzn widaé, ze wektor Vi = (1,—1,v/2) jest prostopadly do
plaszezyzny o réwnaniu z —y + v/2z —5 = 0, a wektor Vo = (1,0,0) jest prostopadty
do plaszczyzny x = 0.

Zatem ze wzoru (7.57) otrzymamy

’(1,—1,\/5)(1,0,0)’ 1
COS Y = = —.

Va1 2

Stad latwy wniosek, ze poszukiwany kat ¢ = 1/37.

Zadania

1. Znalez¢ punkty przeciecia plaszczyzny 2x — 4y — 3z + 10 = 0 z osiami ukladu
wspolrzednych Oxyz.
2. Napisaé rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty:
a) P1(1,0,1), P»(0,2,0) i P5(0,0,4),
b) Pi(1,-2,1), P»(2,1,3)1 P3(1,1,1).
3. Sprawdzié, ktére z zadanych czterech punktéw leza na jednej plaszczyznie:
a) (3,1,0), (0,14,2), (-1,0,5), (4,1,6),
b) (_17 ]-7 _1)7 (07 27 _4)7 (17 _37 _3)7 (17 07 _1)

4. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt M(1,2,3) i réwnole-
glej do plaszczyzny © — 2y + 32+ 1 =0.

5. Napisaé réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt M (1, —2,3) i prosto-
padlej do wektora V(4,2,1).

6. Obliczy¢ odlegtoéé punktu M (3,1, —1) od plaszczyzny 3z + 2y — 52 + 1 = 0.
7. Wyznaczy¢ odleglosé miedzy plaszczyznami

3r+4y—1224+13=0 i 6x+ 8y —242+30=0.

8. Okredli¢ wzajemne potozenia dwdch plaszczyzn:
a) 2z 4+3y+4z—12=0, 6z — 12y +2 =0,
b) t+y+2—1=0, z+y—2+ 3L =0.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

176

Znalez¢ kat miedzy plaszczyznami:
a) x+2y—2=0, de+2y+82+6=0,
b) 2z — 2y +2v2z — 10, x = 0.

Napisa¢ réwnanie plaszezyzny przechodzacej przez punkty O(0,0,0), B(1,2,3)
i prostopadtej do plaszczyzny 2x — 2y + 4z — 8 = 0.

Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(—3,2,1) i réwnoleglej
do wektora v = (2,3, —2).

Napisa¢ réwnania parametryczne prostej przechodzacej przez punkty: A(3,6,8),
B(1,4,3).

Napisa¢ rownanie wektorowe prostej przechodzacej przez punkty: A(1,2,—1),
B(2,1,-3).

Prosta

I 20 —2y+42—-2=0
3x+ y— z2—6=0

zapisa¢ w postaci réwnan parametrycznych.

Wyznaczy¢ kat miedzy prostymi
r=—-1+4+2¢t r=243t
l1: Yy=— , lo: y=3+3t .
z= 243t z=2—1
Wyznaczy¢ kat miedzy prostymi
I 20 +2y=0 - 3y+32=0
" 132-3y—6=0" 2 ly—z+2=0"
Znalez¢ wspélrzedne punktu przeciecia prostej
= 1+2¢
l y=—-1—t | te R
z=-3+2t

z plaszczyzna 3z 4+ 3y — 32+ 3 = 0.

Znalez¢ odlegtosé punktu P(1,2,1) od prostej
= 244t

l: S y= 14+3t, t € R.
z=—-34+2t
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Znalez¢ odlegtosé punktu P(1,3,5) od prostej

A +2y+22-2=0
9r+3y+62—9=0 "

Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(—1,2,4) i prostopadlej
do ptaszczyzny 4z — 2y + 3z + 2 = 0.

Wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P(1,—2,3) i prosta

r= 2t
l: ¢ y= 3t , teR.
z=—1

Napisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkt P(2,—3,1) i przecinajacej
prosta

r=-—1+2t
l y=— , te R
z= 243t

pod katem prostym.

Napisa¢ rownanie rzutu prostej

r= 243t
l: y=—1+4+2t , teR
z= t

na plaszczyzne 3z —y + 2z — 10 = 0.

Wyznaczy¢ rzut punktu P(4, —3, 1) na plaszczyzne 2z 4+ 2y — 2z — 6 = 0.
Zmalez¢ odleglto$é¢ dwoch prostych
r=-3+1 r= 4416t
li: S y= 6-3t, tER, lo: y=—1— 6t, teR.
z= 3+2t z=—-7+ 6t
Wyznaczy¢ punkt przecigcia si¢ trzech plaszczyzn:

20 +y—2—2=0, z—3y+z2z+1=0, z+y+2—-3=0.
Znalez¢ kat miedzy prosta

I 204+ 2y —22=0
4z — 6y +22=0

i plaszczyzna 6z + 10y — 8z +4 = 0.
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28. Napisaé réwnanie plaszczyzny, ktorej punkt (1,2, —1) jest prostokatnym rzutem
punktu (0,0,0).

29. Dla jakich wartosci parametréow p, g € R plaszczyzny
20 +py+32—5=0, qr —6y—6z+2=0
sa réwnolegle, a przy jakich prostopadle?

30. Obliczy¢ objetos¢ czworoscianu ograniczonego plaszczyznami uktadu wspotrzed-
nych Oxyz oraz plaszczyzna 6x — 9y + 18z — 36 = 0.

31. Obliczy¢ odlegtoéé punktu P(2,3,1) od plaszczyzny © = y.
32. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny Oxz.

33. Co przedstawiaja w przestrzeni nastepujace rownania:

a) x=—4,
b) z+y =0,
z =0
c) qy =0,
z =0
r= V2
d .
){y=—\/§
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Skorowidz oznaczen

zbior liczb rzeczywistych
zbiér liczb naturalnych
zbior liczb zespolonych
zbior liczb calkowitych
zbiér liczb wymiernych
zbiér pusty

réwna sie z definicji

a nalezy do D

a nie nalezy do D

dla kazdego = € D
istnieje x € D

suma mnogosciowa zbiorow A i B

cze$¢ wspdlna zbioréw A i B

réznica zbioru A i zbioru B

A zawiera si¢ w B

iloczyn kartezjanski zbioru A przez zbiér B
liczba zespolona sprzezona do z

czesé rzeczywista liczby zespolonej z

czesS¢ urojona liczby zespolonej z

argument liczby zespolonej z

warto$¢ bezwzgledna (modul) liczby rzeczywistej lub zespolonej a
iloczyn logiczny (koniunkcja)

suma logiczna (alternatywa)

implikacja (jezeli p, to q)

réwnowaznoéé (p wtedy i tylko wtedy, gdy q)
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Skorowidz oznaczen

AB —
axb-
(a.t) -
D(r) -
a(s) -
f -

i X—-Y -
R™ —

det A lub |A| -
tr(A) -

rz(A) —

I
RnXm o
conxm _

180

wektor o punkcie poczatkowym A i koncowym B
iloczyn wektorowy wektora a przez wektor b
przedzial otwarty lub para uporzadkowana
dziedzina funkcji f

przeciwdziedzina funkcji f

funkcja odwrotna

funkcja okreslona w zbiorze X o wartosciach w Y

przestrzen euklidesowa n-wymiarowa

— macierz o n wierszach i m kolumnach

— macierz transponowana do A

macierz odwrotna do A

wyznacznik z macierzy A

$lad macierzy A

rzad macierzy A

minor macierzy odpowiadajacy elementowi a;;
dopelnienie algebraiczne elementu a;;

macierz jednostkowa

zbiér macierzy rzeczywistych o wymiarach n x m

zbiér macierzy zespolonych o wymiarach n X m
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