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Wstep

Niniejszy zbidr zadan jest druga czescia zestawu podrecznikéw do algebry.
Pierwsza czescig tego zestawu jest ksiazka pt. ,, Algebra liniowa 1. Definicje, twier-
dzenia, wzory”, a trzecia ksiazka pt. ,Algebra liniowa 1. Kolokwia i egzaminy”.
Podreczniki te sa przeznaczone dla studentéw politechnik. Moga z nich korzystaé
takze studenci akademii ekonomicznych, pedagogicznych i rolniczych oraz niekté-
rych wydzialéw uniwersytetéw.

Opracowanie obejmuje liczby zespolone, wielomiany, macierze i wyznaczniki,
uklady réwnan liniowych oraz geometrie analityczna. Zbidr zawiera przykiady z
pelnymi rozwigzaniami oraz podobne zadania przeznaczone do samodzielnej pracy.
Podpunkty zadar oznaczone poczatkowymi literami alfabetu sa z reguly najprost-
sze. Nierozwiazane w podreczniku zadania tworza liste zadan. Lista ta powinna
by¢ przerabiana przez studentéw samodzielnie lub na éwiczeniach. Odpowiedzi i
wskazéwki do wszystkich zadan z listy podane sa na koficu zbioru. Material teore-
tyczny niezbedny do rozwiazywania zadafi mozna znalezé w ksigzce pt. ,Algebra
lintowa 1. Definicje, twierdzenia, wzory”.

W obecnym wydaniu podrecznika zrezygnowano z podziatu tygodniowego przy-
kladéw i zadari, zastepujac go podzialem tematycznym wedlug ksigzki , Algebra
lintowa 1. Definicje, twierdzenia, wzory”. Ponadto poprawiono zauwagzone bledy i
usterki.

Dzigkujemy bardzo Panom dr. hab. Krzysztofowi Bogdanowi oraz dr. Markowi
Wilhelmowi za informacje o btedach i usterkach z poprzedniego wydania i sugestie
na przyszlosé. Dzigkujemy takze Kolezankom i Kolegom z Instytutu Matematyki
Politechniki Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o podreczniku.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas
Instytut Matematyki Instytut Matematyki
Politechnika Wroclawska Politechnika Wroclawska

teresa.jurlewicz@ pwr.wroc.pl zbigniew skoczylas@pwr.wroc.pl



1

Liczby zespolone

Przykiady

Postac algebraiczna i sprzezenie liczby zespolonej

Wykonaé podane dziatania:

a) (—2+434)+ (7 —8z); b) (4i—3) — (14 104);
2-3

) (VB+i)-(3-vE): ) 2=

Rozwiazanie
Dzialania na liczbach zespolonych w postaci algebraicznej wykonujemy tak, jak na wie-

lomianach zmiennej i, pamigtajac o warunka 2 = —1.
a) Mamy (—2+ 3i) + (7— 8i) = (=2 +7) + (3 — 8)i = 5 — 5.
b) Mamy (41 —3) — (1 +10i) = (=3 — 1) + (4 — 10)i — —4 — 6s.

c) Mamy ;
(V2+1) - (3-v3i) =v2-3-V2-V3i 4+ 3i — V3 = (3v2+ V3) + (3—VB) i.
d) Mamy _ o "'\7_ P Ra 28
2-3i (@=3)(5—4i) 10— 8i—15i419% -2-95 3 25
5+4i (5ra(5—4) 25 — 1632 TN G T

Znalezc liczby rzeczywiste z,y spelniajace podane réwnania:
a) z(2+ 3¢) + y(4 — 5i) = 6 — 2i;
b) (z — i) - (2 — yi) = 11 — 233;
£ Y
=1
)5t it




Rozwigzanie
W rozwigzaniu wykorzystamy fakt méwiacy, ze dwie liczby zespolone sa réwne wiedy i
tylko wtedy, gdy sa réwne ich czesci rzeczywiste i urojone, tzn.

z1 =z — Rezi = Rez; oraz Imz = Imaz;.
a) Mamy
(24 3i) +y(4 —5¢) = (2z + 4y) + (3z — 5y)i.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania z(2+ 31) +y(4—5i) = 6—24,
otrzymamy uklad réwnai

|

2z + 4y = 6,
3z — 5y = —2.

Rozwiazaniem tego ukladu jest para z =1,y =1.

b) Mamy
' (z—1)-(2—y1) = (22 —y) + (-2 — zy)i.

Poréwnujac czeici rzeczywiste i urojone obu stron réwnania (z —1)(2 — yi) = 11 — 231,
otrzymamy uklad réwnaf
2z —y = 11,
-2 —zy = —23.

Ulklad ten jest kolejno réwnowazny ukladom réwnai:

=2z —11, e y =2z —11, s y=2z —11, 5
—2—1z(2z —11) = —23 222 — 11z —21 =0 z=Thbz=—>

Gy r=—>
<~ { _ 3’ lub -2
Y= y= —14.
¢) Mamy
T + y z(2+ 31) y(3 —21)
2—_3i " 3421 (2—3)(2+3)  (3+2)(3-2)
2z 4 3axe 3y—2yi _2z+3y | 3z—12y.
ey ot B oA
Poréwnujac czedci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania Z—I—&; + 3%-2—1 =1, otrzy-
mamy uklad réwnaii
2z 4+ 3y 1
13 i
3z — 2y 2 1y
13

Rozwizzaniem tego ukladu jest pata z =2,y = 3.

a) 22 +3z2=0; b)2z+(1+49)z=1-33
z+1 y )

z—1

—1-

b

c)z2—z+1=0; d)



e)(z+2)+i(z—%)=21—6; f)(i—3)z=5+1i—z;
y1-8 _ %i-3
& 32+2i T 52z

h¥*) 2* —4i2® — 622 + 4iz + 1= 0.

Rozwigzanie
a) Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R. Wtedy
22137 = (2 —I-iy)z +3(z+1iy) = 2 —yz + 2zyi + 3z — 3y1
=22 4?4324 (2zy — 3):.

Poréwnujac czeci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania z° + 3% = 0, otrzymamy
uktad réwnai

22—y +35 =0,
2ry— 3y =0.

Uktad ten jest réwnowazny kolejno ukladom

22 —y* +32=0 x2_3’2+3x=§
y(2z—3]=0 y:ﬂl\lh $=§

3
z=0 T=-3 g #=y
-(=>{y20 lub{y:(} lub 3 lub 3
b

Réwnanie z? + 37 = 0 ma zatem cztery rozwiazania:
3 : 3 2
z1 =0, z2 ==3, z3 = 5(1+\/§w), z4=§(1—\/§s).
b) Niech z = z + iy, gdzie z,y € R. Wtedy

2z+(1+dz=2z+iy)+(1+i)(z—dy)=2z+ 2y +z—iy+in+y
= 3z +79) +(z + )i

Poréwnujac czeéci rzeczywiste 1 urojone obu stron réwnania 2z + (1 +4)z = 1 — 34,
otrzymamy uklad réwnan

3z+y = 1,

z+y = —3.
Rozwiazaniem tego ukladu jest para ¢ = 2, y = —5. Zatem z = 2 — 51.
c) | sposéb. W rozwigzaniu wykorzystamy wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego
az® +bz+ ¢ =0, gdzie a,b,c € Coraz a #0:
_ —b—4 _=b+é

2 = » 22 %2

2a

W tych wzorach § jest jedna z liczb zespolonych spelniajacych warunek 6 = A = b*—4ac.
Dla réwnania kwadratowego z° —z+1 =0 mamy A = —3 = (ﬁi)2 . Zatem

_1—+Bi 1443

3 @R 2

Z1



Il sposéb. Wyrazenie 22 — z + 1 przeksztalcamy do postaci kanonicznej, a nastepnie
zapisujemy jako réznice kwadratéw otrzymujac

e GHE HCHE CORICE RO IC R OR

Stad z; = #’L‘ 5 = 1+T‘/§’
d) Niech z = z + iy, gdzie z,y € B. Wtedy dla = # 1 mamy
z4+1

e =l z4+1=—34+1< (z+1)+iy=(—z+1)+1y.

Poréwnujac czedci rzeczywiste i urojone obu stron tego réwnania, otrzymamy uktad réw-
nan
t+1=—-z+1,
{ y =y
Ro_fviriq.za.niem tego ukladu réwnai sg pary z = 0, y € R. Zatem rozwizzaniem réwnania
z

z=1
warunek z # 1.

e) Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R. Wtedy
(z42)+i(z=3) =[(z +i7) + (z — )] +1[(z + 1y) — (z — iy)) = 2z +1- 24y = 2(z —y).

= —1 sa liczby zespolone postaci z = iy, gdzie y € R. Oczywiscie liczby te spelniaja

Poréwnujac czedci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania (z + Z) +i(z — ) = 2i — 6,
otrzymamy uklad réwnai
2(z —y) = —6,
0=
Jest to uklad sprzeczny, zatem rozwazane réwnanie nie ma rozwigzai.
f) Przeksztalcamy rozwazane réwnanie do postaci
(i—3+1)z=5+i.

Stad wynika, ze
bt eyt - —-9—Ts
A= lari (k93— D b

2 : : t bl 2 2 s
g) Dla z # —gi oraz z # —%1 rozwazane rownanie jest rtéwnowazne réwnaniu
(1 — 3i)(5 — 2iz) = (3z + 2i)(2i — 3).
Stad wynika, ze .
5 —2iz — 151 — 6z = 6iz — 92 — 4 — 61,

a wiec
z2(—2i—6—6i+9) = (=5 + 15¢ — 4 — 61).

Zatem ; :
—949i (—9+9)(33+8) —99-45 99 45.

3-8  (3-8)(3+8) 7 713 713"

h*) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr

o —

(e + 5}4 = a® + 44D 1 6a20% + 4ab® + b*,



gdzie a,b € C. Réwnanie z* — 412> — 62% + 41z + 1 = 0 jest zatem réwnowasne réwnanin
(iz+1)* =0. Stad iz+1=0, czyli z = 1.

Na plaszczyinie zespolonej narysowaé zbiory liezb z spelniajacych podane wa-
runki:

0;
(%) -

a)Im [(1+2i)z—35]<0; b)Re(z—1)?>
c) 22 = 2Re (iz); d) Re(2*) > Im

Rozwiazanie
a) Niech z = = + iy, gdzie 7,y € R, bedzie dowolna liczba zespolona. Wéwcezas

Im [(1+ 20)z — 3i] < 0 <= Im [(1+ 2i)(z + iy) — 3i] < 0
< Im[(z—-29)+ 2z +y—3)1] <0
= 2% 4+y—3<0
< y< —2z43.

Poszukiwany zbidr jest pélplaszczyzna otwarta, bez prostej y = —2z+3 (zobacz rysunek).

b) Niech z = ¢ + iy, gdzie z,y € R, bedzie dowolna liczba zespolons. Woéwczas
Re (z—i)? 20 <= Re [(z +iy—i)’] > 0<=Re[z+i(y—1)F >
s Re [z* —(y—1)? +22(y — 1)i] > 072" —(y—1)2
= @1 1 <=|z|=|y-1]

Poszukiwany zbidr jest suma dwéch obszaréw katowych ograniczonych prostymiy = 1—=z,
y = 1 + z, lacznie z tymi prostymi (zobacz rysunek).




c) Niech z =z + 1y, gdzie z,y € R, bedzie dowolng liczba zespolong. Wéwezas

22 = 2Re (iz) <= (2 +1iy)* = 2Re[i(z +1y)]
= 2 — y® +i22y = 2Re [~y + iz]
= g? —y® +i2zy = -2y

Ostatnia r6wnos¢ jest téwnowazna uktadowi réwnai

Uklad ten jest kolejno réwnowazny ukladom réwnan

5 o3 2 2

- —y +2y=0 y —2y=0 z° =1 =0 =10

{x:[)]uby:() =10 lub y=10 y=20 lub y=2.

Poszukiwany zbiér sktada sig zatem z dwéch punktéw z1 =0, 22 = 21 (zobacz rysunek).
¥

d) Niech z = = + 1y, gdzie ¢,y € R, bedzie dowolna liczba zespolona. Waowczas
2 =(z+ s'y)a = 2% 4 i3z%y — 3zy° — iy’ =1 — 3y’ 41 (szy - ya) .
Zatem
Re (z°) 2 Im (&%) <= % —329% 2 322y —y® = 2 +4° —3zy° — 327y > 0
= (z+9) (2 —zy+9°) —3sy(z+9) >0
= (z+y)(z* —4zy+9°) 20
— (z+uy) [(y —2z)? — 3:92] >0
= (y+2) [y— 2+v3)s] [y— (2-V3)s] >0
Ostatnia nieréwnoéé jest réwnowazna alternatywie warunkdw:

y+z =0 oraz y—(2+\/§)$20 oraz y—(z—@zzﬂ

Iub

y+z >0 oraz y—(2+\/§)zgﬂ oraz y—(2—J§)xg0
lub

y+z <0 oraz y—(2+\/§)x20 oraz y—(?—@zgﬁ
lub

y+z <0 oraz y—(Z—l—\/g)ng oraz y—(z—@x;&

Rozwiazanie tej nieréwnosci przedstawiono na rysunku.



Uwaga. W dalszej czesci ksiazki przedstawimy krétszy sposSb rozwiazywania zadafi tego
typu (patrz Przykiad 1.13).

z

Naszkicowaé zbidr wszystkich liczb zespolonych z, dla ktérych liczba w = i
z+1

Jest:
a) rzeczywista; b) czysto urojona.

Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze z # —i. Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R. Przedstawiamy liczbe
w w postaci

we_ "t (Et)e-iy+1)) L4yly+l) -2
Tr+i(y+1) T 22 +(y+1)2 224+ (y+1)2 " 224 (y+1)2

a) Liczba w jest rzeczywista wtedy i tylko
wtedy, gdy Imw = 0. Warunek ten ozna-
cza, ze B

Ll
2+ (y+1)°

Imw = =

Rez

tzn. x = 0. Szukany zbidr jest osia urojona
bez punktu —i (rysunek obok).

b) Liczba w jest czysto urojona wtedy 1 tylko
wtedy, gdy w # 0 oraz Rew = 0. Stad z # 0
- 2% 2 Im =

Tty ty 4
24+ (y+172

Mamy zatem z* + y*> 4+ y =0, czyli

32+( _,_1)2_1
Gl

Jest to réwnanie okregu o érodku w punk-

Rew =

g (e L ar?
cie zg = —— 1 promieniu r = —. Z poprzed-
nich rozwazan wynika, ze z okregu tego nalezy
wykluczyé punkty 0 oraz —:. Szukany zbiér
przedstawiono na rysunku obok.




[ ]

Punkty 23 = —14+ 27, 25 = ¢ or.a.z 24 = 2 + 4i sa wierzchotkami réwnolegtoboku.
Wyznaczyé polozenie wierzchotka z3 tego réwnolegtoboku.

Rozwiazanie
W rozwiazaninu wykorzystamy interpretacje N
geometryczna sumy liczb zespolonych. Wek-
tor reprezentujacy sume w; + ws jest prze- 23
katna réwnolegtoboku zbudowanego na wek-
torach reprezentujacych liczby zespolone w; 1 ‘1<
ws. Zatem szukany wierzcholek tego réwnole-

globoku spelnia warunek z; — z2 = (21 — 22) +
(23—32).Sth23=z4—zl+22=(2+4i)— o =
(=1+2)) +i=3+ 32

=3

Modut i argument liczby zespolonej

a) 4i; b) 12i — 5; c) V7 +/29i;
d) (V5-3)+ (V5++3)i; e)sina+icose, gdziea € B.

Rozwigzanie
Modul liczby zespolonej z = z-+iy, gdzie 7,y € R, jest okreélony wzorem || 2d S+ 42,

Zatem

a) [4i| =0T+ & =4

b) |12i — 5| = \/(=5)? + 122 = V169 =13;
&) VT +VEi| =/ (v7)" + (vV29)" = V36 = 6;

d) |(V5—v3) + (VB+V3)i| = /(B VB) + (VB +3)' = VIE=14;
e) sina+icosal = /sin?a+cosfa=vI=1.

Podaé interpretacje geometrycznag modutu réznicy liczb zespolonych. Korzystajac
z tej interpretacji narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych podane wa-
runki:

a) [z+1—2i|=3; b) 2< |2+ < 4
z+3
Nz —2| > 4: d > 1
C) ](1+'¥)Z 2'/4’ ) 2—22" = ]‘F

e) Re(z+1)< 0 oraz |i—z|<3; f) |z2+4l$!z—25].



Rozwiazanie

Modul réznicy liczb zespolonych zi, z» jest T
dlugoécia odcinka laczacego punkty zi, 2z e
plaszczyzny zespolonej (zobacz rysunek). =
a) Mamy Bl
o Re:

lz+1-2i|=3<=|z—(—14+2:)| = 3.

Szukany zbiér sklada si¢ z punktéw z polo-
zonych w odlegloéci + = 3 od punktu z =
—1+42i. Jest to zatem okrag o $rodku w punk-
cie zp = —1 + 27 i promieniu r = 3 (zobacz
rysunek).

b) Mamy

Ifex
2€ |zt <d=2< |z —(—i)| < 4

Szukany zbiér sktada sie z punktéw z polozo-
nych w odleglosci nie mniejszej niz r1 = 2 od
punktu zg = —i oraz w odleglo$ci mriejszej niz
r2 = 4 od tego punktu. Jest to zatem pierscien
kolowy o érodku w punkcie zg = —i promieniu
wewnetrznym r; = 21 promieniu zewnetrznym
ry = 4. Okrag o promieniu r; = 2 nalezy do
tego pierscienia, a okrag o promieniu rz = 4
nie nalezy do niego (zobacz rysunek).

Rez

c) Mamy

T ; 2 : X
(1+i)z—2 24 < [{1-{-3)- (z— 1_4”” > 1 e il e =) 2
= V2z-(1-19)| 24 <= |z—(1—-1)] = 2V2
Szukany zbidr sklada sie z punktéw z polozonych w odleglosci nie mniejszej niz r = 24/2
od punktu zp = 1 — i. Jest to zatem zewnetrze kota o Srodku w punkcie zp = 1 — 1 1
promieniu r = 2v/2. Okrag o promieniu r = 24/2 nalezy do tego zbioru (zobacz rysunek).

Im=

d) Dla z # 2i mamy

z

zj;i[214:>[z+3|}iz—2§|1=r]z—(—3)|}Iz—2£i.




Szukany zbidr skiada sie z punktéw
z, ktérych odlegloéé od punktun z; =
—3 jest nie mniejsza niz odleglos¢ od
punktu zz = 2i. Jest to zatem péiptasz-
czyzna ograniczona symetralna odcinka
o koncach 21, 22, bez punktu z =
2i. Symetralna ta nalezy do szukanego
zbioru (zobacz rysunek).

e) Poszukiwany zbidr jest wspdlna cze-
écia zbioréw okreslonych przez wa-
runki:

Re(z+1) <0, |i—z]<3.

Pierwszy warunek okresla lewa pél-
plaszczyzne otwarta ograniczona pro-
sta £ +1 = 0. Drugi warunek okre-
§la kolo domkniete o srodku w punk-
cie zg = i i promieniu r = 3. Wspdlna
czeéé tych gbioréw przedstawiono na
rysunku.

f) Mamy

|22 +4| < |2 — 2] <= |(z+21) - (2= 20)| < |2 — 2]

< |z +2i]- |z —2i] < |z — 24

<= |z —2i| = 0 albo |z — 2i] > 0 oraz |z +2i] £ 1.

Warunek
|z—2i|=0

wyznacza zbidér {2i}, a warunki
|z +2i] <1 oraz |z2—2i] >0

okreslaja kolo domkniete o Srodkn w
punkcie zy = —2¢ i promieniu r = L.
Sume tych zbioréw przedstawiono na
rysunku.

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

a) —/5; b) —6 + 64;
e)sina—icosa; f)l—ictgo;

Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometryczne]:

g*) 1 + cosa + isina.

Uwaga. W éwiczeniach e), F¥), g) kat o spelnia nieréwnosci 0 < o < 5



Rozwigzanie
Kaida liczbe zespolona z moZna zapisaé¢ w postaci trygonometrycznej:

z=r(cosp +isin ),
gdzie r jest modulem, a ¢ argumentem liczby 2.

a) Dla z = —/5 mamy r = /5 oraz

v = w, Zatem
_’\/E_)='\/§(COS‘I+‘£.SiIl‘A')A = #/dx

_‘/‘E o R’ex
b) Dla z = —6 + 62 mamyr:ﬁﬁ L At :
3
oraz = Tﬂ-. Zatem
. 37 =
—6—‘—6:—6\/_ cos——l—t mT . >

[=]
c) Dla z = —2¢{ mamy r = 2 oraz /’\
tpz:%r. Zatem =

o Rex
3?r) \’

—21=2 (c053—+tsin—

2
) ¥
d) Dla z = V3 + 1 mamy r = 2.
3 1 i JIm‘
Stad cosp = v;_ singp = 3 Wiec Vati
Mg:e:qu:E Zatem 2
6 &
o Rez
\/i—{-i:?((:{)sz—i—z'si_nz).
6 6
e) Dla z = sine — tcose mamy 7 = 1. Stad cosp = sine, sinp = —cosa. Wiec

argz =@ = 3?“+a. Zatem

. . 3T .. {37

sin —tcosay =1 [cos (?—I—af) L ssin (?—f—a)] :
f) Dla z =1 — ictg @ mamy

=4+/1+4 ctgla=

Za.tem99=32—w+a, stad z =

1 . i
oraz z = (sin@ —icosa).
sin o

| sin ¢ T sina

_1 [cos (3—W+a) 4 zsin (3—I-§—a)].
sin @ 2 2

g*) Dla z =1 + cos & + isin @ mamy

b \/(l +cosa)’ +sin2a=1/2(1+cosa)=2

z=2cas%(cas%+z’s'm§-).

o o
cas—é- = 2cos —

2

oraz



o
Zatem argz = ¢ = 5 stad z = 2cos % (cosg+:’si_n %) :

2

Narysowac zblory liczb zespolonych 2 spelmamcych poda.ne warunki:

a)%( argzg%i; b)arg (z+2—i)=m; ¢)7< arg[(—1+1)z] < 32—?!-
1 3w 2w ; 5
d) - <a1'g( 3Y < e)azg(;):T; f)?\{a.rg(?n—z) %.

Rozwiqzanie

Argumentem gléwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy miarg ¢ kata zorientowanego,
utworzonego przez dodatnia cze$¢ osi rzeczywiste] Rez o:raz promiefi wodzacy liczby z,
przy czym 0 € ¢ < 2w albo —7 < ¢ < «. Ponadto arg 0ZLo,

a) Zbiér sklada si¢ z liczb zespolonych,
ktérych argumenty gléwne zawarte sg w

przedziale (%, 2%] . Jest to obszar katowy
ograniczony pélprostymi wychodzacymi z

2 . 2
poczatku uktadu i tworzacymi katy % i —;ﬁ

z dodatnia czedcia osi Re z. Pierwsza z tych
pélprostych nie nalezy do tego zbioru.

b) Zbiér sklada si¢ z liczb zespolonych w =

z—(—2+41), ktérych argumenty gléwne sa

réwne . Jest to pdlprosta wychodzaca z : oY
poczatku ukladu (zmienna w) i tworzaca -=d
kat 7 z dodatnia czescia osi Rew. W ukta-
dzie wspélrzednych ze zmienna z jest to fa ol Hes

sama pélprosta (bez poczatku) przesunigta

o wektor zg = —2 + 1.

c) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr arg (21 - z) = argz + arg z» + 2kw dla pewnego
k € Z, gdzie 21,22 € C\ {0}. Poniewaz arg (-1+1) = 5%, wiec nieréwnoéé

T § arg [(—1+41)2] < 3—;-

Imz

jest réwnowazna nieréwnosci
3 3
T < %—i— argz + 2kw < ?ﬂ-
dla pewnych k € Z. Ale 0 € argz < 2m, wigc k = 0. Stad otrzymamy
! T 3T
T < argz £ T
Szukany zbiér jest domknietym obszarem

katowym ograniczonym pélprostymi wy-
chodzacymi z punktu O (bez tego punktu)

: 5 . 3w s
1 tworzacymi katy g i T z dodatnia cze-
Scia osi Rez.




d) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr arg (z") = n- arg 242k dla pewnego k € Z, gdzie
z € C oraz n € N. Nieréwnosé % < arg (zs) < 7 jest zatem réwnowazna nieréwnosci

%ﬁ?:-argz-}-zk?r{:r

dla pewnych k € Z. Stad

Ale 0 € argz < 2w, wiec powyzsza nie-
réwnosé ma sens tylko dla E =0, k= -1
lub £ = —2. Wtedy przyjmuje ona postaé

%( argz<§lub 5% < argz < =« lub

é:--r < argz < D Szukany zbiér skiada

si¢ z trzech otwartych obszaréw katowych
(bez poczatku uktadu).

e) W rozwigzaniu wykorzystamy wzor
arg (j—;) = argzi — argzs + 2kw dla
pewnego k € Z, gdzie 21,22 £ C oraz T
zz # 0. Poniewaz argi = 5, wiec rownosé

g 3. X 7 P .
arg (—) ogr jest réwnowazna rownoscl
z

T _37\' l;.ex
e arg z + 2kr = n

AN
¥

dla pewnego k € Z. Ale 0 < argz < 2m,
T

wiec k = 1. Stad argz = e Szukanym
zbiorem jest pdiprosta (bez poczatku) wy-
chodzaca z punktu ) i tworzaca kat 7—:: zZ
dodatnia czedcia osl Re z.

f) W rozwiazaniu wykorzystamy wzor arg (—z) = arg z + v + 2kx, dla pewnego k € Z,
gdzie z € C. Nieréwnosé

2% g arg(3i—2z) g 51

jest wiec réwnowazna nieréwnosci

2%@ arg (z — 31) + 7+ 2km < E%r dla pewnych k& € Z.

Ale 0 < arg(z — 31) < 27, wiec powyzsza nieréwnosC ma sens tylko dla £ = —1, stad

otrzymujemy zaleznosé
111r

=

Otrzymana nieréwno$¢ okreéla domkniety obszar katowy o wierzchotku w pu.nkcte z0 =31
T

(bez tego wierzchotka), ograniczony péiprostymi tworzacymi katy —3 Or% —= % dodat-

’-55 < arg(z—31)

nig czescia osi Re z.



Obliczy¢ wartosci podanych Wyra.zen (Wyn]k podac.w postaci algebraicznej):

a) (1+4)7; b) (V3—1)" o) (-2+20)%;

1o B
0 4 ;ain 330)10. N QORGSR
d) (cos33%+1isin33%)'% e) (\/_+ ) ; f)( (:057—4-1511:17) ;

Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy wzér de Moivre’a
z" = 71" (cosne + isin np),

gdzie r = |z|, p = argz oraz n € N.
a) Dla z =1+ 1 mamy |z| = v/2 oraz argz = g. Zatem

[ﬁ(cos£+isﬁl%)r = (\/Q_)T . (cos'?—:?—i—isin "%)
8V2 (cosg—isin E) =82 (ﬁ -—i\/—i) =8 — 81

(149)7

[

11
b) Dla z =+/3 — i mamy |z| =2 oraz argz = Tﬁ' Zatem

11 .. 11x\1*2 .35 176w ., 176w
[2 cos—s—-}-zsm— = (cos 3 —i—asm—é—)

(-9

6
2 S
=% (cos 3 415 mvz-sz) = 2% (—cosg+tsm 13[)

932 (—%-i—i?) ! (iﬁ—l).

3
c) Dla z = —2 + 2 mamy |z| = 24/2 oraz arg z = T:rr Zatem

8
(—2—1—23')8 = [21/5 (cos 3% + zsin 3%)] —gi2 (cos 6w + isin 6::r)=212 (cos 0+ zsin 0) =212

d) Dla z = cos 33° + isin 33° mamy |z| = 1 oraz argz = 33°. Zatem

s
(cos 33% + isin 330) 12? (cos 330" + isin 3300) =cos30° — isin 30° = ? 5



e) Dla z; = 1 — i mamy |z;| = +/2 oraz arg z; =—E, adla 22 = /3 + i mamy || =2

T
oraz argz; = & Zatem

( 1-;‘_)6 i 5 e [‘E(m‘“’ (_D e (_g))]ﬁ
40) "G )

3 s 3 X
(P (e (F) i () wfrimi

2% (cos © + isin 7) —23 8

f) Dla z = —cosg—l—isin% mamy |z| =1 oraz argz =.:r—;. Zatem

14 6 14
(—cos;-l—isi_n;) = [1 (cos67 + 1sin ;)] =111(c05121r+isin121r)=1.

Kozzysta.]@c ze wzoru de Mowre a wyrazic:
a) cos 3z przez funkcje cos z;

b) sin 6z przez funkcje sinz i cosz;

c*) ctgdz przez funkcje ctgz.

Rozwiagzanie

a) Obliczymy warto$é wyrazenia (cos z + ésin z)° wykorzystujac dwa wzory: wzér de Mo-
ivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzér de Moivre’a otrzymamy réwnosé

(cosz + isin x)a = cos 3z 4 tsin 3z.
Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnosé

(cosz +isinz)® = (cosz)® + (f) (cos z)*(isin z) + (2) (cos z)(isin z)* + (isin z)°
= cos®z + 3icos? zsinz — 3coszsin®z — isin® z
= (c053 z — 3 cos zsin® x) +1i (3-::052 zsinz — sin® :c) i
Poréwnujac czedci rzeczywiste prawych stron obu réwnosd otrzymamy

cos3z = c0532—3ca5$51n z—cosx(cos % — 3sin? z)

Il

cosx(cos z —3 4+ 3cos? x)-—cos:c(écos z—3)

b) Obliczymy warto$¢ wyrazenia (cos ¢ + isin x)s wykorzystujac dwa wzory: wzér de Mo-
ivre’a oraz wzdér dwnmianowy Newtona. Stosujac wzor de Moivre’a otrzymamy réwnosé

(cosz:—]—isiﬂz)s = cos 6z 4 isin 6.



Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnoéé

. 6 2

(cosz +isinz)® = (cosz)®+ (1) (cos z)°(isin z)+ (g) (cos z)*(isin z)*+ (g) (cos z)*
x(isin z)* + (:) (cosz)?(isinz)* + (g) (cos z)(isin )° + (isin z)°
= cos® z + 6icos® zsinz — 15cos” sin® z — 20icos® zsin’ =

+15cos? zsin? z + 6icos vsin® = — sin® =

= ((:a:.\s8 z — 15cos? zsin® z + 15 cos? zsin*

z — sin® 1:)
+1 (6(:055 zsin & — 20 cos® zsin® = + 6 cos 7 sin® 3:) N
Poréwnujac czesci urojone prawych stron obu réwnoéci otrzymamy
sin 6z = 6 cos” zsinz — 20 cos® zsin® z + 6 cos zsin® z.

c*) Podobnie jak poprzednio wyrazimy sin 4z i cos 4z przez sin z 1 cos z. Ze wzore dwu-
mianowego Newtona mamy

i 4 2 .. - . e P |
(cosz + zsm:.r}'i — (cos £ — 6cos’ rsin’ z +sin® z) +1 (4.(305 sin T — 4 cos z sin z:) -
Z kolei ze wzoru de Moivre’a mamy (cos # + isin z)* = cos 4z + isin 4z. Zatem
2 = 2 - . 3 . P
cos4r = cos® = — 6cos” zsin x+smi$ oraz sindr =4cos  zsinz —4coszsin z.

Stad dla £ #£ %, gdzie k € Z, mamy

cos® £ — 6cos®sin® ¢ +sin® z

- cosd4z  cos'z —6cos’sin® z +sin' z P
Cg i p—— = — = = — g =
sin 4z 4cos?sinz — 4cos zsin® x 4cos’sing —4coszsin® z
sin* ¢

ctg'z —6ctg’z + 1

dctgiz —4cigz

Narysowad zbi_ory liczb zespolonych spelniajgcych podane warunki:
a) Re (22) > 0; b)Im (25) <0.

Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy postaé trygonometryczna liczby zespolonej oraz wzor de
Moivre’a.

a) Dla z = r (cos @ + isin @), gdzie r 2> 0 oraz 0 € ¢ < 2% mamy
Re (zg) >0 < Re {[r(costp—!—isi_nga)]z} =0
<= Re [r2 (cos2¢ + isin 2(,;7)] >0

< rlcos20 20
<> r=01lub r>01icos2p 20
y T
<= r =20 lub s">()1gae[0,£]u[3—1r E]u[—” 2#).



Poszukiwany zbidr sklada si¢ z dwéch domknigtych obszaréw katowych (zobacz rysunek).
— = Tm = ———

b) Dla z = r (cos ¢ + isin ¢), gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27, mamy
Im (2°) <0 <= Im {[r(cosp+ising)]’} <0
< Im [r6 (cos 6y + isin ch)] < 0<=>rPsinbp <0

< r>01sinbp <0

>0 e(?r r)u(r{ 2I)U(57r )U(T'.'r 41')
=T i —, = - — —, T —, =
Ll 2773 6 613

o [ BEY G By
23 6

Wykorzystujac wzdr na sume wyrazéw zespolonego ciagu geometrycznego obliczyé
14+ cosz+cos2z+...+cosne, gdzie n €N, z € R.

Rozwigzanie

Niech z = coszt + isinz. Wtedy z* = coskz + isin kz, zatem coskz = Rez* dla k =

0,1,2,...,n. Stad mamy

1—u™H

1—=z

1—cos(n+1)z —isin(n+ 1)z
l1—cosz—1isinz

2sin® eile, 2:sin (24 1)s cos (24 1)s

= Re 2 o o 5 A 3 I =
2sin 5_2”11[ 5(:055

1+cosz+...4+cosnz = Re (1+2+...+2") = Re

= Re




o (n+1)z si.n(ﬂ_;l)x it 4t (n4+ 1)z

s 2 2
R sin z sin L _icos £
2 2 2
G (nt+1) =z
s g — Re | sin __('r:.-]—l}x —1cos ___(n.-!-l).?: (sin E+1':<:cis E)
S 2 2 2 2
2
sin )
= g sin Gt Ty Sini—i—coswcosf
o ] 2 2 2 2
2
(n+1)z
2 nT
= o5 —.
sin z 2

Ostatni rachunek jest prawdziwy dla z # 1, to znaczy dla ¢ # 2kn, gdzie k € Z. Dla
z = 2kw mamy 1+ cos2km + ...+ cosn2km =n+ 1.

Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Stosujac postaé wyktadniczg liczby zespolonej z rozwigza¢ podane réwnania:

a?sz 22| lzi ;
) (2)° =4|2]; )() =1

Rozwigzanie

Zastepujac symbolem ' wyrazenie cos p+1sin ¢ wystepujace w postaci trygonometrycz-
nej liczby zespolonej z = r(cos ¢ + isin p) otrzymamy postaé wykladanicza tej liczby,
tzn. wzér z = re'?. Przy rozwiazywanin réwnaf bedziemy korzystac z tego, ze dwie nie-
zerowe liczby zespolone sa sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich moduly sa réwne, a
ich argumenty résnia sig¢ o wielokrotno¢ 2, tzn. dla 23 = r1e'?, z = rze 93 rirp >0,

mamy

21 = 23 <> 1, =72 oTaz 1 = @2 +2kw, k€ Z.
a) Liczba z = 0 spelnia réwnanie ®°® = 4| [ Niech teraz z = re'®, gdzie r > 0,
0 < ¢ < 271. Woéwczas z = re”*% oraz, ze wzoru de Moivre’a, (2)° = r%¢7%%. Dalej

|22| =12, a wiec

{7]6 =4 !22| — 7‘68_-6‘.“’ — 4P = Tse—ﬁf?’ == 4r2e£-0
T‘ﬁ =4r2
—6p=0+2km, ke Z

r=0lubr=1+2

=4 7
== %T: 1=0,1,2,3,4,5.

—

Rozwiazaniami réwnania sg zatem liczby

V2 V6 V2 | V6. _ —

21 =0, 2=V2, za= —~+——z ==y +7%, 25 = —Z2, Zg = —Z3, 7



Sa one przedstawione na rysunku ponizej.

z4 23

of NAs )
¥

>

g =T

L
k.

|
wly
S

Rez

b) Réwnowaznie mozemy napisac, Ze |z|?-2=(-1)-(Z * dla z # 0. Niech z = re'?, gdzie
r>0,0< ¢ < 27r. Wéwczas
[2]2-2=(-1)- (';:")3 = 2. (rei"a) =e'". (r‘ge—a'—"’)
— P ei!p o TSBi(:r—.'Sgp)
=y
p=m—3p+2kr, k€Z
r € (0, 00),
= T  km
?)
Rozwiazania réwnania tworza wiec dwie proste nachylone do osi rzeczywistej pod katami
% oraz —% i przechodzace przez punkt O, ale bez tego punktu (rysunek).

E=0,1,23.

4 Imz=

NERR

Rez

Stosujac wzory Eulera przedstawié cos®
wielokrotnosci kata z.

z w postaci sumy sinuséw 1 cosinuséw

Rozwiazanie :
e i + e ot 3

Mamy cosz = e Stosujac teraz wzér dwumianowy Newtona otrzymamy

s = o ()
Qs erers (e
+® HrETs (i) () ()" + @ ()° (e—fr)f']



—3ix —5i:)

= — (e + 56> + 10e' + 10" + 5e

z e
_ 1 ein + e—ib;c ei3x ET 8—533 e:'z +e-;'.-:
=or ( 5 e +10=—

= ilg(cos 5z + 5cos 3z + 10cos ).

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Korzystajac z déﬁnicji obliczy¢ podane pierwiastki:
a) V4 —3; b) V8.
Rozwiazanie

a) Niech z +1y, gdzie 2,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z +iy)2 =4:1—-3.
Stad z° + 2izy — y° = 4i — 3. Réwnanie to jest réwnowazne uktadowi réwnait

PR
2zy =k
Rozwiazaniem tego ukladu réwnafi sa pary liczh: z =1,y =2; =z = —1, y = —2. Zatem
Vi —3={1+2¢-1—2i}.
b) Niech z + iy, gdzie =,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z + iy)® = 8.
Stad z° + 3iz%y — 3zy® — iy® = 8. Réwnanie to jest rtéwnowazne ukladowi réwnan

{xa—3my2=8,

39;23;—;1;3 =0.

7 drugiego réwnania tego ukiadu wynika, e y = 0 lub 322 = »*. Wykorzystujac te
zaleznosci w plerwszym réwnaniu unkladu ofrzymamy =8 lub —8z® =8. Stad z = 2
lub z = —1. Ostatecznie rozwiazaniem uktadu réwnad sa pary liczb: z = 2,y = 0;

z=-1,y=3 z=—1,y=—V3. Zatem V8= {2,-1+i/3,-1-iV/3}.

Obliczy¢ i narysowaé na plaszezyZnie zespolonej podane pierwiastki:

a) v—2i; b) V/-8+8V3i; ¢) V1

Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy wzér na pierwiastki stopnia n z liczby zespolonej z # 0 o
argumencie . Wzdr ten ma postaé: {/z = {z0,21,...,2n—1}, gdzie

k
vl (msﬂ“sinﬂf) e O
T T

3
a) Dla z = —2i mamy |z| = 2 oraz argz = -2—1{ Zatem
31+2k1r 3i+2kx
V—21= V2 cosz——+£sin—2—— g =

2 2



Dla k£ = 0 mamy
Zp = \/'2_((:03% + isin 13-;) = ﬂ(—ﬁ +£§) = —Jifig
Dla k = 1 otrzymujemy

z1=\/§(c057—;—+£sin7—r) zﬁ(ﬁ—iﬁ) =1-—1.

4

Zatem v/—2i = {—1+1,1 —1}.

Im =z

zg=—1+41

zy=1—1

b) Dla z = —8 + 8+/3i mamy |z| = 16 oraz argz = 23—3". Zatem

2—N—|—2k7r -21+2k1r

V-8+8/3i=1{ V16 cos3—4——+is.'m3T - k=0,1,2,3

Tak wiec dla k = 0,1, 2,3 mamy odpowiednio

za=1—1+/31



Stad /—8+8v3i = {VB+i,—1+V3i,—V3 —i,1 - 3i}.

c) Dla z = 1 mamy |z| = 1 oraz arg z = 0. Zatem

V}T:{f/i(cos0+2kw+isinﬂ+2kr) : k=0,1,...,5}‘

6 6

Tak wiec dla k =0, 1,2, 3,4, 5 mamy odpowiednio

z0 = 1(cos0+1sin0) =1, 21 =1(cosg+isin%):%+\/7§i,
k7 A 1 2 218
a:l(cos—é——!—zsm-s—):—i—{——é—s, za=1(cos:rr+zsm1r)-—_—1,
4r . 4w 1 3. 5 ANl I 3.
24:1(cos?+1sm?):—§-—\/7_z, zs=](cos§+tsm%)=§—}g——s.

Ostatecznie

Odgadujac jeden z elementéw podanych pierwiastkéw obliczy¢ pozostate elementy
tych pierwiastkéw:

a)\/3=50)% b) A5 o) V(VE-i)"

Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr wyrazajacy elementy zbioru

{‘/;: {zu,zl,...,zn_l}

w zaleznodci od wybranego pierwiastka zo, przy czym argument gléwny zo niekoniecznie
jest najmmiejszy:

k
zkzzg(cosgk—w+isin2—ﬂ-), gdzie 1< kg<n—1.
n n

a) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru /(3 — 51)? jest liczba zo = 3 — 5i. Drugi
element tego zbloru wyraza sig zatem wzorem

z1 = 7o (cosm +isinw) = (3 —51) - (1) = —3 + 5.



b) Zauwazmy, e jednym z elementéw zbiorn {/(1 +1)5 jest liczba z = (1 +14)% = 2i.
Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja sie wzorem
2k

ZE = 2o (CGS%TI + zsin T‘I) , gdzie k=1,2.

Zatem
21 =21 (cos-2—3-+tsin 2%) =Pr (—l—i-ﬁs) =-—\/_—z,

2

2o = 21 (cos%r-}-ssmé—?r) =2 (—%—ﬁi) =+/3 —i.

3 2

c) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru 1/ (\/§ - z') 12 jest liczba

53 T _~ AN T s T }
Zg= (ﬁ_ 1.) = [2 (cos (_E) + isin (_E))] =38 (cos (_E) + zsin (-E)) =-—81.
Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja sie wzorem
2kw

2k = 2p (cosz;fTT—trisin T) , gdzie k=1,2,3.

Zatem
z1 = —81 (cos——+ssm —) =—8i-1=8§,

z2 = —8i(cos w +sinw) = —8i - (—1) = 84,

z3 = —81 (cos 32—W + 2sin -3;-) = —8i.(—i) = —8.

J ednym z w1erzr:holkow trojkata rownobocznego jest pimkt. zg = 14-2i. Wyznaczyé
porostale wierzcholki tego tréjkata, jezeli jego érodkiem jest:

a) poczatek ukladu wspéhrzednych;
b) punkt u =6 — i.

Rozwigzanie

a) W rozwiazaniu wykorzystamy fakt méwiacy, ze zbiér pierwiastkéw stopnia n > 3 z
liczby zespolonej z # 0 pokrywa sie z wierzchotkami pewnego n-kata foremnego wpisa-
nego w okrag o srodku w poczatku ukladu i promienin r = {/m Zatem znalezienie
wierzchotkéw z;, 2z tréjkata réwnobocznego rozwazanego w zadaniu, sprowadza sie do
wyznaczenia zbioru pierwiastkéw stopnia 3 z pewnej liczby zespolonej, gdy znana jest
wartos¢ jednego z tych pierwiastkéw, tzn. zo = 1 + 2:. Mamy

k =
Zk = Zp (cos-z—-;-f-tsmzﬁ—w) dla: k=1,2.

Zatem

zl—(1+23](c05—+zsm2—) {1—!—2)(—— i_) (—%—ﬁ)+(§—l)i,
2.'2:(1+2i)(cos%r+isi_n%):(1—1—20(—%—?i):(—% \/.’?)



b) Przesuwamy oba punkty tak, aby srodek tréjkata znalazi 51@ w poczatku ukladu

wspélrzednych. Wierzcholek zo znajdzie si¢ wéwczas w punkcie zo = zp —u=—5+ 3.
Pozostale wierzcholki przesunietego tréjkata mozna otrzymaé teraz w taki sam sposéb

jak to pokazano w przykladzie a), tzn. z zaleznodci:
V3 ) 5 3v3 3, 5v/3 -

' ; 1 i
21:(—5+3!)(—§+-2—2

' ; 1 R 5
i S (‘5'7‘) g i

IOW:

: 17 33 5. 53, : 17 33

5
T T 7 R TS kgt G oy

Znalesé rozwiazania poda.nych rownan:
a)z =(2+4:)6; b)(z—t)4 (z+1] c)z3+322—|—3z:i—1.

Rozwigzanie
a) Zauwazmy, ze rozwiazanie réwnania 25 {2—!—4{)6 sprowadza sie do znalezienia zbioru

pierwiastkéw 6-tego stopmia z liczby (2 + 47)®. Jednym z elementéw tego zbioru jest
oczywiscie liczba zg = 2 + 4i. Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja sie¢ wzorem:

Zk=ZQ(COS‘2kTT+ inz’:ﬂ-),gdzie lgkgs

Zatem

5 =(2+4%) (cosg—l-isin %) = (2 +41) (% ‘/gi) =1-2vV3+(2+V3)4,

i
s {24 30) (cosz?r—i-isin%) = (2 +4i) (—%+?) = —1-2V3+ (“2%V3)i,
z3=(2+41)(cosm+isin7) = (2+41) (-1) =-2— 4,

z;—(?—l—‘lz)(c‘os?—i—z' 4;):(2+4i)(—%—§ :—1+2\/_-—(2+\/3T)i,

o -k (coss?ﬁ—i—isinﬁ?ﬁ-) — (244i) (%- %:) —1+2V3+ (2-V3)i.

4
; ; : - > i , fz2—1

b) Oczywiécie z # —i. Zatem nasze réwnanie ma réwnowazna postac ( I ) = 1,
z41

ktéra jest z kolei réwnowazna alternatywie réwnaf

= Wk,

z41
gdzie 0 < k £ 3 oraz {wo,wl,wg,w3} V1. Poniewaz ¥1 = {1,—1,i,—i}, zatem

réwnania te przyjmu_]q postaé z—i=z+ilub z —i=—(z+1) lub z —i=i(z +1) lub



z —1=—i(z +1). Plerwsze 2z tych réwnaf jest sprzeczne, a pozostale maja odpowiednio
rozwiazania z;1 = 0, z» = —1, z3 = 1.

c) Réwnanie z° + 322 + 3z = i — 1 mosna zapisaé w postaci (z + 1)3 = 1. Liczba z 41
jest zatem dowolnym elementem pierwiastka trzeciego stopnia z liczby i. Poniewaz

%:{ﬁ+%£,—%§+%i,—i},

Ed
wiec
8 1y e e
z4+1= 7+58 lub z+1——7+ 37 lub z4-1 = —i.
Rozwiazaniami tych réwnan, a zatem i wyjsciowego réwnania, sa liczby
. 3 I 3 1.
21:—1—3, 22:‘\/7_—1+51, 2‘2:—%—1-{—'2—3.
Zadania
Zadanie 1.1
Wrykonac podane dzialania:
a) (1 —3¢) + (4 — 5i); b) (1+v2i) - (V3-6i);
; ; 243
c) (V7T -3 - (VT+3i); d) T
22 z—w Rez+ilmw

e)z - w, —, dlaz=5—2i, w=3+4i.

w' T+W’ z4+w
Zadanie 1.2
Znalezé liczby rzeczywiste #, y spelniajace podane réwnania:
a)z(2+3)+y(d—2i) =—8+7i; b)(2+yi) (z—-3)=T7—1;
)1+yi 4y 9-—2i
c =

a—m L s —— T

Zadanie 1.3
W zbiorze liczb zespolonych rozwiazac¢ podane rownania:

3)22:47, b) 1:_‘8:2_73:; C)22—42+}_3:0;
d) (z+2)=(Z+ 2)2; e)2z+z=6—57; f) (1+1)z+3(z—17) = 0;

241 1—i
z—14+4i 2241’

g) h)z+i—2z+i=0; *)22-6iz2-12248i=0.

Zadanie 1.4
Na plaszczyznie zespolone] narysowal zbiory liczb z speiniajacych podane wa-
runki:



a) Re (iz +2) > 0; b) Im2? < 0;

c)z—t=z=1; d)é——‘f;
e)zz+(5+i)z+(B5—9)zZ+1=0; f) Im iy
— 1z
O Zadanie 1.5
: z+4 z y ! . § 5
Niech u = —~ —, v = ——, gdzie z € C. Naszkicowaé zbiér wszystkich liczb

T, U Z
z—21 iz +4
zespolonych z, dla ktdrych:
a) liczba u jest rzeczywista; b) liczba u jest czysto urojona;

c) liczba v jest rzeczywista;  d) liczba v jest czysto urojona.

O Zadanie 1.6

Punkty z1, 22, 23 plaszczyzny zespolonej sa wierzchotkami tréjkata. Wyznaczy¢

polozenie punktu przeciecia srodkowych tego tréjkata.

Wskazéwka. Wykorzystaé fakt, ze érodkowe tréjkata przecinaja sig w jednym punkcie i

dziela sie w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotka.

O Zadanie 1.7

Obliczyé moduly podanych liczb zespolonych:

a) —/3i; b) 6 —8i; c) V2+ V/3i;
2 ZE)- dy e
ot 3—4i

d) 1+itga, a € (—

© Zadanie 1.8

Podaé interpretacje geometrycznq modultu réznicy liczb zespolonych. Korzystajac
z tej interpretacji narysowaé zbiory liczb zespolonych 2 speliajacych podane wa-

runki:
-9
a)lz—3+4=1 e =1 c)2< [iz—5| < 3;
z+1
z+1 . ;
d) |z4+1—2i| >3 o0raz [z—3| < 4; e) il ® >1; f) sin (|2 + 2i]) >

g¥) 3|z +i| < | +1| <5lz—il;  h) |7-1+3i] <5

O Zadanie 1.9
Podane liczby zespolone zapisaé w postaci trygonometrycznej:

a) T+ T b) V3 —1i; c) -5 + 5+/3i;
d) sina+icosa; e) —cosa+ising; f) 1+itge.

: - m
Uwaga. W ¢wiczeniach d), e), f) kat « spelnia nieréwnodci 0 < & < 5

O Zadanie 1.10
Narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych podane warunki:



0}

o}

(@]

b) %< arg (z + 3i) < g;

c) w < arg(iz) < 2m;  d) arg (f) =m;
) T<ag(-2)<g; F)arg(z-1-2)= =

Zadanie 1.11
Obliczy¢ wartoéci podanych wyrazen (wynik poda¢ w postaci algebraicznej):

a) (1 —i)1%; b) (1+v39)% ¢ (2v3-2)%,

e 1+9*2 A S AT
d) (cosg*zsmz) : e)m, f) (smg+zcos-ﬁ—) .

Zadanie 1.12
Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazic:

a) sin 3z przez funkcje sinz; b) cos 4z przez funkcje sinz i cos z;
c*) tg 6z przez funkcje tgz; d*) ctg5z przez funkcje ctgz.

Zadanie 1.13
Narysowa¢é zbiory liczb zespolonych z speliajacych podane warunki:
a) Im (2*) < 0; b) Re (2*) > 0;
2 2] . (1+4)z ”
¢) Im (%) > Re [(z)], d)hn——(l—i)i/o'

Zadanie* 1.14
Wykorzystujac wzor na sume wyrazéw zespolonego ciggu geometrycznego obliczyc:

a) sin:c—i—_sin?:r—l—...-{-sinnx; h) cosx + cos 2z + ...+ cosnz;

1 . : -
c) -2-+cosx+c0523:+...+cosnx; d) sinz +sm3z +...+sin(2n — 1)z;
)l+(1-)+1-D)>+...+ (1%

f) (g) —(;)+ (Z) ~..,+(—1)“(27:n),gcizien6N0razm=E(g).

Zadanie 1.15

Stosujac posta¢ wykladnicza liczby zespolonej rozwiazal podane réwnania:
Q=% D=2 @ =0

d) |z’ = iz% e) 25 = (3)% 1) 8=

Zadanie 1.16

Stosujac wzory Eulera wyrazi¢ podane funkcje w postacl sum sinuséw i cosinuséw
wielokrotnosci kata z:

a)sin®z; b)cos?z; c)sin’z; d)sin*z + costz.



O Zadanie 1.17
Korzystajac z definicji obliczyé podane pierwiastki:

a) V5—1%; b)V_IIF60; c)¥5 d)Vi6.

O Zadanie 1.18
Obliczyé i narysowaé na plaszczyZnie zespolonej podane pierwiastki:

a) V-14++/3i; b) Y/=27i; <) v—4; d)V/-64
e) v/323; f) /=1+i g*) Vi, h*)V2+2

O Zadanie 1.19
Odgadujac jeden z elementéw podanych pierwiastkéw obliczyé pozostale elementy

tych pierwiastkéw:

a) VG-4)% b) Y(—2+3)%; o) 2= d) Y2-20°.

O Zadanie 1.20
Jednym z wierzchotkéw kwadratu jest punkt z; = 4 — 1. Wyznaczy¢ pozostale
wierzchotki tego kwadratu, jezeli jego érodkiem jest:

a) poczatek ukladu wspélrzednych; b) punkt u =1;
c) punkt u = 3+ 7; ; d)punktu:?’-t-\/iz'.

O Zadanie 1.21
Znalezé rozwiazania podanych réwnai:

a)2t=(1-9% b)(z-1°=(i—-2)5% c)z®=(>z+1)>



2

Wielomiany

Przyktady

Podstawowe definicje i wlasnosci

Obliczy¢ iloczyny podanych par wielomiandéw rzeczywistych lub zespolonych
a) P(z) = 2% — 22 +3, Q(z) = 2® — 222 4 52 — 1, gdzie ¢ € R,

b) W(2) =22 +3iz+1—14, V(2) = —iz? + 42 — 64, gdzie z € C.

Rozwiazanie
a) Mamy

(P-Q)(z) = P(z)-Q(x)
= (xg—v@_x+3) 3 (r,3 —232+50:—1)
= 2° =22 +52° — 2 /25  +2/22° —5/252 /22 4+ 32% — 652 +152—3

= 25— (2+VD) o +2(44VD) o (145V2) 224 (154v3) 23,

gdzie z € R.
b) Mamy
(W-V)(z) =W(z)-V(z)
= (% +3iz+ 1—1) - (—iz® + 42 — 6i)
= —iz* +42° —6iz° +32° +12i2° + 182 — (1 +19)2> + 4(1 — i)z — 6i — 6

= —iz* +72°% + (51 — 1)2° + (22 — 44)2 — 6(1 + 1),
gdzie z € C.

Obliczy¢ ilorazy oraz reszty z dzielen wielomianéw P przez wielomiany Q, jezeli:
a) P(z) = 2z% — 52° + 22, Q(z) =z%—1;



b) P(z)=2z* -1, Q(z)=2"+1,
€) P(2) =2°+322+Tiz—1, Q(z) =z—1i.

Rozwigzanie
W rozwiazanin wykorzystamy algorytm dzielenia wielomianéw.
a) Mamy
2z2 — 5z + 2
(a0 ssviEat + 21) : (5 -1
- 2zt + 222
= — 52 4+ 2z + 2z
+ 528 - 5T
= 2:1:2 — 3z
~ 2 + 2
= - 3. g2
Toraz 2z2 — 5z + 2, reszta z dzielenia —3z + 2.
b) Mamy
g g™ rpricid
(=*° — 1) (2 +1)
_ gls g0
. ¥ i:10 - 1
+ 2° 4+ 2°
= x.’i == 1
— ® = 1
= - 2

Toraz z'° — z° 4+ 1, reszta z dzielenia —2.

c) Mamy
2t 4+ i — 2 4+ (3—dz + 1410
(z5 + 322 + Tiz — 1y
h 5 + ,;'z‘l
= iz + 327 + Tiz — A
— iz — 2
= — z 4 32° + Tiz — 1
g B iz?

— {3—!_)22 -1- Tiz — 2

— 3-92 + (1+3i)z
= (1+10:)z — 1
— (1+108)z — (10 —1)
= — (11-1)

Horaz =% +iz° — 22+ (3 — i)z + 1+ 10z, reszta z dzielenia —11 + ¢

(z—1)



Pierwiastki wielomiandw

Znale#é wszystkie pierwiastki catkowite podanych wielomiandw:
a)2®—222 —5246; b)223—522-22-3; c)2®+52°+ 32—+ 15.

Rozwiazanie
W rozwigzaniu wykorzystamy twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wiclomianu

L)t n—1
aGnE +Gn-a1T +...+taz+ao

o wspétczynnikach catkowitych: kazdy calkowity pierwiastek tego wielomianu jest dziel-
nikiem wyrazu wolnego ao.

a) Dzielnikami wyrazu wolnego ag = 6 sa liczby: 1, -1, 2, -2, 3, —3, 6, —6. Obliczajac war-
toéci tego wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw widzimy, ze pierwiastkami catkowitymi
sa 1,—2,3. Poniewaz jest to wielomian stopnia 3, wiec sa to jego jedyne pierwiastki.

b) Dzielnikami wyrazu wolnego ao = —3 sa liczby: 1, —1,3, —3. Obliczajac wartosci tego
wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw widzimy, ze jedynym pierwiastkiem caltkowitym
jest 3.

c) Dzielnikami wyrazu wolnego ag = 15 sg liczby: 1,-1,3,—3,5, 5,15, —15. Obliczajac
wartoéci tego wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw wnioskujemy, Ze nie ma on pier-
wiastkéw catkowitych.

Uwaga. W wielu przypadkach obliczenia mozna znacznie uprosci¢ np. badajac parzystoéé
wartoéci wielomianu dla dzielnikéw wyrazu wolnego. W przykladzie c) dla kazdej war-
toéci calkowitej z wartos¢ wiclomianu jest liczba nieparzysta (jako suma algebraiczna
czterech liczb jednakowej parzystosci oraz 15), zatem nie moze byé réwna 0.

Znalezé wszystkie pierwiastki wymierne podanych wielomiandw:
2 1
a) 4zt — 722 -5z —1; b) 2>+ %— z+3; c) 328 +52° — 2t + 7z —9.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o postaci pierwiastkéw wymiernych wielo-
miant ant” + an1z” * + ...+ @13 + a9 o wspdélczynnikach calkowitych: jezeli liczba
wymierna 2, gdzie ulamek — jest nieskracalny, jest pierwiastkiem tego wielomianu, to p

jest dzielnikiem wyrazu wolnego ao, natomiast ¢ jest dzielnikiem wspolczynnika a,,.

a) Dla wielomianu 4z* — 7z? — Bz — 1 mamy as = 4 oraz ag = —1. Dzielnikami wyrazu
wolnego ap sa liczby 1, —1. Dzielnikami wspdlczynnika as sa: 1,—-1,2,—2,4, —4. Zatem
-1 1 -1 1

pierwiastkami wymiernymi tego wielomianu moga by¢ tylko liczby: LR R

—1 5 i tut . : i : - ; —1.
——. Obliczajac wartosci wielomianu kolejno dla tych liczb wnioskujemy, ze tylko 5 jest

jego pierwiastkiem wymiernym.

2
b) Poniewaz >+ % — x4+ % = % (69;3 +2° — 65+ 2) , wiec pierwiastki wielomianu



2

° + % -+ 3 pokrywaja sie z pierwiastkami wielomianu 62> + 2 — 6z + 2. Dla wielo-
mianu 6z°+z°—62+2 mamy as = 6 oraz ao = 2. Dzielnikami wyrazu wolnego ao sa liczby:

1,—1,2,—2. dzielnikami wspdlczynnika a3 sa natomiast Liczby: 1,—1,2,—2,3,—3,6, —6.

Zatem pierwiastkami wymiernymi rozwazanego wielomianu moga by¢ tylko liczby: T
-1 2 -2 1 -1 1 -1 2 -2 1 -1
1’1’1’2’2’3’3’31’3’6’6

plerwiastkiem wymiernym jest >

. Po sprawdzeniu okazuje sig, ze jedynym

c) Dla wielomianu 3z° + 52° — 2* 4 7z — 9 mamy as = 3 oraz ao = —9. Dzielnikami wy-
razu wolnego ap sg liczby: 1,—1, 3, —3,9, —9. Dzielnikami wspétczynnika as sa natomiast
liczby: 1,—1,3,—3. Zatem pierwiastkami wymiernymi tego wielomianu moga by¢ tylko
-1 3 -3 9 -9 1 -1 . 2
RS LUEE L) T Po sprawdzeniu okazuje sie, ze zadna z tych liczb

nie jest pierwiastkiem wielomianu.

liczby

Uwaga. Obliczenia w przyktadzie c) mozna znacznie uproscié, jezeli zauwazymy, ze dla
kazdego ulamka = gdzie p i ¢ sa liczcbami nieparzystymi, warto$¢ wyrazenia 3z° + 52° —
z* + Tz jest ulamkiem nieskracalnym o parzystym liczniku i nieparzystym mianowniku.
Stad wynika, ze wartoéé wielomianu 3z® + 5z° — z* + 7z — 9 dla takiego utamka jest
ulamkiem o nieparzystym liczniku. A zatem wielomian nie moze byé réwny 0 dla tych
liczb wymiernych.

Znalezé pierwiastki podanych réwnan kwadratowych 1 dwukwadratowych:
a) 22 +2iz+3=0; b)z22—(2+i)z—-1+Ti=0;
c) 24 +52244=0; d)2*—3022+289=0.

Rozwiazanie
Do wyznaczenia pierwiastkéw réwnania kwadratowego az2 +bz+¢ = 0 0 wspétczynnikach
zespolonych wykorzystamy wzory

Lg=bid =hb
P2 2a R Ty
gdzie § oznacza jeden z pierwiastkéw kwadratowych z liczby zespolonej A = b* — 4ac.
a) Dla réwnania kwadratowego 2° + 2iz +3 = 0 mamy A = (20)° —4-1-3 = —16.
Przyjmujac § = 41 otrzymamy
. SO 1
21 = —-"-—2 = 3 2 = 72 = 1.

b) Dla réwnania kwadratowego 2% —(2+1i)z—1+47i = 0, mamy A = (2+1)° —4(—147:) =
7 — 24i = (4 — 34)%. Przyjmujac teraz § = 4 — 31 we wzorze na pierwiastki réwnania
kwadratowego otrzymamy
1) — (4 — 31 .
TR e e o) U O
2 2

c) Podstawiajac w rozwazanym réwnaniu w = z° otrzymamy réwnanie kwadratowe w? +
5w + 4 = 0. Rozwiazaniami tego réwnania sa wi = —1 oraz wp = —4. Plerwiastki

_ e+ +E-3)

1.



wyjéciowego réwnania sa zatem rozwiazaniami rownan 22 =—1, 22 = —4. Stad zy = —1,

2o =1, 23 =—2%, zs = 21.
d) Podstawiajac w rozwazanym réwnaniu w = z* otrzymamy réwnanie kwadratowe
i T P % 30 — 167 .
w? — 30w + 289 = 0. Rozwiazaniami tego réwnania sa w; = ST B 15 — 81 oraz
. 2
30 4 161 Lol g : sin P s A -
WE=y O F 15 + 8:. Pierwiastki wyjéciowego rownama sa zatem rozwigzamami

réwnah 22 =15—8i, 22 = 15+84. Stad 21 =4 —4, 20 = —4+14, 23 =4+, 24 = —4—1i.

Zasadnicze twierdzenie algebry

Znajac niektére pierwiastki podanych wielomianéw rzeczywistych, znalez¢ ich po-
zostale pierwiastki:
a) W(z) = z* +22% + 52 + 6246, 1 = —1+7;

b) W(z) =2° — 5z* +18z° — 1822 + 172 — 13, 21 =234, zy = i.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie: jezeli liczba zespolona zg jest pierwiastkiem
wielomianu o wspélczynnikach rzeczywistych, to To takée jest pierwiastkiem tego wielo-
mianu.

a) 7 twierdzenia tego wynika, ze skoro 1 = —1 + 1 jest pierwiastkiem wielomianu rze-
czywistego z* + 212 +52° + 6z + 6, to takse liczba 52 = T; = —1 — 1 jest plerwiastkiem
tego wielomianu. Z twierdzenia Bezout wynika, Ze rozwazany wielomian jest podzielny
przez wielomian

(z—z1)(z—z2)=[z— (-1 +19)][z — (-1—i)]=2>+2z+2.
Tloraz z dzielenia wielomiandéw
(x4+21:3 —|—5z2 +ﬁ£+6) = (zz + 2z +2)
jest wielomianem z° + 3. Pierwiastkami tego wielomianu sa liczby 23 = V31, £y = —/3i.
b) Skoro liczby z1 = 2 — 3i oraz g2 = ¢ sa pierwiastkami wielomianu rzeczywistego, to
takze liczby za = T = 2 + 3¢ oraz 34 = T = —1i 53 jego pierwiastkami. Z twierdzenia
Bezout wynika, ze wielomian z°® — 5z* + 18z° — 1822 + 17Tz — 13 jest podzielny przez
wielomian
(2 —2) (5 — 23) (z = 22) (5 — 2) = [5 = (2= 30)] [z = 2+ 3)] (= — )(= + )

= (22 —42 +13) (s> +1)

= z* —4z® + 14z% — 4z +13.
llorazem z dzielenia wielomiandw

(z° — 55* + 182° — 182° + 17z — 13) : (2* — 42° + 140" — 45 + 13)

jest wielomian z — 1. Pierwiastkiem wielomianu = — 1 jest oczywiscie zs = 1.
Uwaga. Dla tego wielomianu koficowe obliczenia mozna uprosci¢ prébujac znaleZ¢ pier-
wiastki catkowite wéréd podzielnikéw wyrazu wolnego ao = —13, tj. wérdd liczb: 1, —1,
13, =13,



Nie wykonujac dzielenn znalezé reszty z dzielen wielomianéw P przez wielomiany
@, jezeli:

a) P(z) =z +22 -2, Q(z) = 23 — 4z;

b) P(z) =2z% +52%+1, Q(z) ==2% -2z +2.

Rozwiazanie
a) Reszta z dzielenia dowolnego wielomianu przez wielomian stopnia 3 jest wielomianem
stopnia < 2. Niech poszukiwana reszta ma postaé R(z) = az® + bz + ¢, gdzie a,b,¢c € R.
Wtedy P(z) = I(z) - Q(z) + R(z), gdzie I jest llorazem z dzielenia tych wielomianéw.
Zatem

2052 g =1I(z)- (:r:3 —43:) tar 4 brtec
dla kaidego z € C. Podstawiajac w tej tozsamosci pierwiastki wielomianu z° — 4z, tj.
liczby z1 =0, z2 = —2, 3 = 2, otrzymamy uklad réwnan

—2 = C;
1026 =4a —2b+ ¢,
1026 =4a+2b+c.
Rozwigzaniem tego ukltadu réwnaf jest tréjka a = 257, b = 0, ¢ = —2. Zatem reszta z
dzielenia tych wielomianéw ma postaé 257z% — 2.
b) Reszta z dzielenia dowolnego wielomianu przez wielomian stopnia 2 jest wielomianem

stopnia < 1. Niech poszukiwana reszta ma posta¢ R(z) = ax + b, gdzie a,b € R. Wtedy
P(z) = I(z) - Q(z) + R(z), gdzie I jest ilorazem z dzielenia tych wielomianéw. Zatem

xs+5:c3+1:1’(r) (m2—2x+2)+az—1—b

dla kazdego z € C. Poniewaz pierwiastki wielomianu z? — 2z + 2, tj. liczsby z1 = 1 + 1,
£3 = 1—1, nie sa liczbami rzeczywistymi, wiec w ostatniej tozsamosci wystarczy podstawié
tylko jeden z tych pierwiastkéw np. ;. Wtedy otrzymamy réwnosé

A+ +50+9)° +1=0a(l+1)+b.

Stad 7+10i = (a-+b)+ ai. Poréwnujac czesci rzeczywiste 1 urojone obu stron tej réwnosci

a+b= T,

a =10,
Rozwigzaniem tego ukladu réwnaii jest para a = 10, b = —3. Zatem reszia z dzielenia
tych wielomianéw ma posta¢ 10z — 3.

otrzymamy uklad réwnai

Podaé przyklady wielomianéw zespolonych najnizszego stopnia, ktére spelniaja

podane warunki:

a) liczba 1 jest pierwiastkiem podwdjnym, a liczby 2, 3, 1+ i s3 pierwiastkami
pojedynczymi tego wielomianu;

b) liczba 2 — 3i jest pierwiastkiem podwdéjnym, a liczba 2 + 37 jest pierwiastkiem
poczwornym tego wielomianu.




Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o przedstawianin wielomianu zespolonego w

postaci lloczynu dwumianéw. Jezeli liczby zespolone z1, z2, ..., #zm sa pierwiastkami
wielomianu W o krotnosciach odpowiednio k;, ka, ..., km, to
W(z)=c(z—z)" - (z—z)*-... (2 — zm)*™,

gdzie ¢ € C\ {0} jest wspélczynnikiem tego wielomianu przy najwyszszej potedze.
a) Przykladem wielomianu spelniajacego podany warnnek jest wielomian postaci:
W(z) = oz = 1) - (= 2) - (= 3) - [ — (1 + )],
gdzie ¢ € C\ {0}. Wielomiany tej postaci sa jedynymi wielomianami najniZzszego stopnia,
ktére spelniaja ten warunek.

b) Przykladem wielomianu spelniajacego podany warunek jest wielomian postaci:

W(z) =clz— (2 -3 - [z — (2+3i)]*,

gdzie ¢ € C\ {0}. Wielomiany tej postaci s jedynymi wielomianami najnizszego stopnia,
ktére spelniaja ten warunek.

Podaé przyktady wielomianow rzeczywistych najnizszego stopnia, ktére spelniaja

podane warunki:

a) liczby 0, 3 oraz —i sa plerwiastkami pojedynczymi tego wielomianu;

b) liczby 1+ 2i, —5 sa pierwiastkami pojedynczymi, liczba 0 jest pierwiastkiem
podwéjnym, a liczba —3¢ jest pierwiastkiem potréjnym tego wielomianu.

Rozwiazanie

W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o pierwiastkach zespolonych wielomianu rze-
czywistego. Jezeli liczba zespolona zg jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu rzeczywi-
stego, to liczba Tp takze jest pilerwiastkiem k-krotnym tego wielomianu. Wykorzystamy
takze twierdzenie o przedstawianin wielomianu rzeczywistego w postaci iloczynu dwu-
mianéw lub tréjmianéw rzeczywistych. Jezeli liczby z1, z2, ..., T, sa pierwiastkami rze-
czywistymi wielomianu rzeczywistego W o krotnosciach odpowiednio ki, k2, ..., kr oraz
liczby zespolone 21, 2z, ..., zs, gdzie Imz; > 0 dla 1 € j < s, sa pierwiastkami istotnie
zespolonymi tego wiclomianu o krotnosciach odpowiednio h, &2, ..., I, to

W(z) = a(z—21)" - (z—22)2 ... (z — z,)*
4 1 Is
x (@ +prt+a) - (P +po+e)’ . (B2 +pota)”,
gdzie a € R\ {0} jest wspdlczynnikiem wielomianu W przy najwyzszej potedze, a liczby
1, 91, P2, 92, - -+, Ps, §s 53 okredlone przez réwnoéci
p;=—2Rez;, ¢; =|z[* dla 1<j s
a) Poniewaz liczba —i jest pojedynczym pierwiastkiem zespolonym szukanego wielomianu
rzeczywistego, wiec takze liczba —1 = 1 jest jego plerwiastkiem pojedynczym. Przykladem

wielomianu rzeczywistego najnizszego stopnia, kidrego pierwiastkami jednokrotnymi sa
liczby: 0, 3,1, —1 jest wielomian

W(z) = az(z — 3)(z — i)(z +1) = az(z — 3) (z* + 1),



gdzie a € R\ {0}. Wielomiany tej postaci sa jedynymi wielomianami rzeczywistymi stop-
nia 4, ktérych pierwiastkami sa liczby 0,3, i, —1.

b) Poniewaz Liczba 1 + 2i jest pojedynczym pierwiastkiem zespolonym szukanego wie-
lomiann rzeczywistego, wiec takze liczba 1421 = 1 — 2i jest jego pierwiastkiem po-
jedynczym. Podobnie, skoro liczba —31 jest potréjnym pierwiastkiem zespolonym tego
wielomianu, wigc takze liczba 31 = 3i jest jego pierwiastkiem potréjnym. Przykladem
wielomianu rzeczywistego najniiszego stopnia, kidrego pierwiastkami pojedynczymi sa
liczby: —5,1 4 24,1 — 21, plerwiastkiem podwéjnym jest 0, a pierwiastkiem potréjnym sa
liczby 3i oraz —3i jest wielomian

W(z) = az’ (z+58)[z—(1+ 2i)][z — (1 — 21)] - (= — 3i]3 -(z+ 3?;)3
= a:cz(z +5) (r2 — 2z 4+ 5) (x2 +9)3 :

gdzie a € R\ {0}. Wielomiany tej postaci sa jedynymi wielomianami rzeczywistymi
stopnia 11, ktére maja wymienione wyzej pierwiastki wielokrotne.

Podane wielomiany zeS};olone ﬁrzedst.awié w postaci iloczynu dwumianéw:
a)izZ—4; b)z>—322+32—1+8i; ¢) - (1-9%

Rozwiazanie
Wykorzystamy twierdzenie sformulowane w rozwiazanin Przykiadu 2.8.

a) Szukamy pierwiastkéw wielomianu iz? —4 = i(32 +4£) . Pierwiastkami tego wielo-
mianu sa liczby 21 = ﬁ(l —i), 22 = —\/5(1 — 1). Zatem

i? —a=i[z—v2(1-1) [z +v20-19)].
b) Szukamy pierwiastkéw wielomianu 22— 32432 —1+8 = (z—1)° + 8i. Zbiér

pierwiastkéw tego wielomianu pokrywa sie ze zbiorem 1 + /—81. Korzystajac ze wzorn
na plerwiastki z liczb zespolonych otrzymamy

=142 m=1—(V3+i) oraz =1+ (V3-1i).
Zatem
P3P 4sr—148i=z—Q+2)]-[r-(1-V3-i)]-[2— (1+v3-1i)].
¢) Szukamy pierwiastkéw wielomianu #* — (1 — i)*. Korzystajac dwukrotnie ze wzoru
a® — b = (a + b)(a — b) otrzymamy
A-@-it = [2+0-i)] [A-0- i)?]
= [2+a-]E+@-D-0 -9

Pozostaly jeszcze do znalezienia pierwiastki wielomianu 22 4+ (1 —©)?. Zbiér tych pier-

wiastkéw pokrywa si¢ ze ze zbiorem 4/ —(1—i)2. Jednym z elementéw tego zbioru jest
i(1—i)=1+4,adrugim —(1+¢)=—-1— i. Zatem poszukiwany rozklad ma postac

—Q+)]- = (-1-]-[e = (=] [z = (-1 +3)].



Podane wielomiany rzeczywiste przedstawié w postaci iloczynu nierozktadalnych
czynnikéw rzeczywistych:

a)z*4+81; b)z'—2z; c)zt+2?+1.

Rozwiazanie
Wykorzystamy twierdzenie sformutowane w rozwiazaniu Przyktadu 2.9.

a) Szukamy pierwiastkéw zespolonych wielomianu zt + 81. Zbidr tych pierwiastkéw po-
krywa sie ze zbiorem ~/—81. Korzystajac teraz ze wzoru na pierwiastki z liczb zespolonych

otrzymamy
o= {520+, 50 1+)—£(1+),3‘f(1—)}

(e-2F0) -0 o) ()
= [+* —3v2z +9] [2* +3v2z + 9] .

Uwaga. Ten sam wynik mozna uzyskaé zapisujac z* + 81 w postaci réznicy kwadratdw
pewnych wyrazer. Mamy

Zatem

zt 4+ 81

z* +81 = (2% +182% + 81) —182% = (2% +9)° — (3v/2z)’
= [(«® +9) — 3v22] - [(2* +9) +3v2z] .

b) Szukamy pierwiastkéw zespolonych wielomianu s —s=1 (xs - 1) . Zbiér tych pier-
wiastkéw jest suma {0} oraz zbioru pierwiastkéw stopnia 6 z liczby zespolonej 1. Poniewaz

: T A (e L1 30l Tl
== — -_—,— = _, -1, - — — . —— -
5 {1' FEM G Y TR iR

o~z = (2-0) (z=1)- (3+1) [(f— (%*g)) ‘ ( X (%_é_g))}
- (5449 (- (5-49)]

=z(z-1)(=z+1) (s> —z+1) (z> +2+1).

Uwaga. Ten sam rozklad mozna uzyskaé korzystajac ze wzoru a® -5 = (a—b)(a +b)
oraz ze wzoru a® £ b° = (a + b) (a2 Fab+ bz) . Mamy

e =z =z(z—1) =2z (*-1) (s> +1)
=z(z—1) (s> +2+1) (z+1) (e® -z +1).

c) Poniewaz wiclomian z* 4+ 2% + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, wiec jego rozkltad
na rzeczywiste czynniki nierozkladalne ma postaé

m4+32+1=(x2+a9:+6) (22+cr+d),



gdzie a,b,c,d € R. Wspélczynniki a,b, ¢, d znajdziemy rozwiazujac odpowiedni ukiad
réwnan. Mamy
1=z + (a +c)a:3 + (b+ ac +d)1:2 + (ad + be)z + bd
dla kazdego z € R. Zatem
a+4tc
b+ac+d
ad + be
bd
Rozwiazaniem tego ukladu réwnai sg dwie czwérki lictgha=—-1,b=1,¢c=1,d=1Ib
a=1,b=1,¢c=—1,d=1. 7 pierwszej czwérki otrzymamy rozklad

x‘*'+z2+1=(32—x+1) (3:2+x+1).

Il

Il

|
l_—‘cl—-‘@

Druga czwérka daje ten sam rozklad. Zmieniona jest tylko kolejnos¢ czynnikdéw.
Uwaga. Ten sam rozklad mozna uzyskaé korzystajac z faktu, Ze pierwiastkami réwnania
dwukwadratowego z* + 22 +1 =0 sa liczby

1 3. & 1 3. =
31:_+[_1‘! Zg = Z1, 23=——+£i, 24 = Z3.

2 2 2 2
Wtedy

Z TN U W )|

= [z2—3+1] [x2+x+1] i
Mozna takze wykorzystaé wzor a® — b = (a —b)(a + b). Mamy wtedy

zi-l—.'cg—!—l:(z&+2z2—t—l)—zzz(xz—{—l)z-—z?: [mz—x+1] [z2+r—i—1_].

Utamki proste

Podane funkcje wymierne (rzeczywiste lub zespolone) rozlozy¢ na sumy wielomia-
néw oraz funkeji wymiernych wtasciwych:
) 2° ) 344222 -1
a) ————=; —_—
273 +z-3 zi4 2% —
Rozwigzanie
a) Po podzieleniu wielomianéw 28 (223 +z— 3) jak w Przykfadzie 2.2 otrzymujemy
3 1 3
iloraz %za — iz -+ i i reszte Zzz - -z—z + 5 Zatem
28 T oo i 22 —6z+9

3 tz—3 2. _ZZ+Z+4(233+Z—3)'




b) Mamy

3¢t 202 —1 3(x*+x3——$)—323+31:+2z2—1 e

-3+ 22 +3x -1
2t 4+ 2% — 1 ¢t + 22— zt+ 52—z i

3+

Zaproponowaé rozklady podanych zespolonych funkcji wymiernych wladciwych na
zespolone utamki proste (nie obliczaé nieznanych wspdlczynnikéw):

B O S R e e
(z+13(2+1) zHz+(1—=20)] (2 -5)

Rozwigzanie

\ ; A :
Zespolone ulamki proste maja postac: ——F, gdzie a, A€ C oraz n € N.
1]

(= +
a) Wielomian w mianowniku funkeji wymiernej rozwazanej w tym przykladzie ma naste-
pujacy rozklad na zespolone czynniki nierozktadalne

(z+ 1)3 (22 + 1)2 =(z+ 1)3(2: BN i)Q(z — i)Q.
Zatem szukany rozklad zespolonej funkcji wymiernej ma postaé

3iz _A+B+CIDIE F+G
(2412 (z+1)2(z—1)2  z+1 (2+1) (2+1)% Tzdi (2492 z=i (z2—1)2°
gdzie A, B,...,G € C. Postaé tego rozkladu wynika z twierdzenia o rozkladzie zespo-
lonej funkcji wymiernej whasciwej na zespolone ulamki proste. Wspélezynniki zespolone
A, B, ..., G tego rozkladu sa wyznaczone jednoznacznie.
b) Rozklad zespolonej funkcji wymiernej rozwazanej w przykladzie na zespolone utamki

proste ma postaé

(1—-i)*+i®+2-5i A, B C D E F G

Azt (1-2)P(2—5) ?+?~’+?+?§+z+(1—2=‘)+{z+(1—zs)]2+z~5’

gdzie A,B,C,D,E,F,G € C. Posta¢ tego rozkladu wynika z twierdzenia o rozktadzie
zespolonej funkcji wymiernej wladciwej na zespolone ulamki proste. Wspélczynniki ze-
spolone A, B, ..., G tego rozkladu sa wyznaczone jednoznacznie.

Zaproponowaé rozkt
na rzeczywiste utamki proste (nie oblicza¢ nieznanych wspélczynnikow):

P —z3 41 z8 — 7254322 -5

a 5 =B ; 2

) z(z+1)3 (22 + 1) ) (22 —9)* (22 + 22+ 6)°
Rozwigzanie
Rzeczywiste ulamki proste pierwszego rodzaju maja postaé

(_;_%)n, gdzie g, A € R oraz n € N.
€T



Rzeczywiste utamki proste drugiego rodzaju majg postac

Az + B
—— =, gdzie A BeER N,
(Ig+px+q)n' gdzie p,q, A, D € oraz n € IV,
przy czym spelniony jest warunek A = p? — 4q < 0. Twierdzenie o rozkladzie rzeczy-
wistej funkcji wymiernej wladciwej na rzeczywiste utamki proste orzeka, ze kazda taka
funkcja jest suma rzeczywistych utamkéw prostych pierwszego i drugiego rodzaju. Nie-
znane wspolczynniki okreélone sa jednoznaczuie.
a) Poniewaz wielomian w mianowniku rozwazanej funkeji wymiernej jest przedstawiony
w postaci iloczynu rzeczywistych czynnikéw nierozkladalnych, wigc szukany rozklad na
ulamki proste ma postac

z° -z +1 __é_!_ B 3 C x D Bz 4+ F
x(z+1)3(r2+1)_$ z+1  (z+1)? (z+1)2 22 41"

gdzie wspétczynniki 1zeczywiste A, B, ..., F sa okreslone jednoznacznie.

b) Wielomian w mianowniku rozwazanej funkcji wymiernej ma nastgpujacy rozkiad na
rzeczywiste czynniki nierozktadalne

(z2 - 9)2 (9:2 + 2z + 6)3 =(z—3)*(z +3)° (x2 + 2z + 6)3 ;

Zatem rozklad rozwazanej funkcji wymiernej na rzeczywiste ulamki proste ma postac

o —T® 4352 -5 L. o B n C T D
(,«;2-—9)2(x2+2x+6]3_$—3 (z—3)2  =z+3 (3+3)°
Ez+ F Gr + H Iz +J

22 +25+6  (22+25+6)°  (22+25+6)"

gdzie wspdlczynniki rzeczywiste A, B, ...,J sa okreslone jednoznacznie.

Podane zespolone funkcje wymierne wiasciwe rozioiﬁ na zespolone utamki proste:
a) iz+9 b) z+3 F 5 22% 4+ 822 + 32

219 De-nE+) Y @+
Rozwigzanie

a) Poniewaz mianownik rozwazanej funkeji wymiernej ma nastepujacy rozklad na zespo-
lone czynniki nierozkladalne

2 49= (z—3£)(z+3i],

wiec szukany rozklad na zespolone utamki proste ma posta

iz+9 A B 2
s dzie A,B € C.
PR G e LR

Po sprowadzeniu prawe] strony réwnoéci do wspdlnego mianownika otrzymamy
iz+9 = A(z+31) + B(z — 31),

stad
iz+9=(A+ B)z+3(A— B)i.



Poniewaz ostatnia réwnosé jest prawdziwa dla kazdego z € C, wiec

A+ B =1,
3:(4A—B)=9.
Rozwiazaniem tego ukladu jest para A = —i, B = 2i. Szukany rozklad na zespolone
utamki proste ma zatem postac
iz+8 =i P 2
2249 z—381  z43i

b) Poniewaz mianownik rozwazanej funkeji wymiernej ma nastepujacy rozklad za zespo-
lone czynniki nierozkltadalne

(z=1) (£ +1) = (z=1)(z—i)(z+9),
wiec sznkany rozklad na zespolone ulamki proste ma postaé

z+3 ol B C
(z—1)(z2+1) g +z—i+z+£’

gdzie A, B,C € C. Po sprowadzeniu prawej strony réwnosci do wspdlnego mianownika
otrzymamy

z4+3=A(z—i)(z+0)+ B(z—1)(z+1) + C(z — 1)(z — i)
Podstawiajac w otrzymanej réwnoéci kolejne pierwiastki mianownika funkcji wymiernej,
tj. liczby 1,1 oraz —i, otrzymamy uklad réwnaf

{4 Al = D)1 +1),
$45— B(i — 1)2i,
3—i = C(—i—1)(—25).

Rozwiazaniem tego ukladu réwnaid jest tréjka liczb A =2, B = -1+
Szukany rozklad na zespolone utamki proste ma zatem postac

] i
pi 3 +“1+§+—1—5
(z—l)(22+1)_z—1 z—1 z4+1

c) Poniewaz mianownik rozwazanej funkeji wymiernej ma nast¢pujacy rozklad na zespo-
lone czynniki nierozktadalne

z (ZZ + 4)2 =z(z— 21')2 (z+2€)2,
wiec szukany rozklad na zespolone utamki proste ma postac

2z"+822+32_A B ” C + D 8 E
2(22+4)° 2z z=2 (2—2)?2  z+2 (242

gdzie A, B,C, D, E € C. Po sprowadzeniu prawej strony ostatniej réwnoéci do wspélnego
mianownika otrzymamy
92% + 822 + 32 = A(z — 20)%(z + 2i)® + Bz(z — 2i)(2z + 21)* + Cz(z + 24)°
+Dz(z— 2§)2 (z+2i) + Ez(z — 25)2.



Stad
2:* +822432 = (A+ B+ D)z* + (2Bi+ C—2Di+ E)Z®
+(8A+4B + 4Ci +4D — 4Ei)z* + (8Bi — 4C — 8Di — 4FE)z + 164

dla kazdego z € C. Korzystajac teraz z faktu, ze dwa wielomiany sa réwne, gdy ich
stopnie sa jednakowe i wspolczynniki stojace przy jednakowych potegach zmiennej z sa
sobic réwne, otrzymamy uklad réwnai

A+ B + D =
#%B+ C-2D+ E= 0

8A + 4B + 4iC + 4D — 4E = 8,
8B — 4C — 8D — 4E = 0,

16A = 32.

Rozwiazaniem tego ukladu jest piatka liczb A = 2, B = 0, g=#D=0,F =1
Szukany rozklad na zespolone utamki prosie ma gatem postaé
i e 7 R S S Wi
z (22 + 4)? Tz (22?7 " (s+20)2

Podane rzeczywiste funkcje wymierne whasciwe rozlozyé na rzeczywiste ulamki
proste:

a) 2 . b) 455 2 3224+ 6 ‘
(z=1)(z—2)(z—3)’ 23—z’ (z2+1)(z2+4)’
22+ 1 25 +3 z3
7 e) 100’ f) 5
22 (22 + 1) (z+3) (z2+1)

Rozwigzanie

a) Poniewas mianownik rozwazanej funkcji wymiernej jest juz roztozony na iloczyn nie-
rozkladalnych czynnikéw rzeczywistych, wiec rozklad tej funkcji na rzeczywiste utamki
proste ma postac

2 I Sl Sy
E-1)(z—2)(z—-3) =z—1 =z-2 z—3’

gdzie A, B,C € R.

Po pomnozeniu obu stron powyzszej TGWNoScl przez mianownik funkcji wymiernej otrzy-
mamy tozsamosé

2 =A(z—2)(x—3)—{—B(m—l)(x—-3)—i—C(z—-])(z—2}

dla kazdego = € R. Wstawiajac do tej tozsamosci kolejno pierwiastki mianownika, tj.
liczby z =1, £ = 2, z = 3 otrzymamy uklad réwnan

2 =24,
2=-—B,
2 =12C.




Rozwiazaniem tego uktadu jest tréjka liczb A s 1, B = -2, C = 1. Szukany rozkiad na
ulamki proste ma zatem postaé
2 0 I
(z—1)(z—2)(z—3) z—1 z—-2 z-3

b) Mianownik rozwazanej funkcji wymiernej ma nastepujacy rozklad na rzeczywiste czyn-
niki nierozkladalne
2 —® = 5’:3(1 —z)(1+ z).

Rozktad tej funkcji na rzeczywiste utamki proste ma zatem postaé

—4 A B D
Eopr g
T T T

+

— i E e R.
=1 z_'_1,gdmeA,B,C’,D, S

Po pommnozeniu obu stron tej réwnosci przez mianownik funkcji wymiernej otrzymamy
tozsamosé

—4 = Az? (2:2 —l) -I-B:r(xz—l)—l—C(zz— 1) +D.-’:3(r+1)+£'x3{z—1)
dla kazdego = € R. Stad
-4 = (A—i—D—i—E)x4 +(B+D— E)x3 —i—(—A—{-C)xz—Bz—C.

Korzystajac teraz z faktu, ze dwa wielomiany sa réwne, gdy ich stopnie sa jednakowe i
wspdiczynniki stojace przy jednakowych potegach zmiennej = sa sobie réwne, ofrzymamy

uklad réwnan
A + D+ E =

B + D — E =
—A = 5 =
1 -
] C =
Rozwigzaniem tego ukladu réwnaii jest piatka liczb A=4, B=0,C=4,D=-2 E=
—2. Szukany rozklad na utamki proste ma zatem postaé
—4 4 4 -2 —2
75— z® S e

5 — 28  z

o D oo

¢) Poniewaz mianownik rozwazanej funkcji wymiernej jest juz rozlozony na iloczyn nie-
rozkladalnych czynnikéw rzeczywistych, wiec rozkiad tej funkcji na rzeczywiste ulamki
proste ma postac

3z° +6 _Az+B  Cz+D

. R
e I PuL ¢ e S ARG Ds

Po pomnozenin obu stron tej réwnosci przez (2% +1 22 +4) otrzymamy réwnosé
P ¥ Yy

3¢ + 6= (Az + B) (2* +4) + (Cz + D) (2 + 1)

prawdziwa dla kazdego z € C. Podstawiajac w tej réwnodci po jednym pierwiastkn
zespolonym kazdego z wielomianéw 2> 4 1 oraz z® + 4, tj. liczby i oraz 2i, otrzymamy
uktad réwnan ze wspétczynnikami zespolonymi i rzeczywistymi niewiadomymi

6 —3i = (Ai+ B)-3,
{6 —24i = (2Ci+ D) - (-3).



Uktad ten jest réwnowazny ukladowi o wspdlczynnikach rzeczywistych

3B = &,
3A = -3,
—3D = 6,
—6C = —24.

Rozwiazaniem tego ukladu jest czwérka liczb A = —1, B =2, C =4, D = —2. Szukany
rozklad na ulamki proste ma zatem postaé
3z° +6 _—z+2  4r-2
(z2+1) (22 +4) ~ z2+1 22 +4+4°

d) Rozklad na ulamlki proste rozwazanej funkcji wymiernej ma postac

2z +1 A B Cz+D Ez 4+ F

__+I_2+ I2+1 (x2+1)2!

$2($2+])2 - T gdzn: A,B,O,D,E,F € R.

W tym przyktadzie nieznane wspélczynniki A, B, ..., F znajdziemy dokonujac kilkn prze-
ksztalcen algebraicznych. Mamy

2z +1

(1 + x2) —2? 1 1
#2223y 1)2

22 (22 + 1) 2 (2 +1) (22 +1)

(1+42) —2? 1 ]

= (2z+1)| 2 (22 + 1) = (32_]_1)2

= (2z+1)- =(2x+1)[

1 1 }_2 1 2241  2z+1

1
= (2 1) | —=— — i T
(-\":+ )Iixg 24+ 1 {.."'.,2—{—1)2

2_}‘1:2 $2+] (ZQ-]-]_)Q.
e) W tym przykladzie obliczenia nieznanych wspétczynnikéw rozktadu mozna znacznie
uprosci¢ dokonujac podstawienia y = z 4 3. Wtedy mamy
27 —24
(z + 3)1%0 . 100 - 4100 47 y_gé' + yﬁ i3 ylou
e e S e
T =137 (243 " (z+3)°° ' (z+3)00

+3  (y—3°+3 _ -9’ +2Ty—24 1 -9

f) Rozklad na utamki proste uzyskamy wykonujac kilka przeksztalcen algebraicznych

z3 _(za+z)—z_x(9:2+])—z_ z 7
(2 +1F (@ +1PF (@ +1PF 0 P+1 (22417

Zadania

Zadanie 2.1
Obliczy¢ iloczyny podanych par wielomianéw rzeczywistych lub zespolonych:

a) P(z)=2*—32%+z—-1, Q(z)=2*—z+4
b) W(z) =2>+522—iz+3, V(2) =(1+i)z—2.



O Zadanie 2.2

Obliczy¢ ilorazy oraz reszty z dzieleri wielomianéw P przez wielomiany @, jezeli:
a) P(z) = 2¢* —32% + 422 — 52+ 6, Q(z) =2® -3z + 1;

b) P(z) = z1° — 16, Q(z) = z* + 2;

£} Pla) = P —23 41, Q(2) =(z— i)a.

Zadanie 2.3

Znalesé wszystkie pierwiastki catkowite podanych wielomianéw:
a) 2% 4+ 2% —dz — 4; b) 32% — 72% + 4z — 4;

c) 5 — 2% — 423 + 422 — 52+ 6; d) 2?4+ 32% — 2% + 172 +99.

Zadanie 2.4
Znale?é wszystkie pierwiastki wymierne podanych wielomiandw:

a) £3—gm2—gw—§; b) 42* + 423 + 322 —z - 1;

1
¢)4z® +z—1; d)z5+§x3—:ﬂ2+§x—%.
Zadanie 2.5

Znalesé pierwiastki podanych réwnan kwadratowych i dwukwadratowych:
a) 22 —4z+13=0; b)z22—(3—-20)z+(5—-5i)=0;
c) 22 +822+15=0; d)2z*-3i2>+4=0.

Zadanie 2.6

Znajac niektére pierwiastki podanych wielomianéw rzeczywistych, znalezé ich po-
zostale pierwiastki:

a) W(z) = z* — 3v222 + Tz — 8V2, 21 =V2+5;

b) W(a:):m4—233+7332+6z—30, z; =1— 34;

¢) W(z) = 2* — 62 + 1822 — 30z + 25, z; = 2+

d) W(z) = z® — 22° + 5z* — 623 + 827 — 4z + 4, o1 =i, 23 = —V/2§;

e) W(z) = z® — 62° + 18z% — 9823 + 3122 — 222+ 14, 2, =1 —1, 29 = 2—/3i.

Zadanie 2.7
Nie wykonujac dzieled znalezé reszty z dzielen wielomianéw P przez wielomiany

Q, jezeli:

a) P(z) = z® — 32° + 5z, Qz)=2%—z-2;
b) P(z) =2 — 4210 + 22 + 2z, Q(z)=22+2;

c) P(z) = 2% + 32" + 2, Qz) =32+ 1;

d) P(z) = 210 +22°' — 322 +1, Q(z)=22-1;

e) Plz)=z"+z -2, Q(z) = 22 — 2z + 5;
f) P(z) = 2® + = — 50, Q(z) =z>+8



O Zadanie 2.8
Poda¢ przyklady wielomianéw zespolonych najnizszego stopnia, ktére spelniaja
podane warunki:
a) liczby 0,1— 5i sg pierwiastkami pojedynczymi, a liczby —1, —3 +1 sa plerwiast-
kami podwdjnymi tego wielomianu;
b) liczba —4i jest pierwiastkiem podwéjnym, a liczby 3, —5 pierwiastkami potrdj-
nymi tego wielomianu.

O Zadanie 2.9
Podaé przyklady wielomiandw rzeczywistych najnizszego stopnia, ktore spetniaja
podane warunki:
a) liezby 1,-5, —+/2 oraz 1 — 3i sa pierwiastkami pojedynczymi tego wielomianu;
b) liczba 1+ 1 jest pierwiastkiem pojedyneczym, liczby —i oraz 3 sa pierwiastkami
podwéjnymi, a liczba —4 + 3i jest pierwiastkiem potréjnym tego wielomianu.

O Zadanie 2.10
Podane wielomiany zespolone przedstawi¢ w postaci iloczynu dwumiandéw:

a) z2 —2iz—10; b)2*+52246; ) 22 —62—9.

O Zadanie 2.11
Podane wielomiany rzeczywiste przedstawi¢ w postaci iloczynu nierozktadalnych

czynnikéw rzeczywistych:
a) 25+ 8; b) z* +4;

o)zt -z +1; d)4z® —4z* — 1323 + 1322 + 9z — 9.

O Zadanie 2.12
Podane funkcje wymierne (rzeczywiste lub zespolone) rozlozy¢ na sumy wielomia-
néw oraz funkcji wymiernych whasciwych:

2) 2% —322+z2 b) 5 +3 5 224+ 92% 4+ 322+ 4245

2B 44241 2%+ 4’ 234222+ 3z +4

O Zadanie* 2.13
Zaproponowaé rozklady podanych zespolonych funkcji wymiernych whasciwych na
zespolone utamki proste (nie obliczaé nieznanych wspétczynnikdw):
B4 . b) 2Z24+2z+5 . iz4+7
22 (z — 2)° (z+1D)(z+9)?[z— A +3)° (24 —4)*

O Zadanie 2.14
Zaproponowaé rozktady podanych rzeczywistych funkeji wymiernych wiasciwych
na rzeczywiste utamki proste (nie obliczaé nieznanych wspétczynnikéw):
2242 -7 2 —8x—4 2 4+ 23
a) 7 b) 2 2 55 ©) 2 2 2
z3(z — 1)(z +5) (z244) (22 +2z+3) (z +3)? (22 — 4z + 5)




O Zadanie* 2.15
Podane zespolone funkcje wymierne wlasciwe rozlozy¢ na zespolone utamki proste:

a) .2 s By
z-D(z+2)(z+3)’ (22 —1)*’
164 2242z

c) ——; d) ————-
z = (22 +22+2)

O Zadanie 2.16
Podane rzeczywiste funkcje wymierne wiasciwe rozlozyc na rzeczywiste ulamki

proste:

12 _ 2 ' 4z )
a) (z—1)(z—2)(z—3)(z—4)’ b) et —1’ )(a:+1)(a:'~’+1)2’
2% + 2z ) ) o f 2241

(22 + 2z + 2)° 23 (z +1)%



3 .

Macierze i wyznaczniki

Przykiady

Macierze - podstawowe okreslenia

a) Zaproponowaé opis, w formie macierzy ziozonej z liczb catkowitych, polozenia
pionkéw w grze w warcaby.

b) Kazde ze 150 parnistw eksportuje oraz importuje towary do oraz z pozostalych
panistw. Zaproponowaé zapis w formie jednej macierzy, wielkosci eksportu i
importu w mln $ miedzy tymi panstwami. W jaki sposéb, mozna odezytad z
tej macierzy deficyt w handlu zagranicznym kazdego z tych panstw?

c) Obraz na ekranie monitora komputerowego zlozony z 1024 x 768 punktéw
mozna zapisaé W postaci macierzy zero-jedynkowej. Przyjmujac, ze ekran
monitora przedstawia pierwsza ¢wiartke ukladu wspétrzednych, z poczat-

kiem ukladu w lewym gérnym rogu tego ekranu, zapisa¢ w formie macierzy
z

zero-jedynkowej, zbiér przedstawiajacy w przyblizeniu prosta y = %
Rozwigzanie
a) Polozenie pionkéw w grze zapiszemy w formie macierzy o 8 wierszach i1 8 kolumnach.
Jezeli w i-tym wierszu i w j-tej kolumnie szachownicy, gdzie 1 <1< 8oraz 1 <7< 8
1) nie stoi zaden pionek, to przyjmujemy, ze ai; = 0;
2) stoi bialy pionek, to przyjmujemy, ze ai; = 1;

3) stoi czarny pionek, to przyjmujemy, ze ai; = —1;
4) stoi biala damka, to przyjmujemy, ze a:; = 2;
5) stoi czarna damka, to przyjmujemy, ze ai; = —2.

Poniewaz w warcaby gra si¢ tylke na czarnych polach szachownicy, wiec w kazdej macie-
rzy opisujacej polozenie pionéw mamy a:; = 0, gdy i+ j jest liczba parzysta.

Uwaga. Zastosowany przez nas zapis jest inny niz w notacjl szachowej. W tej notacji
kolnmny szachownicy oznacza sig literami a,b,...,h liczac od lewe] kolumny, a wiersze
liczbami 1,2,...,8 liczac od dolnego wiersza.

Nizej podajemy przykiad pozycji warcabowej i jej zapis w formie macierzy.



T 0 -1 0 -1 D =t 8 2
-1 0 0 0 -1 g 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 g 0 0
0 0 0 0 0 0 06 0
-2 0 0 0 0 0 0
0 i1 B 0 0 0 0 0

. | 0 1 0 1 0 0 0 ]

b) Kazde ze 150 pafistw ustawionych wedlug alfabetu numerujemy kolejnymi liczbami
naturalnymi:

1 — Afganistan,
— Argentyna,
3 - Australia,
150 - Zair.

Elementy hi; macierzy H opisujacej handel zagraniczny miedzy tymi pafistwami sz okre-
slone wzorem

B 0 dlai=7,
¥ 71 wielko§é eksportu pafistwa j do pafistwa i dla 1 # j,

gdzie 1 <€ 4,7 € 150. W macierzy H nie ma potrzeby podawania wielkosci importu
panstwa 1 z pafstwa j, gdyz jest on réwny eksportowi pafistwa j do pafistwa i. Deficyt
w handlu zagranicznym panstwa k, gdzie 1 < k £ 150, tj. réznica miedzy eksportem a
importem tego paiistwa do oraz z pozostalych panstw, jest okreslony wzorem

(he1+hrz2+ ...+ he1so) —(hak+ hoe + ...+ hasorx).

Inaczej méwiac, deficyt tego panstwa jest réwny réznicy sumy elementéw k-tego wiersza
i sumy elementéw k-tej kolumny macierzy H.
c) Niech C = [ei;] oznacza macierz o 768 wierszach i 1024 kolumnach opisujaca obraz na
ekranie monitora komputerowego. Jezeli punkt ekranu stojacy w i-tym wierszu i w j-tej
kolumnie

éwiecl sig, to przyjmujemy, ze c;; = 1;

nie Swieci sig, to przyjmujemy, ze f:=J = 0.

Elementy c;; macierzy C opisujacej wykres funkcji y = , = 0, okreélone sa wzorem

T
1, gdy 7=E ( )

0, gdy f%E(ﬁ),

gdzie symbol E(u) oznacza czesé catkowita liczby w oraz 1 €1 < 1024 1€ 768. Nizej
przedstawiono fragment macierzy opisujacej na ekranie prosta y = E oraz powztgkszony

Cij =

fragment ekranu z ta prosta.



| T
001 10000000 0 |
0 001100000 0
000 0O0T1G00 0O 0
000 0O0O0T1T1TCO0O0 0 ]|
000 0O0OTG OGO 1 1 0

Dziatania na macierzach

3-4 5 3 29 sin & ¢os inf cosf
o e o T R e AL
|3 -5 —1 0 -3
0
@ 1-1 1-1 -1
-1 1-1 1 2
-3
Rozwigzanie
a) Mamy
13]  f21]_[ 1+2-2 342.1|_f 55
s LR pog |55 —2+42-0 1+2-4| |[-29]°
b) Mamy

31{]1_31 of |3-1-3 3-0—-1 3-1—-0| _ 0-13
021 11-1| | 3-0—-1 3-2-1 3-141 |7 |-1 54|
c) Tloczyn macierzy A wymiaru m X n oraz macierzy B wymiaru k x| jest okreslony
tylko wtedy, gdy = = k. Element iloczynu AB stojacy w i-tym wierszu i j-kolumnie jest

réwny sumie iloczynéw odpowiadajacych sobie elementéw i-tego wiersza macierzy A i
elementéw j-tej kolumny macierzy B. Mamy

2:34(-3)-2+1-0 2-29+4(-3)-18+1-(-3)
3:34(—5)-2+(=1)-0 3-29+(=5)-18+(=1)-(-3)

10
= ik B
—-10

l3—4 s] r 29] l3-3+(—4}-2+5-n 3-29 4 (—4)-18+5-(=3) }
2-3 1|:|2 18] =

3 -5 -1 0--3



d) Mamy

—cosa sina —cosfB sinf|

[ sinacosa] [ sin,@cosﬁ]_
_ sinasin f — cosarcos B sin acos § + cos asin
—cosasin f —sinacos 8 —cosacosf +sinasin 8

| —cos(a+ B) s'm(a—!—ﬁ)]
T | —sin(e+B) —cos(a+8) |’

e) Mamy

0
[ B! 1*1}_ = #[1-ﬂ+(—1)‘(—1)+1-2+(—1)-(—3)]_[ 6]
=i oli=t) +f 2 (=101 {=1+ =D -3¢ 13 | =6}

o]
o SE . , 12 -10
a) Rozwiaza¢ réwnanie macierzowe 3 ([_g U] -+ X) + [ s il = X;
KLY = [é i ,
b) Rozwiazac ukltad réwnan macierzowych i 0:
2X +3Y = [0 1]

Rozwiazanie
Dodawanie i odejmowanie macierzy oraz mnozenie macierzy przez liczbg maja te same
wlasnoéci jak zwykle dzialania w zbiorze liczb rzeczywistych. W obu przykladach wyko-

rzystamy te wlasnosci.

a) Mamy

12 -10 36 —10
3([—50]+X)+[ €4]_X<:>[_3£ﬂ]+3x+[ o =X



Rozwiazaniem réwnania jest macierz

x-[713):

b) Odejmujac od drugiego réwnania podwo jone pilerwsze otrzymamy

o[- [32]

Odejmujac teraz od drugiego réwnania potrojone pierwsze uzyskamy

x=[33]-[32]-[ 3]

Zatem rozwiazaniem ukladu réwnai jest para macierzy
23

v=[33)

Obliczyé kilka poczactkow;ch poteg macierzy A, nastepnie wysunaé hipotezg o po-
staci macierzy A", gdzie n € IV i uzasadni jg za pomoca indukcji matematycznej,
jezeli:

iy 101
a)A:{S_i]; b) A= {010
101

Rozwiazanie
a) Mamy



Na podstawie zauwazonych prawidtowoesci w macierzy A™ dla n = 1,2, 3,4, 5 wysuwamy
hipoteze o postaci tej macierzy
' e

] dla n=4k+1,

] dla n=4k+2,

A" = < gdzie £ =0,1,2,3,.

_‘_1,] i RSEENA
| 0 1

(10

-01:| dla n =4k +4,

“

Przeprowadzimy teraz dowdd tej hipotezy dla » = 4k + 1 za pomoca indukcji matema-
tycznej. Udowodnimy wigc wzdr
i ¢
AR _ P 2
0 —

dla k=0,1,2,....Dla k =01k =1 wzdr jest prawdziwy. Niech k bedzie dowolna liczba
naturalna. Zalozmy, 2e wzdr jest prawdziwy dla k. PokaZemy, ze jest on prawdziwy takze
dla £+ 1. Mamy

ALY _ ikt l a4 zalozenie g =1 1 14 O 1 S |
A =4 i : [04”01_0-;“

indukcyjne

Zatem z prawdziwoéci hipotezy dla k£ wynika jego prawdziwoéé dla k 4+ 1. Ponadto wzér
jest prawdziwy dla & = 1, wiec z zasady indukcji matematycznej wynika, Ze jest on
prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej oraz dla k = 0.

Uwaga*. Wzér ogélny na n-ta potege macierzy A ma postaé

O (%) i sin 2%
s g ) }[ z],

0 (i 0 (-0
gdzie E(u) oznacza czesé catkowia liczby u.
b) Mamy
[1017
Al = A =] B30,
|10 1]
R I e T (2027
A?=A-A =010 010| =1|010{,
j101] [101] 302
(1017 [202] (40 4]
A= A-4 =010 p10|=|010],
101 |202] | 40 4]
[202] [202] [8 0 8]
A*=A%-A*= 010 010]=]010},
j2a2) |202] 808




Na podstawie obserwacji macierzy A™ dla » =1,2,3,4 wysuwamy hipoteze, ze

2\1—1 0 271—1
A" = 0 1 0 .
21’1—1 0 2n—1

Przeprowadzimy dowéd tej hipotezy za pomoca indukcji matematyczne]. Dla n = 1
hipoteza ta jest prawdziwa. Niech teraz n bedzie dowolna liczba naturalna. Zalézmy, ze
hipoteza jest prawdziwa dla liczby n. PokaZemy, Ze jest ona prawdziwa dla liczby n + 1.

Mamy
zalozenie gl @i 101 2™ g 2"
Aﬂ+l=A“-A 0 1 0 ) 010 = 10 .

grrlpighet 101 9% ) 2%

indukeyjne

Zatem z prawdziwoéci hipotezy dla liczby naturalnej n wynika, jej prawdziwos¢ dla liczby
n+1. Poniewasz hipoteza jest prawdziwa dla n = 1, wigc z zasady indukcji matematycznej
wynika, ze jest ona prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej.

Ukladajac odpowiednie uklady réwnan znaleé wszystkie macierze zespolone X
spehiajace podane réwnania macierzowe:

R IR B R HHH LS b

Rozwigzanie

a) Niech X = [i 2.] , gdzie a,b,¢,d € C, bedzie szukana macierza. Wtedy
sro et feb]_ a® + bc ab+bd
“led cdl| ™ lac+ed be+d® |-

: 3 0] - : . et .
Réwnanie X? = [ 0 B] jest zatem réwnowazne uktadowi réwnaii

a? +be =1,

b(a+d) =0,

cla+d) =0,

be+d* = 0.
7 drugiego réwnania wynika alternatywa warunkéw b = 0 lub a+d=0. Rozwa.?my zatem
pierwsza mozliwosé b = 0. Wtedy pierwsze réwnanie przyjmuje postaé a® = 1, a czwarte

d?> =0.Stad ¢ = 1 lub @ = —1 oraz d = 0. Poniewaz a +d = %1 = 0, wiec z trzeciego
réwnania wynika, ze ¢ = 0. Ostatecznie otrzymalismy w tym przypadku dwa rozwiazania
a=1,b=0,c=0,d=0luba=-1, b=0,¢c=0,d=0. Jezeli natomiast atd=0,to
drugie i trzecie réwnania sa spelnione dla. dawo]nych liczb zespolonych b i ¢. Réwnanie
czwarte przyjmuje wiedy postac bec + a® = 0 1 jest sprzeczne z plerwszym réwnaniem.
Uzyskana sprzecznoéé wyklucza t¢ mozliwos¢. Rozwazane réwnanic macierzowe ma zatem

tylko dwa rozwiazania
10 -10
X_[I][I] oraz X_[OO]'



b) Z postaci réwnania wynika, ze macierz X jest macierza kwadratowa stopnia 2. Niech

zatem X = [i 3] , gdzie a, b, ¢, d € C. Réwnanie macierzowe przyjmie wtedy postaé

aat+bd2atb S [
cc+d2c+d|  |358]"°

ktéra jest réwnowazna ukladowi réwnan

a =1,
a+b = 1,
2a+b = 2,

e= 3,
c+d =5,
2c+d = 8.

Jedynym rozwiazaniem tego ukladu jest czwdrka liczb ¢ = 1,0 = 0,¢ = 3,d = 2.
Rozwiazaniem rozwazanego rownania jest zatem macierz

X:[;g].

c) Niech X = {: :J , gdzie a,b, ¢, d € C, bedzie szukana macierza. Wtedy z warunku

eo[ed] [22]- 12

otrzymamy uklad réwnan

a® + be =1 > —d>=0

ab + bd = 0 o f : ; . ab + bd =0

il = ktéry jest réwnowazny ukladowi s ey

be +d* =1 be + d2 =1
Mozliwe sa zatem dwa przypadki ¢ = d lub ¢ = —d. Jezelia = d, to ab = ac = 0 i

be=1—a?. Wtedy dla ¢ = 0 mamy be = 1. Macierz X jest wiec postaci

]

Gdyaz#0,tob=c=01 wtedy a =1 lub a = —1. W tym przypadku macierz X ma

postac L
10 -1 0
{0 1] lub 0 _1] 5

Natomiast w drugim przypadku, gdy a = —d, otrzymamy zaleznosé bc = 1 — a°. Witedy
dla b = 0 mamy a = 1 lub @ = —1, przy czym c jest dowolne. Jezeli jednak b # 0, to
1—a?

G

[~ -]

. Macierz X jest wiec w tym przypadku odpowiednio postaci

Lol ] fase ]




Zatem rozwiazaniem réwnania sg tylko macierze X postaci

1 0 -10 a b 10 1 0 :
I:c—l]’ [ cl]’ |:1—-a2 _a], [0 1], [ 9_1], gdzie a,b,e € C, b # 0.
b _

Korzystajac z wlasnoéci dzialaf z macierzami oraz wlasnoéci operacji transpono-

wania macierzy uzasadnié podane tozsamosci:

a) (A— B = AT — BT | gdzie A i B s3 macierzami tych samych wymiaréw;

b) A?— B?=(A-B)(A+ B), gdzie A1 B s3 przemiennymi macierzami kwa-
dratowymi tych samych stopni.

Uwaga. Méwimy, ze macierze A i B s3 przemienne, gdy spelniaja warunek

AB = BA.

Rozwiazanie
a) W dowodzie wykorzystamy nastepujace wlasnoéci transpozycji macierzy: (A+B)F =
AT 4+ BT oraz {afA)T =g (AT) , gdzie A i B sa macierzami tych samych wymiaréw, a o
jest liczba rzeczywista lub zespolona. Mamy

(A—B)T =[A+(-1)B]" = AT +[(-1)B]" = AT+ (-BT)=AT - B".
b) W dowodzie wykorzystamy wzdr (A + B)C = AC £ BC, gdzie 4, B sa macierzami
wymiaru » X m, a C jest macierza wymiaru m X k oraz wzér D(A+ B) = DA+ DB,
gdzie D jest macierza wymiaru ! X n. Dla macierzy przemiennych mamy

(A-— B)(A+B)=A(A+B)—-B(A+B) = (A2+AB)—(BA+32)
— A4+ AB— AB - B?>=A*—-B*,

Definicja indukcyjna wyznacznika

Obliczyé podane wyznaczniki drugiego i trzeciego stopnia:

a) 1=+2 /B=2]| b) cosa+ isina 1

V5 +2 1432 | 1 coso —isina
—1 5 4 T s |2

c) 3 -2 04§; d) 22 1z |, gdziez = -—%_;-g'.?_
-1 3. 6 2z z2 1

Rozwigzanie
a) Mamy

i/g:t/g fp?/% =(1-v2) (1+V2) - (V5-2) (V5+2) = -2



b) Mamy

cosq + tsin o 1
1 cosa — 15in o

= (cosa+isina)(coso —isina)—1

= cosfa+sin®a—1=1—1=0.

Do obliczania wyznacznikéw trzeciego stopnia zastosujemy regule Sarrusa

i/\{z = (aei +bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi).
h
2NN N

6 6 S/ & & &
c) Mamy
=1 5 4
3 -2 0 |=
-1 3 6
=[(-1)-(-2)-64+5-0-(—1)+4-3-3] —[4-(—2)-(=1)+(=1)-0-3+5-3-6]
=48 — 98 = —50.
: SR B Taszmatll pos ey boid sy
d) Zauwazmy najpierw, ze liczba z = “ + it jest jednym z elementéw zbioru /1.

Zatem z* = 1. Tak wiec mamy

1 z 22
# 1 :(1+33+z6)—(z3+z3+z3)=z6—2z“+1=1—2+1=(}.
z 22 1

Napisaé rozwiniecie Laplace’a podanych wyznacznikéw wzgledem wskazanego wier-
sza lub kolumny:

5 3 0 1-25
a)| 1 -2 0], druga kolumna; b) 6 —1 —4 | Cczwarty wiersz.
0,52 =3 & 27

Rozwiazanie
Rozwinigcie Laplace’a wyznacznika macierzy kwadratowej A stopnia n > 2 wzgledem
i-tego wiersza ma postaé

det A=aiaDiy +aDin+...+ainDin,

gdzie D;; oznacza dopelnienie algebraiczne elementu a;; tej macierzy, tj. wyznacznik ma-
cierzy powstalej przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny tej macierzy, pomnozony
przez (— 1)""-’ Podobnie wyglada wzér na rozwinigcie Laplace’a wyznacznika wzgledem
j-tej kolumny

det 4 = alj'Dl_-,' + ﬂ.sz‘)j +...+ anJ-DnJ



a) Rozwinigcie rozwazanego wyznacznika wzgledem drugiej kolumny ma postaé

1

5 3 4
1-2 0 =3.(_1)1+2_ 1 0 +(__2)_(_1)2+2_ 5 4 +6-(—1)3+2 5 4 .
-3 -1 % i3
-3 6 —1
b) Rozwiniecie rozwazanego wyznacznika wzgledem czwartego wiersza ma postaé
1 2 3 4 5 v
0 1 -2 5
67 —4 o] = AT 1 =206 140
-1 —40
m| -3 0 27
1 2 4 1 9 3
+2'(—1)4+3 0 1 & +7_(_1)-;+-; 0 i g
6 —1 0 6 —1 —d

W wyznaczniku wystepujacym w drugim iloczynie nie ma potrzeby wypisywania wszyst-
kich elementéw, gdyz ten iloczyn i tak bedzie réwny 0.

Stosujac rozwiniecie Laplace’a obliczy¢ podane wyznaczniki. Wyznaczniki rozwi-
naé wzgledem wiersza lub kolumny z najwickszg liczbg zer.

1 -1 9 0 1 4 3 2 0
0 1 0 —3 2 -3 b 0 =1
a) ; b)| —1 1 2 0 3
13 2 -2 4
‘ 9 3 1 1 0 3 4 0 1
—d 0 -1 0 2
Rozwiazanie

a) Pierwszy wyznacznik obliczymy stosnjac rozwinigcie Laplace’a wzgledem drugiego
wiersza. Mamy

1-1 2 0
1 20 i =i 9
mmp0 10 =3 g (P23 -2 4|+ (=3)- (<13 2 -2
GILA R 2 11 ; % 1
3 3.1 1

Do obliczania wyznacznikéw trzeciego stopnia zastosujemy regule Sarrusa. Mamy

1 2 0
3 -2 4 |=(-2+16+0)—(0+4+6)=4.
2 S A |

Oraz
1=l 2
3 2 -2 |=(2+4+18)—(8—6—3)=25.
1A R

Poszukiwany wyznacznik jest zatem réwny 1-4+ (—3)-25 = —TL



b) Drugi wyznacznik obliczymy stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem czwartej ko-
lumny. Mamy

1 4 3 2 0 § o8 B o
2-3 5 0 -1 & i o= 3
=1 “1.. 8 0 3] =g )
6 3 & 1
0 3 4 0 1 Wi e
-5 0-1 0 2

Otrzymany wyznacznik czwartego stopnia obliczymy stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgle-
dem trzeciego wiersza. Mamy

2= 9= T )
=1 i 2 3 = =p A
=3- (=12 |1 2 3|44-(-1)**| -1 1 3
) 0 3 4 1 ()ﬂ5—12 ()—502
-5 0 -1 2
2 -3 5
+1-(=1)* -1 1 2
=g =1

Otrzymane wyznaczniki trzeciego stopnia obliczymy za pomoca reguly Sarrusa. Mamy

2 5 -1
-1 2 3 |=(8=75-1)—(10—6—10) = —62,
=K ed o

B LF 1
-1 1 3 |=(44+45+0)—(5+0+6)=38,
—5 2
3 —3.'85
-1 1 2 |=(-2+430+0)—(—25+0—3)=56.
5 i

Poszukiwany wyznacznik jest zatem réwny

(=2)[(=3) - (—62) + 4 -38 + (—1) - 56] = —564.

Korzystajac z zasady indukcjl matematyczne] uzasadnié¢ podane tozsamosci (n
oznacza stopien wyznacznika):

8 3 0 . 0,9
SRR 0 0
Q2 B wo 00
ay Wa=| .. . ... .. | =38rtl _ 97+l n _ stopien wyznacznika;

oo
oo
o o
b




114 1 1
1 2 2 2 2
2 B e 3 3
.=l o - . . = 1, n - stopiet wyznacznika.
123 ... -1 n-1
12 3 .. n-1 n
Rozwigzanie

a) Obliczymy najpierw wartosci wyznacznika Wy dla n =1 oraz n = 2. Mamy
Wy=|5|=5=23>-2°

oraz

=19=3% =%

3
e

5
2
Zatem wzér

Wn = 3n+1 - zn-i—l

jest prawdziwy dla n = 1in = 2. Niech n > 2 bedzie dowolna liczba naturalna. Zalézmy,
e rozwazana tosamodé jest prawdziwa dla n — 1 oraz n. Wykazemy jej prawdziwos¢ dla
n + 1. Rozwijajac wyznaczniki stopnia n + 1 wzgledem pierwszego wiersza i nastgpnie
rozwijajac drugi z otrzymanych wyznacznkéw wzgledem pierwszej kolumny dostaniemy

1

‘5300. 0o 5§30...00 Ao R Il )
el T TR DR 2 58 0ul 053...00
042 5.8, 00 02 5L, 050 025...08

A I e ‘s
0000..53 000...53 000...53
g000...25 000 ...25 000...25

53...00

25...00
=gWe =0y i g

00...53

00...25
= 5W, —6W,_;.

Korzystajac teraz z zalozenia indukcyjnego otrzymamy dalej
Whis = 5Wa — 6Wny =5 (371! —27F1) — 6 (3" — 27%) = 3™+ —2"¥2,

7 zasady indukcji wynika, ze badana tozsamos$¢ jest prawdziwa dla kazdego n € N.

b) Obliczamy warto$é wyznacznika V, dla n = 1. Mamy
Vi=|1]=1.

Niech n bedzie dowolna liczbg naturalna. Zalézmy, ze rozwazana tozsamo$é jest praw-
dziwa dla liczby n. Wykazemy jej prawdziwos¢ dla liczby n + 1. W wyznaczniku Vnii



od elementéw drugiego, trzeciego, ..., n + 1 wiersza odejmujemy elementy pierwszego
wiersza, a otrzymany wyznacznik rozwijamy wzgledem pierwsze] kolumny. Zatem

14 Eices ok 1 1
L ¥ 2 2 2
 Ab A P 3 3

123...n=1n—=1n-1
123..:mn—1 n n
123...n—1 n n+1

1

2 [ I S 1 1

e i, 4 34 9
- 618, & 4 4
Wy — W

¥n+lT¥ I012...n—2n—2n—2
012..n—-2n—~1nrn—1
012...n—-2n—-1 =n

Eilfes & 1 1
e 2 2 2

12..n—-2n—-2n-—2
12...n—2n—1n—1
12...n=-2n—-1 =n

Korzystajac teraz z zatozenia indukcyjnego V. = 1, otrzymamy réwno$é¢ V41 = 1. Z
zasady indukcji wynika, ze badana tozsamosé jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Wiasnosci wyznacznikéw

Nie obliczajac wyznacznikéw znalezé rozwiazania podanych réwnan:

14z 1 1 1 2 4 9 3
97 9 ~% 2 1 1-3f g 3

Al g st (S0 BV g T g .3 =%
6§ 6 b % Tl T

Rozwigzanie

a) Latwo zauwazyé, ze wyznacznik po lewej stronie réwnania zeruje si¢ dla = = 0 (pierw-
sza i trzecia kolumna sa takie same); z = 2 (druga i trzecia kolumna sz talde same);
z = 6 (trzecia i czwarta kolumna sa takie same). Ponadto z rozwiniecia Laplace’a wy-
nika, ze lewa strona réwnania jest wielomianem stopnia trzeciego. PoniewaZ wielomian
tego stopnia ma nie wigce] niz trzy pierwiastki, wiec 0, 2 1 6 sa jedynymi pierwiastkami
nasgego rownania.



b) Jak powyzej latwo zauwazyé, Ze wyznacznik po lewej stronie réwnania zeruje si¢ dla
z = —1, £ = 1 (pierwsza i czwarta kolumna sa proporcjonalne); =z = -5, z = /5
(druga i czwarta kolumna sz proporcjonalne); # = —3, 2 = 3 (trzecia i czwarta kolumna
sa proporcjonalne). Ponadto z rozwiniecia Laplace’a wynika, ze lewa strona réwnania jest
wielomianem stopnia szdstego. Jak wiadomo wielomian szdstego stopnia ma co najwy-
ej szedé pierwiastkéw, wiec wskazane powyzej liczby sa jedynymi pierwiastkami naszego

rownania.

tujac wysfgpunce w nich regularnosci:
-5 2 3 4 5

‘;g?g ] -4 8 4 5
a) . By 1 2 -3 2 5
9 10 11 12
13 14 15 16 E g Sem O
1 2 3 4 -1
Rozwigzanie

a) Odejmujac pierwszy wiersz od drugiego oraz trzeci od czwartego otrzymamy wyznacz-
nik, w ktérym drugi i czwarty wiersz sa takie same. Zatem

3 R - SR ¢

5 6 7 8 wy — wy

9 10 11 12 | wy —wy
13 14 15 16

M D e et
]
=
=
—
ol
(2=

b) Wykonujac wskazane operacje elementarne na wierszach i kolumnach otrzymamy
-5 2 8 4 & -6 0 0 0 6
1=4..8 45| Bmom | 0-6 006

1 Zismosiiglas 2l 0.0 26 B 6

1 2 3.2 Bl GUTE |6 0 0-6 6
1 2 3 4-1 I 2 3 4 -1
-6 0 0 00
0-6 0 00
2 k] 4k + k34 R
st iR VM | g 0260 0]|=5.(6"=11668
0 0 0-60
1 2 3 49

bbliczyé podane wyznaczniki stopnia n > 2 wykorzystujac wystepujace w nich

regularnosci:
P 3 n -5 B e B
e e Ut Sl T 5 V= B EHB
a) -1 -2 0 n i p) R 5

ke s LA 5 5 5 . 1




Rozwiazanie

a) Dodajac pierwszy wiersz kolejno do drugiego, trzeciego, ... i ostatniego wiersza otrzy-
mamy macierz tréjkatna gérna. Wykorzystujac nastepnie fakt, ze wyznacznik takie] ma-
cierzy jest réwny iloczynowi elementéw stojacych na gléwnej przekatnej otrzymamy

7 e - n 12 B e 0
=1 9 3 .. m|¥t"™m |9 2 8 ... Zn
wy + wy
-1 =2 0 n o 0 3 2n —
: : : f L 0 ) g | 2 3O Lk
B = Y | 0 0 0 ... =n

b) Najpierw do pierwszego wiersza dodajemy wszystkie pozostale. Potem z pierwszego
wiersza wylaczamy wspolny czynnik. Naste¢pnie pierwszy wiersz pomnozony przez 5 odej-
mujemy kolejno od wiersza drugiego, trzeciego, ..., 1 ostatniego. W wyniku tych operacji
otrzymamy macierz tréjkatna gérna, ktorej wyznacznik jest réwny iloczynowi elementéw
stojacych na glownej przekatne). Zatem

155 ...5 i
5.1 5 e i§ 515...5
wg 4 ... o
58 1 v 5| ELT(M9ANS n) (5n—4)-|551...5

wy : (5n —1)
R R | 555...1
do i T A
wo — 5wy (}—4 0... 0
wy — 5w
= (Gu—a): |O O R O —(pa) (L)
wn;Swl : : : ) ;
0 0 l...—4

Stosujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach podanych wyznaczni-
kéw (powodujace obnizenie ich stopni) obliczyé:
.0 L 212

fé_i4 50 1 1 4
a)| by 1=l 3
;2}1‘3 3 2-1 1 8
= 11 1 06

Rozwigzanie

Celem przeksztalceni bedzie uzyskanie w wybranym wierszu lub kolumnie wyznacznika
tylko jednego elementu niezerowego (najlepiej jedynki). Wtedy zastosowanie rozwinie-
cia Laplace’a wzgledem tego wiersza lub tej kolumny spowoduje obnizenie o 1 stopnia
obliczanego wyznacznika. Do przeksztalceii bedziemy wybieraé wiersze lub kolumny za-
wierajace ,wiele” zer i ,malych” liczb calkowitych, co znacznie uprosci obliczenia.

a) Wykonujac wskazane operacje elementarne na wierszach otrzymamy



f-ligr g < g0a3 ¥ b -9 AR
5w e 1,0k Rty a9 -1 T &
2 [1] 1-1 3 — g1 1=1 3
S L M 5T |10 =3 3 2
1 1 1 0 6 10 0 1 3

12 12 M-l & 0

w3 +w 0 —1 —3 —20

—1.(—1)**? 2 11, 4 HEEYL.
=1 —1-38 2 witwn 0 —2 5 14
-1 01 3 0 1 3 15

113 20 B & 20

wy - (=1) wy + 2wy

200 [ Senl S8l 8=
13 15 0 0 -5

jac z algorytmu Chid obliczyé podane wyznaczniki:

Eorzysta
o8 2| |y 47 o
a)|7 2 5 b) 5 -2 6 3
it 4 -3 1 1
Rozwiazanie

Algorytm Chié pozwala obliczaé wyznaczniki przez kolejne obnizanie ich stopmi. Wy-
snacznik maciersy kwadratowej A = [ai;] stopnia n 2 3, w ktdrej element a1 jest



niezerowy, wyraza sie wzorem

I

! ']
a2 Gz .- On
1 g2 Qa3 - O3n : v a1 @1; L.
= —— d. fr== 7 dla 2 < n.
det A (ﬂ-ll)n_2 , gdzie a;; i a2g,3<n
1 I J‘
Gpy Qp3 ... Gpp
a) Postepujac zgodnie z algorytmem Chié otrzymamy
6 3 6 —2
613 -2 1 ] [ S
71 2 5 =
4|1 —2 62153 6 —2
4 1 4 -2
1{ -9 44 1 3 11
= = ==-(=3)-(—4)- =2-25=50
Filtp ot SRR Yy &
b) Stosujac dwukrotnie algorytm Chié kolejno otrzymamy
13 1.5 1 2
2 4 7 2 -1
1 i 3| |1s] J1a&]|_
To1t2 2 2| |26 23 =
1 3 1 12
4 =3 41 4 1
|—2 —3 |—2 ~5‘
A - 1 -8 —4 -8 -1
_gxitygcmt CEREL 3 o8 9
—15 —19 —15 -7
1 —16 —38 & 19
= I === = —355.
( 2) -7 —61| 7 61

Macierz odwrotna

Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej znalezé macierze odwrotne
do podanych:

141

a)A:[ . 1i£]; b) A=

b N - N §
6 3l A
5 -2 -3



Rozwiazanie
Wzér okreélajacy macierz odwrotna do nieosobliwe] macierzy kwadratowej A stopnia n
ma postac

Dy D =ov By T
e 1 Dy Dz ... Daza
det 4 : e *
Dpi Dpe ... Dpn

gdzie D;; oznacza dopelnienie algebraiczne elementun a;; tej macierzy.

a) Dla macierzy z ¢éwiczenia a) mamy det A = (1 +14)(1 —i) — 1> = 1 oraz

Dy = (—1)1+1 det[1—i]=1—4, Diz= (_1)1+:; det [1] = —1,
Doy = (—1)*H det [1] = -1, Dap = (—1)**2det [1 +i] =1 +1.

Zatem
) T )
A__1= i D]] D12 T:l 1—: —1 = 1—1 —1‘ ]
det A | D21 Da 1 -1 143 -1 1+4:
b) Dla macierzy z ¢wiczenia b) mamy

det A=[2-3-(—3)+5-4-5+7-6-(=2)]—[7-3-5+2-4-(~2)+6-5-(=3)]=~-1

oraz
3 4 6 4
Dll = ("1)1+1 —9 _3 e —], D12 — (—1]1+2 5 _3 } = 38,
6 3 5 T
D13 = (—1)'*+° vl ‘ = 9%, Dag=(=1)2" a1 ‘ =4
2 i 2 5
D =(-1)"**| . _, 1 =-41, Dpu=(-1)*?|_ o |=29,
b 2 =F
Dy = (—1)°**H 3 4 | =-1, Dgp=(-1)**" 34 =%
2 5
— (133 iy
Daz = (—1) i s | 24
Zatem
1 Dy3 Dyz Dis = = BEEET 1 -1 _ 1
Al = ) Dsy Doz Das = - 1 —41 29 =|—38 41 —34/|.
s loD Doy Pes 1 34 —24 27 =29 24

Korzystajac z metody bezwyznacznikowej obliczyé macierze odwrotne do poda-
nych:



EAppE
a)y {2 370 |; b} 02 0 0

b -1 0 1 0
Rozwigzanie

Bezwyznacznikowa metoda znajdowania macierzy odwrotnej polega na wykonywaniu
tych samych operacji elementarnych na wierszach macierzy wyjéciowej oraz macierzy
jednostkowej. Celem tych operacji jest sprowadzenie macierzy wyjsciowe] do macierzy
jednostkowej. Macierz jednostkowa przechodzi wiedy na macierz odwrotna do wyjscio-

[AII] operacje elementarne [IIA—I] .

na wicrszach

a) Wykonujac te same operacje na wierszach rozwazanej macierzy oraz macierzy jednost-
kowej otrzymamy kolejno

1 20[/100 T 1 20| 100 T
9 JU 00 Fob e ST g i e ) | ————
RSy i o0yl HEE 0 -3 1|-101
1 20/ 1 00 100/-3 20
wy 4+ 2wy
0 —t g2 FOo|l.— =, |lod6l 2=040]:
001

0 01| 5 =31 T2

1 2 By > % g
2 30 s 5 == 19
S 5 -3 1

b) Wykonujac te same operacje na wierszach rozwazanej macierzy oraz macierzy jednost-
kowej otrzymamy kolejno

Zatem

1002|1000
2004[10007 w2 2
pooilotooel =2 [0001[01 00 . o
0200[0010]| wgtuw 010000%0 PEpp
—~1010(0001 1
e e R
3
1 1
10005 -2 00 100 0|z —2 00
090191? wy — w3 01 0 00 0%0
0100{0 0=0 IR 1
: 2 0|53 -2 0
00107201 119 1 6
Zatem i
" & =z B0
% il B T 2 )
(TR S e OO N R, = e
0 2 0 0 = | § 2
-1 0 1 0 5 40
4 WE T



Rozwiaza¢ podane réwnania macierzowe wykorzystujac operacje odwracania ma-
cierzy:

123 146
a)[_ii]-X:4X+[_g_{1]]; by X-|023|=(026
003 003
Rozwigzanie
a) Mamy
42 - -2 0 4 2 40 _|—2 0
[—14]X_4X+[ 0—1]‘:’ e R 94]X [ 9—1]

b) Mnozac obie strony rozwazanego réwnania prawostronnie przez macierz

i & 3717
0 2 3
0 0 3
otrzymamy
1 4 6 1 2 371
=0 2 g]=|5 2 3 .
0 0 3 00 3
Ponlewaz
o =1 0
ii 5 3 1 1
03 Bl =" g 75|,
0 0 3 1
I =
3

wiec

Jakie sa moizliwe wartoéci wyznacznika macierzy rzeczywistej A stopnia n, jezeli:
ay At =at; AT - A1 =0; c) A2+ A1 =0.



Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace wlasnosci wyznacznikéw:

det (AT) = det A4, det (A7?) = (det A)7*;
det (A") = (det A)*, gdzie k € IV;
det (aA) = a™det A, gdzie n oznacza stopiefi macierzy A.

a) Korzystajac z tych wlasnosci kolejno otrzymamy
det (A%) = det (AT) => (det A)* = det A<=> det A=1 lub det A = 0.

Zatem jedynymi mozliwymi warto$ciami wyznacznika macierzy A sa 0 i 1. Przyjmujac
A = [0]i A =[1] widzimy, ze obie te wartosci sa realizowane.
b) Korzystajac z wlasnoéci podanych na poczatku rozwiazania otrzymamy
AT— AT =0 AT =A""=> det (A7) = det (47")

> det A= (det A)™ <= det A=1 lub det A = —1.
Zatem jedynymi mozliwymi warto§ciami wyznacznika macierzy A sa liczby —1i 1. Przyj-
mujac A = [1]1 A = [~1] widzimy, ze obie te wartoéci sa realizowane.
c) Korzystajac, jak poprzednio, z przytoczonych na wstepie rozwiazania wlasnoéci wy-
znacznikéw kolejno otrzymamy
A+AT =0 A= —A7" = det (4%) = det (-47Y)

> (det A)® = (—1)" (det A) ™ = (det A)® = (—1)7,
gdzie n oznacza stopiefi macierzy A. Zatem jedyna mozliwa wartoécia wyznacznika ma-
cierzy rzeczywistej stopnia nieparzystego jest liczba —1, a macierzy stopnia parzystego
jest 1. Przyjmujac

-1 0
A =[-1] oraz A:[ 4 _1]

widzimy, ze obie wartodci wyznacznika sg realizowane.

Zadania

Zadanie 3.1

a) Zaproponowaé opis, w formie macierzy ztozonej z liczb catkowitych, polozenia
figur w grze w szachy. W jaki sposéb mozna by sprawdzié, czy dana macierz
odzwierciedla pozycje mozliwa do uzyskania w czasie gry?

b) Zaproponowaé zapis, w postaci jednej macierzy, odlegtoéci drogowych i kolejo-
wych w km miedzy stolicami wszystkich wojewédztw w Polsce.

¢) Ekran monitora komputerowego jest zlozony z 1024 x 768 punktéw. Kazdy
punkt moze $wieci¢ jednym z 20 koloréw. Kolorowe obrazy na ekranie mozna
zapisywaé w postaci macierzy zlozonej z liczb calkowitych. Zalozyé, ze ekran
monitora przedstawia pierwsza cwiartke ukladu wspdlrzednych, z poczatkiem
uktadu w lewym gérnym rogu ekranu. Zapisa¢ w formie macierzy przyblizony
ksztalt ¢wiartki kolorowej teczy zlozonej z piericieni kolowych (rysunek).



200250300350 400

Na rysunku:
0 -- oznacza kolor bialy,
1 — oznacza kolor niebieski,
2 — oznacza kolor zielony,
3 — oznacza kolor zélty,
4 — oznacza kolor czerwony.

¥

d) Na rysunkach przedstawiono konstrukcje pretowe z ponumerowanymi weztami:

1) plaski czworokat 2z przekatnymi; 2) czworoician; 3) konstrukcja przestrzenna
4 4 9

5 &
3 )
1]
L)

8, 1 X

H
n T

: ¥ A

’/
e
2 2 2 3

Zapisaé w postaci macierzy schemat bezpoérednich potaczen miedzy wezlami.

O Zadanie 3.2
Obliczyé:

N A

[1 53 w=a 59 : cosa —sina | | cosf —sing |
c) -1 4 =21|; d)]| . ) :
(2 -3 1 3 1 1 sine@ cosa | | sinf cosf

e) [éig] f)[12345]"

[ e R e T
O D O
= - =S 1

O Zadanie 3.3
Rozwiazaé podane réwnania macierzowe i uktady réwnafi macierzowych:

N 00 27]).
a)X+[020]‘§(X“[040D’

30 1 i 2 0 2
by2v- |0 4 0|l=|010|+v-[0 4 0];

10 2 e 2 0 0



[200
R (NS M )
x-v - 333}; [21]x+r = [11]
1200
Zadanie 3.4

Obliczy¢ kilka poczatkowych poteg macierzy A, nastepnie wysunaé hipoteze o po-
staci macierzy A", gdzie n € N iuzasadnié ja za pomoca indukcji matematyczne;j,
jezeli:

B2 T, el 1R
a)A_._O l]’ b)A_[3 _2],
[ cosa sina . ) _ [ chz shz : X
C)Ab_—sina Cosa],gdmeaER, d)A_[th chx],gclmexER,
[0 0 1 a 1 0
e)A=10 1 0|; )A=|0 a 1 |,gdziea€e B;
100 00 a

g*) A=la;], gdzie a;; =0dlai > j,4,5=1,2,...,k.

Zadanie 3.5
Uktadajac odpowiednie uklady réwnan znalezé wszystkie macierze zespolone X
spelniajace podane réwnania macierzowe:

T
110]f021 e [ 28] . 3 e
a)[olo] [110] X‘[m]’ U daE [—2—3]’
. 11 =
c)X—iXT:[ﬁfggi_gj[; d|21|x=| ol
31 1
1197 SFrE . 317 o oo TE-IT
‘*)[011]}{—[41]’ f)[ol]X‘X[s o]’
) N se F00Y
. ozl an . . . o2 Lot 11
i)X-X' = 90 , X jest tu macierza stopnia 2; j) X -X = X°+ 30l

Zadanie 3.6

Korzystajac z whasnoéci dziatan z macierzami oraz wlasnosci operacji transpono-

wania macierzy uzasadnié¢ podane tozsamosei:

a) (ABC)T = CTBT AT, gdzie A, B, C s3 macierzami o wymiarach odpowiednio
nxm, mxk, kxI



b) (A% B)? = A2+ 2AB+ B?, gdzie A 1 B s3 przemiennymi macierzami kwadra-
towymi tych samych stopni.
Uwaga. Méwimy, 7e macierze A i B sa przemienne, gdy spelniaja warunek AB = BA.

ercna - (s (s (s (7)o (O

gdzie A i I sa macierzami kwadratowymi tych samych stopni, przy czym I jest

macierzg jednostkows.
Zadanie 3.7
Obliczyé podane wyznaczniki drugiego i trzeciego stopnia:
-3 2. sina cosa |
| 5 —5” B) I8 com it |
1 & 1 1 ¢ 1414
Jgli123|; d| - 1 0
1-3.6 1—-20 1

Zadanie 3.8
Napisaé rozwiniecia Laplace’a podanych wyznacznikéw wzgledem wskazanego wier-
sza lub kolumny:

. . -1 2 -3 4
a)|1—-2¢ 3 —i |, trzecia kolumna; b) 1 3 -5 9 drugi wiersz. -
-4 1—1 341 ¥,
2 -2 4 6
Zadanie 3.9

Stosujac rozwiniecie Laplace’a obliczyé podane wyznaczniki. Wyznaczniki rozwi-
naé wzgledem wiersza lub kolumny z najwigksza liczbg zer.

320 18 0 2, 7T -1 3 2

ks 03200 0 0 101

a)l 5 o soli Moo 320f 9|2 0 702
[ eseio o 54 000 3 2 3 -2 45 3

2 0003 S O

Zadanie* 3.10
Korzystajac z zasady indukeji matematycznej uzasadni¢ podane tozsamosci (n
oznacza stopied wyznacznika):

510...00 ... 00 .8

A Sl 10 4811 0 iz b 2l n
DWa=|. oo =T W= g Ty, o= )

0070.:.51 »r

G 0= 5 8




2cosz
1
0

C)an -
0
0

1
2cosz
1

0
0

0 0 0
1 0 0

2cosz... 0 0 _sin[(n+ 1)z]
v fe, £1 8T
0 wi2c0s2 1
0 1 2cosz

gdzie ¢ # kw oraz k € Z.

Zadanie 3.11

Nie obliczajac wyznacznikéw znalezé rozwiazania podanych réwnan:

1 1

2 b—=

3 3 5
4 4

Zadanie 3.12

a)

1
2
=

4

1
2

5—=x

1 -2 3 -4

-1 z =3 4z

b) 1 =2 z =4
-1 r —xz z+3

=]

Obliczy¢ podane wyznaczniki wykorzystujac wystepujace w nich regularnosei:

a)

o Ot s =

-] T W 2

(o B S L]

Sl o = s

; b)

b et e

B B B DS =

2L R

1

1
2
3
4
4

Zadanie 3.13

o O o o

Lo L OO

[ R R

3

o e I T L)

3

LB e e B e T

-0 oo O Ww

Obliczy¢ podane wyznaeczniki stopnia n > 2 wykorzystujac wystepujace w nich

regularnosci:
4 4 .
14.
a) | :
1
1

=54
.
o 2
1 e 1
O Zadanie 3.14

4
4

; b)

[T W
R LT I )
Lo Lo o

n

e TE 1

. n 12 22
-“;c*)1332
o/ lnn

1

o
sia Br

2

Stosujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach podanych wyznaczni-
kéw (powodujace obnizenie ich stopni) obliczyé:

1 -10
a)| 2 35|
-4 06
1 6 @
2 1-1
d) -1 2 1
3 -1 4

b)

4
; -
3
2

— L2 O b2

b O b2

11
02|
13}
03
7189
2 131
4 72 2
2 453
2 011



O Zadanie* 3.15
Korzystajac z algorytmu Chié obliczy¢ podane wyznaczniki:

5 4t 01
4 2 -3 ?g_i; 9 15 1 2
g 28w el T T Rkl B3 14
s =6 | 42 3 Ty 9 11 5 2
4 —=§ g:= I

O Zadanie 3.16
Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej znalez¢ macierze odwrotne

do podanych:
3
4 1.
3
O Zadanie 3.17

2
351, cose —sine : :
2) [6 2]’ v [ sin o cos o ]’ e P [ ?

Korzystajac z metody bezwyznacznikowe] obliczy¢ macierze odwrotne do poda-
nych:

oo~

Sitwy 100 1 ST - R
00 2 1 28 1 9

a)[g ;'f] W lg 121|911 2 -1
j 501 1 9 10 -2 =6

O Zadanie 3.18
Rozwiazaé podane réwnania macierzowe wykorzystujac operacje odwracania ma-

cierzy:

ax[34]=[2) w31 [id]-[53)
o84 ven) =3 2 oA ] >

Jakie sa mozliwe wartoéci wyznacznika macierzy rzeczywistej A stopnia 7, Jezeli:
a) A2=84"1;, b)A*—A=0; c)AT =44"17



4

Uktady réwnan liniowych

Przyktady
Uktady Cramera

Dla jakich warto$ci parametru p podane uklady réwnan sa uktadami Cramera:

T z + 3y + 3z = pz
a){sm Sl SR

22— y= 17 3z +3y+ z=pz

Rozwigzanie
Liniowy uktad réwnad postaci AX = B jest ulkladem Cramera, jezeli macierz A tego

ukltadu jest macierza kwadratowa o wyznaczniku réznym od zera.

a) W zapisie macierzowym rozwazany uklad ma postaé

73] ]-[%]

Wyznacznik macierzy tego ukladu jest réwny

6p° —3

detA=|") — =6(1-7p%).

Dany uklad jest zatem uktadem Cramera dla p # —1 oraz p # 1.

b) Zapisujac rozwazany uklad macierzowo mamy

1—-p 3 3 9 z 0
3 1—-p 3 y |=10].
3 3 1—p] z 0

Dalej
1-p 3 3 —2—-p 0 24p "
ey —tw +{k1 +E
detA: 3 1—}’) 3 1_ i 0 —*2—? 2+p ;_2)
3. B A=yl F=T 3 3 1—p




=(2+4p)*(7T—p).

3 3 T—op
Uklad ten jest wigc ukladem Cramera dla p # —2 oraz p # 7.

®

Korzystajac ze wzoru Cramera znalezé rozwigzania podanych uktadéw réwnan:
4+ 2 — z =1

9z — 8y = 4 _
a){73+2y:3, b) { 3z + y—i— =

x bz = 0
Rozwigzanie
Jedyne rozwiazanie uktadu Cramera postaci AX = B z niewiadomymi %1, %2, ..., Tn
wyraza sie¢ wzorem
o — det A, . det As o — det A,
1T qet A P T detA’ T detA”

gdzie Ax oznacza macierz powstala z macierzy A przez zastapienie jej k-tej kolumny
przez kolumne wyrazéw wolnych B.

a) Mamy
9 —8 4 —8 9 4
det A = 7 9 =74, det A1 = 3 2 =32, det Ax = 7 3 = —1;
za.tm..":—E —-—-E—
Se=SwTT m
b) Tutaj
12 -1 12 -1
detA=|31 1|=28, detA;=|21 1|=15,
10 =5 00 -5
11 -1 121
detA, =3 2 1[=8, detdAs=|3 1 2|=3.
10 -5 100
. . 1 2 3
St@dwym]m,zem—%,y_?,z_ﬁ

Stosujac wzér Cramera obliczyé niewiadoma z spelniajaca uklad réwnan:
124z4y=104+y+2=8+z+u=6+utv= 10z + v = 15.

Rozwigzanie
Dany uklad zapisujemy w postaci

T + ¥ =3 11 0 0 O T 3
y + z =5 01 1 0 0 y 5

z + u =7 czyh 0 0 1 1 0 z = 7

u 4+ v =%1] g 0 0 1 1 u 9

10z + v =15 160 0. 0 0 % v 15



: . det A
Liczbe = obliczamy ze wzoru z = it , gdzie
det A

-

#;i?g% 1100 01 0 0
0 1 17D i R
ehelais GO DA RSN 1 L E 0 a4
O o= e bt 00 0 1 10 0 0 1
10 0 0 0 1
100
< Txqal 1 1 o |=m,
8 & 1
mmp| 3 1 00 0 2 Lt 55 i |
5 110 0 i f % d e
detA; = ?011n=30011—9011
g a0 11
6 6.0 1
190 0 1 =
T L L
Sprrgiagilbgtvgtog Ll gy gop asmampylionpy
0 - 15 0 1

Rozwiazaé podane uktady réwnan metoda macierzy odwrotnej:
4 ¢ = 2y + 3z = -7
a){$+?y_2' b)< 3z + y+ 42 = 5.

2t — y=9 2z + 5y + =z = 18

Rozwiazanie
Rozwiazanie X ukltadu Cramera postaci AX = B bedziemy wyznaczaé ze wzoru

X=A7'RB.

a) Zapisujac uklad réwnai w postaci macierzowej otrzymamy

IR
i =l a =l )

g 13 1
czyli z = Sy =
b) Podobnie jak w poprzednim przykladzie mnozymy lewostronnie uklad réwnan w po-

staci macierzowej przez macierz odwrotna do macierzy uktadu. Otrzymamy wiedy

z T, =2 134 EF oy L[~ 17 -1 = 2
L] 1 4 5 | = T 5 —5 5 5 | = 31 5
2 301 500 18 13 —9 7 18 =

Zatem



czyli z =2,y =3,z=-1.

Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera—Capellego

Znalezé rzedy podanych macierzy wskazujac niczerowe minory maksymalnych stopni:

10100 3
ol LT o 0000 O
a)|1 4-12|; b)|[2010 1
9 -2 5 4 0000 O
3010 -1

Rozwigzanie

Rzg¢dem macierzy nazywamy najwiekszy stopien niezerowego minora tej macierzy, czyli
wyznacznika obliczonego z wybranych wierszy i kolumn tej macierzy.

a) Dana macierz ma wymiar 3 X 4, a wiec jej rzad moze byé réwny 0,1,2 Jub 3. Wartosci
0 i 1 mozna od razu wykluczyé, gdyz latwo wskazaé niezerowy minor stopnia 2, np.

minor i i = 19 # 0 lezacy w lewym gérnym rogu macierzy. Nalezy teraz poszukal
niezerowego minora stopnia 3. Obliczamy wszystkie mozliwe minory stopnia 3. Mamy

5o 2 L 5 23 1 23

1 4 —1 =%, |1 42|=0 [1-<12=0 4 —1 2 |=0.

9 -2 5 g —2 4 9 35 4 -2 54

Stad wynika, Ze nie istnicje niczerowy minor stopnia 3, wiec rzad danej macierzy jest
rowny 2.

b) Wszystkie minory danej macierzy zawierajace parzyste wiersze lub parzyste kolumny
sa zerami. Minorem najwyzszego stopnia nie zawierajacym tych wierszy ani kolumn jest

minor

11 3

21 I|l=0.

31 -1
Stad wynika, ze rzad dancj macierzy jest mniejszy od 3. Wéréd minoréw stopnia 2 istnieje
minor niezerowy, np. ; i ] = —1 # 0. Rzad danej macierzy jest wiec réwny 2.

obliczy¢ ich rzedy:

1 30 2 345 61T
g2 3Ty 8 7 6 5 4 3
Beslodd f 12 13 14 15 16 17
92 18 17 16 15 14 13

Rozwigzanie
Wykorzystamy twierdzenie mdwiace, Ze bez zmiany rzedun macierzy mozna W niej zamie-
nia¢ wiersze (kolumny), mnozy¢ ustalony wiersz (kolumng) przez stata r6zna od zera oraz



do ustalonego wiersza (kolumny) dodaé inny wiersz (kolumne) pomnozony przez stala.
Ponadto rzad macierzy nie ulegnie zmianie, jesli skreslimy w niej wiersz (kolumne) zlo-
zona z samych zer lub tez jeden z dwéch wierszy (kolumn) réwnych lub proporcjonalnych.
Réwniez transponowanie macierzy nie wplywa na jej rzad. Badana macierz bedziemy wiec
przeksztalcaé bez zmiany jej rzedu do postaci, z ktérej ten rzad mozna latwo odczytad,
np. z postaci tréjkatnej lub blokowej, z duza liczba zer oraz jak najmniejszego wymiaru.

a) W tym przypadku zastosujemy fragment algorytmu Gaussa otrzymujac:

1 RO e i & @
4 57| wa—wm 0 —7 7| %=%w 1 3 0

Pl octw| Somm T |0 - A w‘i:wz“[ 0 =7 7]=2'
3} S 02 2

Zauwazmy, ze wynik uzyskaliémy szybciej doprowadzajac pierwszy wiersz do postaci
[100] przez wykonanie operacji kz — 3ki.

b) Wykorzystamy prawidlowo$é w ulozeniu elementéw macierzy. Latwo zauwazyé, ze
wiersze macierzy zlozone sa z kolejnych liczb naturalnych, przy czym w wierszach niepa-
rzystych tworza one ciagi rosnace, a w parzystych malejace. Dlatego tez sumy sasiednich
wierszy sa ciagami stalymi. Dzieki temu mozna szybko obliczyé¢, ze

85 AR T p r2 3 4 5 6 1
8 7 6 5 4 3| witws 10 10 10 10 10 10
|19 13 14 15 16 1T | =pww © | 20 20 20 20 20 20
18 17 16 15 14 13 | 30 30 30 30 30 30
Yz = 2wy i 2 8 4 5 6 7 —9
e 1010 | 10 10 10 10 :

Sprowadzajac podane macierze do postaci schodkowej wyznaczy¢ ich rzedy:

3 1 2-17 iig

0 1 0 21 5 Bnh

B 3 2 2 18f: W75 L -
¢ T "B 4 -

= BN

Rozwigzanie

Macierz nazywamy schodkowa, gdy pierwsze niezerowe elementy (tzw. schodki) w ko-
lejnych niezerowych wierszach znajduja sie w kolumnach o rosnacych numerach. Rzad
macierzy schodkowej jest réwny liczbie jej schodkéw. Dokonujac podanych niZej operacji
elementarnych na wierszach macierzy otrzymamy:

a)
3-F g7 3 1 grea it 31 21
=T 40 =2 010 21 010 21
Wy —wy wy — wa
Iz e e R R £ rz |010 21 —— 1z |O00O0 00| =
0.1 -1 =Bra| "™tm B 1 1 54| HETHR 001 33
N (1 001 39 001 39



Iz

1 p
i 0
p —p

Rozwigzanie
a) Minorem najwyzszego stopnia dla danej macierzy jest jej wyznacznik réwny

I p1

3 02

p —p 1

== e I i i ]

(oS T S S
|

W =1 b L

1
2(; b)

Dla p = 0 mamy

1 MO s
vz | 8. 02

P —=p 1

Podobnie dla p = 2 mamy

1 % il
=3[ 3 0 2
2 =21

2 p—1
1 p+2 3

P opl

IZ

—

oo oo ol ooee o

Wyznaczyé rzedy podanych macierzy w zaleznosci od parametru rzeczywistego p:

1

P

p 1l
02

Rzad tej macierzy jest wiec réwny 3 wtedy, gdy 2p(p—2)# 0, tzn. dla p # 01 p # 2.

101
=% |3 0 2
001

oo o Cc O -
[ R e S e e Y S
T D O

] [P e R e T R S

= 2p(p — 2).

&

[==3 ISR S
el




b) Latwo sprawdzié, ze wyznacznik danej macierzy jest réwny 0 dla kazdego p. To oznacza,
ze 1zad tej macierzy nie jest nigdy réwny 3. Zbadajmy teraz jeden z minoréw stopnia 2,

np. minor

p 1
2 32

=2(p—1).

Z postaci tego wyznacznika wynika, ze dla p # 1 rzad danej macierzy jest réwny 2. Dla
p =1 znajdujemy w macierzy inny niezerowy minor stopnia 2, np.

1

2 p—1

1

20

1: 1

= —2£0.

Ostatecznie dla kazdej wartosci p € R rzad danej macierzy jest réwny 2.

c) Obliczmy jeden z minoréw najwyzszego stopnia np. minor

1-p

1
1

9
2—p

2 1-p

1
1

= p2(4 —p).

Jezeli ten minor jest niezerowy, tzn. jezeli p #£ 0 i p # 4, to dana macierz ma rzad 3.
Przypadki p =01 p =4 zbadamy osobno. Dla p = 0 mamy

Rl 1
1 2—p 1 0
1 2 1—-pop

Natomiast dla p = 4 otrzymamy

l—p 2

rz[l
1

2—p

2

1
1

1210
=g |°F 2% 1.8
: (U

P
0
l1—pp

Iz

ko= 2k
k3= ki

ky=0

wigzan oraz liczby parametréw:

a)

z
3z
5z

x
2
5z

&

T

-+

y+ 2z +1 =
i e e
Y 4Bt =
3y+ ]
Y=
=
10y + 42 = —

Y

w ;;danych ukladach réwnan liniowych okreélié

2
T
3z

1
IZ =1}
1
gy — wy
wy + 4wy 3

ich) liczby roz-

z+ t =1
238 =2 %
4z — T =10
z 4= = 0
oo 3 = 2
il =l | [
z+ 3= 1



Rozwigzanie

Zgodnie z twierdzeniem Kroneckera-Capellego uktad réwnaii liniowych z » niewiadomymi
postaci AX = B moze nie posiadaé rozwigzad albo mie¢ dokltadnie jedno rozwiazanie
albo tez mieé nieskoficzenie wiele rozwiazan. Decyduja o tym rzedy macierzy A uktadu
oraz jego macierzy rozszerzonej [A|B] i wtedy odpowiednio mamy rz A # 1z [A|B] albo
1zA = 1z [A|B] = n albo tez 1zA = 1z [A|B] = r < n. W ostatnim przypadku zbiér
rozwiazat zalezy od n — r parametréw.

a) Rozwazmy nastepujace przeksztalcenie macierzy rozszerzonej ukladu

[1 -12 1 1] 1 =1 2 1 1
wo — Jwq 7
bl

O O i 0 4| —
i, SR T e

0 4 -5 —4| -1

7 otrzymanej postaci wynika, ze 1z A = 2 = 1z [A|B] = r < n = 4. Oznacza to, ze ukiad
ma nieskoficzenie wiele rozwiazan zalezacych od » — r = 2 parametréw.

b) Zamieniamy dla wygody kolejnoéé réwnan ukladu i przeksztalcamy jego macierz roz-
szerzona do postaci

1 -1 -1 3|2 . ¥ iy &1 3| 2
s o=t gl 232 0 4 1 gl
gy s gl ] MU i gt ] st =5

Stad otrzymujemy, 2e 12 A = 3 = 1z [A|B] = r. Jednoczesnie n = 4, wigc ukltad réwnan
ma nieskorficzenie wiele rozwiazafi, a liczba parametréw jest réwna n —r =1.

c) W tym przykladzie mamy n = 3. Stosujac wskazane operacje elementarne kolejno
otrzymamy )

I-=8 1|0 1 -3 “t) D
2 N ) B T P e o I S 1 22 ¢

wy — 5w g = 2w
& o 2f| | 2 by wog| 2l 20 [0 T8 1
110 4f-1| @z |o -7 3f[-1| ™™ [lo 4 1|1
¥ a1 21 o 4 1

Zatem 1z A = 3 = 1z [A|B] = n. Uklad ma wiec dokladnie jedno rozwiazanie.

d) Réwnanie ze wspélczynnikiem 1 przy zmiennej ¢ znéw dla wygody dajemy na poczatek
i przeksztalcamy macierz rozszerzong ukladu

1. =21 2|1 I =2 1 21
R I . ) ¢ O [R5 e ¢ S O < ] [ |
2 1 -1 -3 2 wyq — 2wy 0 5 =3 =T 4
23 T 3| 1 0o 7 -1-1| 3
1 -2 1 2|-1 1 -2 1 2| -1
w3 — By =l =l 31 0 e i = &k 3 0
wi—Tws |0 0 —8 —22| ¢ G W =8 =] @
6 0 -—8 -22| 3 R T & [y
Stad

rzA=3 <4=rz[AB].

Wiec rozwazany uklad réwnaii nie ma rozwiazad.



Wskazaé wszystkie mozliwe zbiory niewiadomych, ktére moga byé parametrami
okreslajacymi rozwigzania ukiadu réwnan liniowych:

z + 3y + 6z + Ts + 2t = 6
—z + 4y + 2z + Ts + 3t = 1 .
22 + y + bz + 45 + 1 3

Rozwiazanie

Skorzystamy z fakin méwiacego, ze jezeli uktad réwnain liniowych z n niewiadomymi ma
nieskoniczenie wiele rozwiazan, a jego macierz A ma rzad réwny r, to dowolny niezerowy
minor macierzy A stopnia r wskazuje nam r zmiennych, ktdre mozna wyrazi¢ za pomoca
n — r pozostalych zmiennych, czyli parametréw. Przeprowadzimy najpierw wstepna ana-
lize macierzy rozszerzonej [A|B] ukladu pozwalajaca na ustalenie rzedéw oraz wyszukanie
odpowiednich minoréw. Mamy

1 -3 8 7008 16 B T &5 B % B &
wf b B S0 5.1 PR G ¥ % & F| 7
2 1 5 471]3 Mg . L =5 =5 =1 —5|~0
"1 8 5 7 2| 6
wp:? g I 11 22 1
wa + Swo
00 0 0 % 4

Stad wynika, ze 1zA = 3 = 1z [A|B] = r < n = 5. Wyznaczymy teraz wszystkie
: ; : g ! e i 5
niezerowe minory stopnia 3 z przeksztalconej macierzy A. Sposréd wszystkich ) 10

minoréw stopnia 3 niezerowe sa tylko minory zawierajace piata kolumng. Jest ich 6,

mianowicie

o3 2 2 o 3 &5 2 3.7 2 57 2

5 5 5 5 5 5

0 - 0 - 02 = 13 = 12 = 1. 2 =

1 T : 71 7| 7 | Tl 7

4 4 4 4 4 4

0 - 0 = 00 = 00 = 00 = )0 ==

9 7 g i T 7 T T

Przyjmujac kolejno kazdy z tych minoréw jako podstawe rozwiazania catego uktadu réw-
nai (tj. uktadu Cramera z trzema niewiadomymi i dwoma parametrami) widzimy, ze
parametrami mogg by¢ tylko zmienne pozostajace poza minorem, a wiec z, s lub y, s lub
¥,z lub z,5lub z, z lub tez z,y.

Okresli¢ liczby rozwiagzan podanych ukladéw réwnan liniowych w zaleznosei od

parametru p:

x4+ py + 2z =1
a){(Qp—I—l):zr + (p—3)y = p+1 B) 4 2 4 py B
(e 22 RY. =L AR 2+ y+pr=p



T e | pz + py + pz +pt =p
c) r+y— z=p; d) Bk vk B8 E Dy P
z—y+pz:1’ g §obpEb gD
w4 Y+ 2 p=7p

Rozwiazanie

Uklad, w ktérym liczba niewiadomych jest réwna liczbie réwnad ma doktadnie jedno
rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy A tego uktadu jest rézny od
gera. Kazdy przypadek wartoéci parametru p, dla ktérego det A = 0 wymaga osobnej
analizy zgodnie z twierdzeniem Kroneckera-Capellego.

a) Rozwazany uklad réwnaf ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

2p+1 p—3

p+2 -2 =—p —3p+4=(1-p)(p+4) #0,

det A =

tzn., gdy p # —4 1 p # 1. Macierz rozszerzona ukladu dla p = —4 ma postaé

3
11 =
-7 —=7|-3 wy : (=7) 7
A|B]= B
[ i ] [—2 —2\-—8] 1wy + 2wy 00 _?

Stad wynika, ze uklad jest sprzeczny, gdyz 1z A=1<2= 12 [A|B]. Dla p = 1 mamy
3 =plioH] aa— 3 —2|2
[AIB]:[:J. —2‘2] [0 no]’

wiec 1z A = 1 = rz B. Uktad réwnan ma zatem nieskoficzenic wiele rozwiazan zaleznych

od jednego parametru.

b) Dla ukladu rozwazanego W tym przykladzie mamy

1p1
i
11p

wiec ma on dokladnie jedno rozwiazanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy p #01ip# 1. Przepro-
wadzimy teraz analize ukladu dla p=0orazp=1 stosujac twierdzenie Kroneckera-Ca-
pellego. Dla p = 0 mamy

I 0] il dilst R Y v
wg — 2wy Wy — 3
[A|B]=|21 1|0 01 —1|—-2| ——= 101 -1|-2{.
01

1 sF oy BT 00 0] 1

Oznacza to, ze rzad macierzy A ukladu jest réwny 2 podczas, gdy rzad macierzy rozsze-
rzonej [A|B] jest réwny 3. Uklad réwnai jest w tym przypadku sprzeczny. Dla parametru

p = 1 mamy
1. AT g [1 1 112
[AB]=|211|1| ——= |1 00)0].
11 T el o ofe

W rozwazanym przypadku rzedy macierzy gtéwnej oraz macierzy rozszerzonej ukladu sa
réwne 2. Oznacza to, ze uktad ma nieskoficzenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego

parametru.



c) W kolejnym ukladzie réwnan mamy

o Ml
detA=|1 1 —1|=p"-2p—3=(p+1)(p—3),
P=%  p

wiec dla p # —1 oraz p # 3 uklad ma dokladnie jedno rozwiazanie. Dla p = —1 mamy
=1 1 4| 1 —_— 0 0 0] 2
MiBl=1.1. 1 =dl=1] ——% 0 2 8l=2].
1 -1 -1 1
Uklad réwnan jest w tym przypadku sprzeczny. Podobnie jest dla p = 3, gdyz
3 F - gl il 0. 4 —8[—2T wy-ow [0 0O 0]=6
ABl=11 1 =3] 2= o 2 4| 2| — |o 2 -] 2],
1 —11 =811 1 -1 3| 1 1+=1 3| 1

awigcrzA=2<3 =1z [A|B].

d) W ostatnim ukladzie réwnai mamy

PPpPP| w-w |[p=1 0 b e
stopgip | ZAETE 0 F=1 A e s
detA=| Lol wsem 0 B el a0 =p(p—1)".

111¢p 1 1 1

Dla p = 0 oraz p = 1 macierze rozszerzone przyjmuja odpowiednio postadé

000 o010 RERRIE
100] 0o T4 a3
s ol [ E Y ]
111] 0o 1 11 1|1

Zatem dla p = 0 otrzymamy, ze 1z A = 3 = 1z [A|B] = r < n = 4, wiec uklad réwnasd ma
nieskoficzenie wiele rozwiazan zaleznych od n — r = 1 parametru. Natomiast dla p = 1
mamy 1zA =1 = 1z [A|B] = r < n = 4 i uklad réwnan ma takze nieskonczenie wiele
rozwiazaf, ale zaleznych od n — r = 3 parametrdw.

Klienci sklepu spozywezego stojacy przed nami w kolejce placili kolejno: za 2 kostki
masta, 2 bochenki chleba, 10 jaj, 3 litry mleka — 9.50 z}; za 1 masto, 2 chleby, 20
jaj, 1 mleko — 8.20 z}; za 3 masta, 1 chleb, 5 jaj, 2 mleka — 8.90 z1.

a) Chcemy kupié 2 masta, 5 chlebéw, 35 jaj 1 5 litréw mleka. Ile zaptacimy?

b) Czy po zaplaceniu za zakupione produkty poznamy ich ceny jednostkowe?

¢) Jakiego zakupu powinniémy dokonaé. aby uzyskaé kazdy z tych produktéw i
jednoczednie poznaé jego cene jednostkowa?

d) Wyznaczyé ceny jednostkowe. jezeli kupujac po jednej sztuce kazdego z tych
produktéw zaplacilismy 3.60 zt.



Rozwiazanie
Niech z,y, z, t oznaczajac odpowiednio ceny jednostkowe kostki masta, bochenka chleba,
jajka, litra mleka. Z danych zadania wynika nastepujacy uklad réwnan

 + 2y + 20z + t = 8.2 .

{21+2y+102+3i=9.5
3z + y + 5z + 2t = 89

a) Nalezy wyznaczyé wartoéé c taka, te ¢ = 2z + 5y + 35z + 5t. Wystarczy, aby réwnanie
definujace liczbe ¢ bylo kombinacja liniowa wezeéniejszych trzech réwnan. Méwiac écisle,
aby istnialy stale a1, a2, s € R takie, ze

(2,5,35,5) = @1(2,2,10,3) + 02(1,2,20,1) + 03(3,1,5,2).

Stale a1, oz, aa znajdziemy rozwiazujac uktad réwnad

20 L [ 21 3| 27 wi—20, [0 1 5|—4
w2—2w1 2
2 2 1| 5| ws—200 =20 —5| 1| ®aiu 00 —T| 7
10 20 5|35 | — | =30 0 —55|—5 | wa+30ws | 0O 0 —85| 85
3 9. 2] g AT 10 —1| 3 g —t| 8
e 01 5|—4] , 4, [010] 1] we—u 100] 2
mmEs loo Tl 2t o0 k|1 | S (B20] 2
w1 (=T) 1 Do—q| @l %] 1 ww) 2 00 1|-1
Stad oy = 2, @2 = 1, @3 = —1, wigc

c=a;-95+a-82+0s-8.9=1823.

7 przeprowadzonych obliczenn wynika, ze zaplacimy 18.30 zt.

b) Niemozliwe jest wyznaczenie cen jednostkowych poszczegdlnych produktéw na pod-
stawie podanych informacji. Uklad réwnan opisujacy te cztery niewiadome nie ma jedno-
znacznego rozwiazania. Rzad macierzy uktadu pierwszych trzech réwnai jest oczywiscie
mniejszy od 4, zaé dodanie czwartego liniowo zaleznego réwnania nie podwyzsza tego
rzedu do 4.

c) Ceny jednostkowe poszczegblnych produktéw mogliby$my wyznaczy¢ z ukladu réw-
nafi o macierzy rzedu 4, np. z ukladu Cramera. Rzad macierzy uktadu trzech réwnan
napisanych na poczatku jest réwny

2 12T o o 0 —2 —30 1
12201 L——T—im 12 o 1| =3,
5] §g TR 0 -5 —55 | =1

co zreszta mozna juz bylo wczesniej wywnioskowac na podstawie rachunku przeprowa-
dzonego w punkcie a). Zakup, jakiego powinnismy dokonaé, musialby sie wigc sktadac z
k, kostek masta, ks bochenkéw chleba, ks jaj i k4 litréw mleka, gdzie k; 2 1, k2 2 1,
ks =1, ks > 1, przy czym musi by¢ spelniony warunek

2 2 10
1 2 20 1
g 1 & afT®

ki kx ki ks



Warunek ten spelniony jest np. dla ky = 6, k2 =5, ks = 35, ks = 1.

d) Do poczatkowego uktadu trzech réwnan dolaczamy czwarte réwnanie
z+y+z+t=3,6.

Rozwiazujemy otrzymany uklad czterech réwnasi (metoda ,kolumn jednostkowych”)

MR R e s O =8 Zmp "9 | —%0
i 2tan) 1| g w3 — 3wy TR R T I | 8.2 wy — wy
3.1 & Z|88 wyg — wy 0 -5 —-55 —1|-=15.7 wy + wy
.1 1 a 1|36 0 —1 —-19 0| —46
0 -2 —-30 1| —6.9 wy + 2wy 0 0 g8 1| ‘23
1 4 506 0| 151 S 1 0 —26 0] -3.3 Mg rB
—_— —_—
0 -7 -85 0| —226 wy + Twy 0 0 48 0| 96
[0 1 19 0 4.6 0 1 19 0| 4.6
"0 0 g 1| 23 il Wi 0 0 0 1]07
1.0 =26 0 [=32 ugh Bu 1 0 0 0]1.9
—_—
00 E R T wy — 19w3 0 0 1 0|02
L0 1 19 0] 46 0 1 0 0038

Stad wynika, ze czwarty zakup k1 = k» = k3 = k4 = 1 czyni zadoéé warunkowi z punktu
c) i pozwala na wyznaczenie cen jednostkowych (w zlotych), ktdre sa réwne z = 1.9,
y=08,2z=02it=0."7.

Metoda eliminacji Gaussa dla ukladéw Cramera

Rozwiazal podane uklady Cramera metoda eliminacji Gaussa:
3 z— 2y + 3z = -7
a){ Bl 2 b) {3z+ y+4z= 5;

—3z + 6y = 15 Se oy & e 18

_ r+ 4y + 22 — s = 3
4$i§y~$§+t:? 20 + 9y + 62z —25s — 3t = b

l:) $+2y: Z—l—t:1’ d) 3’+29’—2‘—S+5t: 5
_$+ y+4z+6t:0 2z —Ty+ z-+3s — 4t = -5

. 7 = —x—by— z+3s+6l= 4

Rozwiazanie

Metoda eliminacji Gaussa dla ukladu Cramera postaci AX = B polega na rozwiazaniu
tego ukladn poprzez doprowadzenie jego macierzy rozszerzonej [A|B] do postaci [I]|X],
gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Pray przeksztalceniach stosuje sie operacje elemen-
tarne na wierszach macierzy rozszerzonej, co schematycznie moZna przedstawié nastepu-

Jaco
4 B operacje elementarne ! Si
na wierszach £ ¢

Poniewaz wszystkie wykonywane operacje przeksztalcaja uklad réwnaidi na uklad mu




réwnowazny, wiec wektor X pojawiajacy sie przy koficu postepowania jest sznkanym
rozwiazaniem ukladu. Kolejnoéé operacji przy rozwiazywaniu naszych przykladéw bedzie
zgodna z algorytmem Gaussa sprowadzenia macierzy nicosobliwej do macierzy jednost-

kowej.
a) Przeksztalcamy macierz rozszerzona danego ukladu réwnai otrzymujac

1 5] 2T =¥ [1 &) 2] w2 [1s]2]| =22 [14a|-—8
-3 g|15 0 21|21 011 ol I 1 |l

Ostatni zapis oznacza, e

@ e
il

|
- L

zatem £ = —3, y= 1.
b) Podobnie rozwigzujemy ukiad z trzema niewiadomymi

¥ =3 8] g F=2 8 e [ 2 1 B
3 q a5 oo e BBl e D T
9 51|18 ™3 g 55|32 ol % & blan
[1° -2 3| =T
1 -2 31T
wa — 9wy 0 _g 27_6 wa:% 5 _E%
10| 10 {8 I
0 o 0o 1|-1
100 2
2 +éw
Sl BT il A 018
wy + 2wy — 3wy 00 1|=1

Stad wynika, ze z =2,y =3, z = —1.
c) W tym przykladzie mamy

1:2 =3 00 12 —30]|0 12 =3 oo
4.8 =7 1lE ] sle—a 00 511 i 03 160
103 st o=t [ 0. Z 1 00 21|1
-11 460 wy + wi 03 16|0 00 5 1|1
12 -3 0o 12 -3 of of
1
G e Ealw| et (Y3, FH P
T 311 [ L
wg 2 00 15_2_ %%
00 5 1|1 g Al
09 21 2]
1918 f]-0 .
1 1000]| 4
w:(-3) |01 3 2|0 wy — Lwg 0100|=2
—_— 1{1| —— lo010| 0
00 1 —|= w—-lw-—Qw
00 0 21 2 v —huptsws 000 1] 1]

Stadz =4, y=—-2,2=0,t=1.
d) Nastepny uklad pieciu réwnaii bedziemy rozwiazywaé §cidle wedlug algorytmu Gaussa,



dlatego nie bedziemy zaznaczaé wykonywanych operacji elementarnych. Dla przejrzysto-
Sci begdziemy otaczaé ramka ten fragment macierzy, ktéry ulegnie zmianie w nastepnym
kroku. Mamy zatem

I I N B 1 T ok 0 8 e 0] 3
B s B e | 15 fhe ol Pisw B d il
(s g ot Bl Y T o It M o[=2 —3 @® 5 | 2]|—
e S T (RO, S ) B Bl &t B i ol |
RS R SR ! = N PR I | S
I R e g o35 e
I A I g ) 0 1.2 0 =31"l1
TN RS R (M | B [ 0 0 1 o0 -1]|0]|—
i ) el Vi W g . 0.0, 71 219
0 ol 3 2 @4 nnomﬂ
Foi- " @22 &l 1[4 2 21 o] 3
0 . B pe—E = 1 |3 O =8 |-
I T | e O 1A O 5 s A I | -
£y g e 0 | 12 T | S T
_Daonzjh _000011-
;SR R L T | [
TR s Al T 1
oo Drmpaihi o O 2 T
0" o e 1 o @
0= 0% § Ot o 10 a

Rozwiazaniem tego uktadu réwnardi sgliczby 2 =1,y =0,z =1, s =0, t = 1. Mozna przy
tym zauwazy¢, ze szukanie rozwigzania ze wzoru Cramera byloby bardzo pracochlonne.
Réwniez obliczenie macierzy odwrotnej wymagaloby wiekszej ilogci rachunkéw.

Stosujac ,,metode kolumn jednostkowych” rozwiazaé podane uklady Cramera:

_ o ol ol L S R |
a) _im_myiiié-b) rp et Lie T
v Y a - 22 + 3y — 2z — t = —6"

dr + 3y + z =3 I W el B b

3z + y + s 4+ 2t = 2
[m—y+33+23 =]
€} 2z + 2y + 2z 4+ s+ 3t =3
1:&+2y—z—-s+t:l
Yy + 2z + 2s = 3

Rozwiazanie
»Metoda kolumn jednostkowych” jest praktyczna wersja metody eliminacji Gaussa. Po-
lega ona na odpowiednim przeksztalcenin macierzy rozszerzonej uktadu. W przypadku



uktadéw Cramera celem postgpowania jest doprowadzenie wszystkich kolumn macierzy
uktadu do postaci jednostkowej (tzn. z jedna jedynka i reszta zer) tak, aby jedynki w
poszczegdlnych kolumnach znajdowaly sig w réznych wierszach. Dla uktadu Cramera z
n niewiadomymi metoda ta wymaga n krokéw, gdyz w jednym kroku przeksztalca sig
ostatecznie cala kolumne. Kolejnoéé przeksztalcanych kolumn oraz polozenie koiico-
wych ,jedynek” jest dowolna, przy czym praktycznie jest do przeksztalcenia wybierac
Lolumne sktadajaca sie z jedynki, ,malych” liczb catkowitych i ,duzej” liczby zer. W po-
réwnaniu z klasycznym algorytmem Gaussa metoda ta nie wymaga przestawiania wierszy
ani budowania macierzy tréjkatnej, wymaga jednak wykonania wigkszej liczby mnozedi.
Przeksztalcenie j-tej kolumny. Chcac w miejsce niezerowego elementu a;; otrzymaé
,jedynke”, a na pozostalych miejscach j-tej kolumny same zera wystarczy i-ty wiersz
macierzy rozszerzonej podzieliC przez aij. Nastepnie nalezy od pozostalych kolejnych
wierszy odejmowaé i-ty wiersz mnozony odpowiednio przez aij, az;, - .
a,;. Schematycznie przedstawimy to ponizej

o Bimlgy Bidldgy ooy

ayy a1y N | I
wy — agjw; ;
Lo y oo - & 3 |
=13 Wy Loy =13 Wiy — @17
aij —_— 1 e T = o ] s das
wy — @] Wi
R . L i+l T Ry e O e [
wn—dn}-wi
L @ng ] |: Gni e | = 0 ol

a) Przeksztalcamy macierz rozszerzong ukladu réwnan zaznaczajac wyréznione niezerowe
elementy przeksztalconych kolumn oraz kolumny wezeéniej przeksztalcone. Mamy

- B 1 | & (g 2 -11|11 . o, [0 9 1]-3
1 ale | e |26 =110f1 | ——— | 0 13 0] 13
&4 18- bely BT {0 |- TR oy, e (B
wpets [0 =9 187 _ .o, [001] 6
EECED R (AN 1 I ) [ N D i G
i 40| 2] BT Lie 0|2
Stad wynika, ze -
0.z + 0.y + 1.2z = 6
0.2 +1-9y +0-2 = 1,
l-z 4+ 0.y +0-2z = -2
zatem z = —=2,y=1, z=6.
b) Postepujac wedlug oméwione] wyzej metody kolejno otrzymamy
T 3 2 3 4 1 1 2 3| 1
3 1 =1 —2{—4| wy—3w; |0 —4 =7 -11{-T7
8 g6 | oy |0 3 -8 V-
1 2 3 -1|—-4 wy —wy 0 1 1 —4|-5
i i 10 1 7| 6 101 7| 6
w2 A 00 —3 —27|—27 wy 1 (—3) 061 9| 9 o
w3 — wy 00 -6 —-3| -3 wy : (—3) 002 1| 1 W
01 1 —4| —5 011 —4{-5 wy —wy



100 -2| —3 100 —2| -3 g 1000|-1
001 9| 9 mainl=17) 001 9 9 wy —9ug 0010| 0
00 0 =17(-17 000 1| 1 wq + 1313 0001 1
010 —13|—14 010 —13|-14 01001
Stad odczytujemy, ze = —1, y = -1, 2 =0, ¢ = 1.
c) Postepujac analogicznie jak poprzednio otrzymamy
(3 1 0 1 2|2 0 4 -9 -5 2|-1
s T : L~% 3 2 1 o
g shgiuyesey lgls Wi 0 4 =5 =38 1
N % R vt 0 3 -4-31| 0 P
B RO TR 1 0 1 2 20 3
[0 0 —17 -13 2[-13 00 3 50| 5
T 25 Aol 4 g i0 5 40 4 el
00 —13 —11 3|-11 00 17 16 0|16 | —
R e R R e o= R 00 —16 -9 1|9
01 2720 3 01 2 D03
- 5 5 -
1 3 = Ao
00 5 0k
[0 0 1%0% 100—§0—13—3
10 5 40| 4 :32 __15?!111 37 37 wy (_331)
e T 0 =g e
8 el e )
23 23
01 2 20| 3 0400 = gl ==
L 3 3
4 1
016 —— 0| ==
L 3 3..
_ 5 o
[ S
13 13 iy S 0010 0]0
== W s L
! 3 3 - 10000]0
00 10 1 — 00010|1
o g 24l B Wy =gy 0000 1|0
3 3 ws + Sy 01000(1
4 1
016 =Z.0| ==
L 3 3]

Rozwiazaniem tego ukladu réwnat sa liczhy z = 0, y = 1, 56=0,8=1,4=10.

Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych ukladéw réwnan

Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiazaé podane uktady réwnan:
2z4+y— z+ t=1 t+2y—z— t=1

a) y+3z-3t=1; b)d z+ y+2z+3t=2:
ct+y+ z— t=1 3z +by—2z+ t=3



z+2y+3z2—-2t— u= 6
3z +6y+5z—2t— 9u= 1
d*) § 2z + 4y + 22 — 8u=-—bH .
22 + 4y + Tz - bt + u= 17
z 4+ 2y + 6z — 5t — 10u = 12

[2x+y+ a=1
o) 3z —y+32=2
z+y+ z=0"
z—y+ z=1

Rozwiazanie
Rozwiazywanie dowolnego liniowego ukladu réwnat postaci AX = B metoda elimina-
cji Gaussa polega na przeksztatcaniu macierzy rozszerzonej [A|B] tego ukladu. Celem

postepowania jest doprowadzenie macierzy [A|B] do macierzy [A’!B’ opisujacej ukiad

réwnowazny wyjsciowemu i jednoczesnie zawierajacy w lewym gérnym rogu macierzy A
macierz jednostkowa, a pod nia jeszcze jeden wiersz ziozony z samych zer. Wowczas,
zgodnie z twierdzeniem, mozliwe beda trzy sytuacje:
- ! " - -
1. uktad bedzie sprzeczny, jezeli element kolumny B wyrazéw wolnych odpowiadajacy
wierszowi zerowemu macierzy A bedzie rézny od zera,
2. uklad bedzie mial tylko jedno rozwiazanie (i bedzie réwnowazny ukladowi Cramera),
. . - . - ! - - . -
jezeli poza macierza jednostkowa w macierzy A nie pozostanie Zadna inna kolumna,
3. uklad bedzie mial nieskoriczenie wiele rozwiazaf, jezeli poza macierza jednostkowa w
A ! % & = 2
macierzy A pozostanie choé jedna kolumna. Liczba tych dodatkowych kolumn bedzie
woéwezas liczba parametréw okreslajacych rozwiazanie unkladu.
Nasze przyklady rozwiazywaé bedziemy w oparciu o algorytm Gaussa, ale zmodyfiko-
wany, bo wykraczajacy poza uklady Cramera. Bedziemy wykonywaé nastgpujace opera-
cje na wierszach macierzy IOZSZETZONE]:
e zamiana miedzy soba i-tego i j-tego wiersza (oznaczenie w; —wj),
s mmozenie i-tego wiersza przez stata ¢ r6zng od zera (oznaczenie cw;),
e dodanie do i-tego wiersza j—tego wiersza pomnozonego przez stala ¢ (oznaczeniec wi+
cw;),
ktére wystarczaly dla ukladéw Cramera oraz dodatkowo:
o skreslenie i~tego wiersza zlozonego z samych zer (oznaczenie iy = 0),
o skreglenie i-tego wiersza réwnego j-temu wierszowi (oznaczenie o = wy),
o skredlenie i-tego wicrsza, ktory jest proporcjonalny do j—tego wiersza (oznaczenie
i~ wj).
Potrzebna tu jeszcze bedzie operacja przestawiania j—tej kolumny na koniec nie-
wiadomych (oznaczenie k; +—) z jednoczesnym przemianowaniem oznaczen nie-
wiadomych.

a) Przeksztalcamy macierz rozszerzong uktadu réwnan otrzymujac

B R S T T gy [T R=Rfal
3 31| —— |01t 3 -3|2|] —*= |0 1 3 =3 1
1 1 0

Z 1
01
il -1 21 -1 1|1 -1 -3 3|1

ol B e s ¢
013 -3

i) LR 10| -2 210
01

—_—
1 3 3|1




Dany uklad jest wige réwnowazny ukladowi

z — 224+ 2t=0
v+ 3z —-3t=1"

Uklad ten ma nieskoriczenie wiele rozwiazan z dwoma parametrami. Przyjmujac niewia-
dome z i za parametry otrzymujemy rozwiazanie tego ukladu

T =2z—2t
y=1-—3z+ 3t
gdzie z,t € R.
b) Postepujac podobnie otrzymujemy kolejne réwnowazne postaci macierzy rozszerzonej

(S e | [ i S B 1 2 -1 -1] 1
1.7 1 Bl e 01 % @i —» | @ =1 2 4| 1
35 -1 1|3 0-1 2 4fo] ™7™ |Jo 0 0 o[-1]

Ostatni wiersz uzyskanej macierzy wskazuje na sprzecznosé danego ukladu réwnan. Wi-
da¢ to wyraznie po rozpisaniu ukladu w formie rozwinietej.

z 4+ 2y — z— ¢ 1
- y+2z2+4= 1.

0 =-1

c) Macierz rozszerzona [A| B] danego ukladu réwnaii po przestawieniu jego wierszy w; «— ws,

w2 +—+ ws przyjmie postac

1 1 1]o0
+ 2 1]t
[MBl=1, 1 1|1
3 -1 3|2

Dokonujac na wierszach tej macierzy zaznaczonych operacji otrzymujemy kolejno

wa—2e5 | gt gly| e T L A 1,0 111 0
[A]|B] — |0 11{-1f —— (01 1(-1
wg —3wy | 0 —1 —1|1 | g ~wp —20l 1] =*22 | g0 2l—1
| 0 —4 02 .
011f-1 i e B B
wy 12 wy — wy %

001|—

b2 | =
<o
o
s
I
|

Dany uklad réwnafi jest zatem réwnowazny ukladowi Cramera posiadajacemu jedyne
Tozwigzanie
g ==

1
el
¥ = 5 -

1
z = —=

d*) W tym przykladzie pojawi sie konieczno§é przestawienia kolumn. Mozna to zro-
bi¢ jednorazowo pod koniec postepowania opuszczajac wezesniej ,niewygodne” kolumny.



My jednak bedziemy to robi¢ stopniowo. Kazda ,niewygodna” kolumne (tzn. nie majaca
elementu niezerowego ponizej juz ustawionej ,jedynki” na przekatnej) bedziemy od razu
przestawiaé wraz z jej niewiadoma na koniec macierzy uktadu przed kolumng wyrazéw
wolnych. Od tego momentu bedziemy juz zaznaczaé nad kolumnami macierzy odpowia-
dajace im niewiadome. Oczywidcie niewiadome przeniesione na koniec stana si¢ para-
metrami. Operacje przeniesienia j-tej kolumny na koniec bedziemy oznaczaé symbolem
k; —, a przeniesione kolumny bedziemy dla przejrzystosci oddziela¢ linig przerywana.

Mamy zatem

L2 8 —2 —13 /6 12 3 =21 6
35 5 =2 =9 1| ™" 1010 =4 4 —G—17
wg — 2wy Lty
g ge g =5 =g |08 =4 & 6 —17 | —
e S8 e R R | B e e
126 =5 —10| 12 00 3 -3 -9 6
o A S R 2z % u oy
12 -3=2 =1} 87 kpr— 13 -2 =12 687 % —
gedrel =i 8 B M |02 30 B} Sronr
00 —4 4 —6(=1T wy — 3wy o0 0 6 |0| 3 w3 : 6
00 3 -3 -9 6 00 0 —18 |0]|-9
G i T zZ u Y t
1igs =1 |98 % G 14D Q02 AN
Gl Logie i) =k ]5 g e 01 0 'fo =1 5
i IR LR B i 001 |0 o0 %

To oznacza, ze

Yy 0 O %
0 1 0 z | =
e, 061 u

zatem rozwiazanie naszego ukladu ma w formie rozwinictej postac

gdzie y,t € R.

M!J—-‘N]-Q,L

g=—4—2y—1

7
z= =
2
1
u=—
2

+1

Rozwiazaé podane uktady rownan

4z + 3y + bz + Tu
a) 22 — y+ z+ 3u
z+ 2y + 2z + 2u
3z + y+ 3z + du

,,I‘;‘.I_E:.{..C)dé kolumn jednostkowych”:

b)

9z + 9y + 6z — 2s — 3t 5
z+2y— z— s+ 8t b
9z —Ty+ z+3s—4=-5
—z — 5y — z+ 3s+ 6t 4

Il



x4+ y+2z24 s— t+ bu= 2

—11lz — 3y — 92 — 25 + 4t — 15u = —5

c) Mz + y+22+35+2t+ 13u= 6 .
32 — 2y — T2+ s+4+6t— 2u= 1

2z + 3y + 92 —Tt4+ 8u= 1

Rozwiazanie

Metoda kolumn jednostkowych jest praktyczna wersja metody eliminacji Gaussa.
W przypadku dowolnych ukladéw réwnan celem postepowania jest doprowadzenie kilku
kolumn macierzy ukladu do postaci jednostkowej (tzn. z jedna jedynka i reszta zer) tak,
aby ,jedynki” w wyréznionych kolumnach znajdowaly si¢ w réznych wierszach. Wybdr
kolumn do przeksztalceri jest dowolny. Najlepiej jest braé¢ kolumny zawierajace ,male”
liczby catkowite, ,duzo” zer, a wyrdzniony niezerowy element powinnien znajdowaé sie
w wierszu dotad nie wybieranym. Samo przeksztalcenie kolumny wykonujemy dokadnie
tak, jak dla uktadu Cramera (patrz Przyktad 4.13). W stosunku do ukladéw Cramera w
przypadku dowolnych uktadéw réwnan moga w trakcie postepowania pojawié sie wiersze
zerowe - wtedy je skreslamy, wiersze réwne lub proporcjonalne - wtedy skreslamy jeden
z nich. Moze si¢ zdarzy¢, ze w macierzy rozszerzonej ukladu pojawi sie wiersz zerowy z
jednym elementem niezerowym w kolumnie wyrazéw wolnych. Taki uklad réwnaf jest
oczywiscie sprzeczny. Jesli tak sie nie zdarzy, to postepowanie koficzy sie wtedy, gdy liczba
wyrdznionych kolumn jest réwna liczbie wierszy, ktére pozostaly w macierzy. Rozwiazanie
uktadn odeczytujemy teraz z koficowej postaci macierzy, wyréznione ,, jedynki” wskazuja
zmienne zalezne.

Uwaga. Przy wybieraniu wyréznionych kolumn oraz ich niezerowych elementéw mamy
peina dowolnoéé. Jednoznacznie okreélona jest tylko liczba tych kolumn, ale pojawia sig
ona w naturalny sposéb na koficu postepowania.

a) Przcksztalcamy macierz rozszerzona uktadu réwnad otrzymujac

4 1B 50T BT ey T8 =3 —1] 67 w5 2ay
204 1:3[04 | 2% |0 =5 =3 —1| 6 |H2=w 198 9 g1
1 2221 |wi—3w; |1 2 2 2|=1] we-(-1) 0531’—6
S (s T [ 0 -5 -3 -1| 6

i e [ R R G
0 5 3 1|/-—8

W formie rozwinietej uktad réwnaf przyjmuje postaé

r — 8y — 4z = 11
S5y +3z +u=—6"
zatem jego rozwigzanie mozna zapisaé wzorami z = 11+ 8y +4z, u = —6 — 5y — 3z, gdzie
¥,z € R.

b) Postepujac wedlug tej samej metody otrzymamy

2 9 6 —2 -3 57 wi—2u, [0 5 8 0 —13|-5
1 2 =F =0 5| B[ b2 |3 9 g 4 5| 5| wa+uws
——

-2 -7 1 3 —4|-5 wy + wy 0 -3 -1 1 B 5 | wy—2uws
-1 -5 -1 3 6| 4 0 -3 -2 2 11| 9



‘0 5 80 —13|-57 w1y [0 -3¢ 800 8
1 -1 -20 11|10 wi+18w [1 32 —200|-1| *2°%
0 -3 -11 6| 5| wo—11w [0 15 —1 1 0|1
o 3 00 —1|-1f ®8~°%% |0 -3 00 1] 1
17 5
.17 —=—= 31001
0 -5 100 1 ;17
1 gl | @l S 00011
8’ 5= 1Bt |k 43 ’
b =3 | 1 B-gpelal
0 -300 1|1
zatem
L + z =1
4t -
47
il =
z 4+ 23;
43
il — T
1 s
- 3y +t=1
: 47 7 43 .
1 ostatecznie x:]—?y, zzl—l—lzy, §=——1 t =1+ 3y, gdzie y € R.
c) Rozwiazanie tego przykladu znajdziemy dosé szybko, bowiem mamy
ST e 7 S 1 i R T i - (R 1 .
-11 -3 -9 —2 4 —15|-5| w2+ o=y 4 1 @Bf-11 S0 R
141232136._—2- 90[32374_3__,
wy + 2w wa — Iw
ey g oig s=giol gEisa o R AR R 11 I (B S
2 3 9 0-7 8] 1 —-130 3 -3 —4 —10|-5
1 1 508 =2 3|41 t:}1+-2l:u3,31170055
4 0 -3 1 Iy |62 2 3
— 3 0 -9 1 0 2|1
| et ) R | VRN ERN [ I %=w31060112
1 0 6 0 1 112
To oznacza, ze
3z + y + 17z + 5= 5
3z — 8z + s + 2u = -1,
T + 6=z +t4+ u= 2
zatem
y= 5 — 3z — 17z — 5u

gdzie z,z,u € R.

2 — 6z —

. —

—1 —3z + 9z — 2u ,

u

Dla jakich wartoéci parametru p.poda.ny uklad réwnan ma dokladnie jedno roz-
wiazanie, okresli¢ liczbe rozwigzan tego uktadu w pozostalych przypadkach:

z+py+ z=-p
g+ y—pz=p’ 7
y+ z= 1



Rozwizzanie
Jeieli dany ukiad jest uktadem Cramera, to ma dokladnie jedno rozwiazanie. Dzieje sie
tak, o ile

1 9P 1
1 1 —p|=Q1+p)— (" —1) =(1+p)(2-p) #0,
0 1 1
tzn. dla p € R\ {-1,2}. Przypadki p = —1 oraz p = 2 przeanalizujemy rozwiazujac
odpowiedni uklad réwnaf metoda eliminacji Gaussa. Dla p = —1 mamy
iiii %=W1[111|1]w1-w2[100’n]
001 101 =ik A | 0 1 1|1

zatem £ =0, y = 1 — z, z € R, wiec uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan. Dla p = 2
otrzymujemy

B4 TRy A TE vl ] 9w T 4 T2
11 —2| 4|[—— |0 -3 3|6 |—— |0 0 0f9|.
01 1| 1 8% 11 01 11

W tym przypadku uklad nie posiada rozwiazaii, bowiem odezytujac drugi wiersz ostatniej
9 nzyskaliSmy warunek sprzeczny.

macierzy w jawnej postaci 0-z4+0-y+0- 2z

W wytwdérni montuje sie cztery wyroby A, B, C, D z trzech typdw detali a, b, c.
Wyroby A, B, C, D waza odpowiednio 60 g, 60 g, T0g, 90 g. Obliczy¢, ile waza
poszczegdle detale, jezeli ich liczba w produkowanych wyrobach podana jest w
tabeli:

A|/B|C|D
all|2]1]1
bl 2 1|2
el 2 L s3] 4

Rozwigzanie
Niech z,y, z oznaczaja odpowiednio wagi w gramach detali a,b, ¢. Dane, ktérymi dyspo-
nujemy w tym zadaniu prowadza do uktadu réwnan

g + 2b 4+ 2¢c = 60
2c + b+ ¢ = 60
a + b4+ 3¢ =T70"

a + 2b + 4¢c = 90

Wyznaczenie wag poszczegblnych detali bedzie mozliwe wtedy, gdy rozwazany uklad
réwnaf bedzie mial jednoznaczne rozwiazanie. Stosujac metode eliminacji Gaussa otrzy-
mamy

122|607 wp—2w; [1 2 2| 860 1 2 2| 60
21 1|60 w3 0 =3 —3|-—60 g —aug 0 0 —6|—590
—— —
11 3|70 | wg—mu 0 -1 1| 10 0 -1 1| 10
12 4(90 L0 0 2| 30 0 0 2| 30
o ~owy o
wy - (—1) 12 2| 60 - 1 0 0|20
S 01 —1(-10 e 010 5]).
okl ) ag ) TRt g pialas




Zatem detal @ wazy 20 g, detal b wazy 5 g, a detal ¢ 15 g.

Zadania
O Zadanie 4.1
Dla jakich wartoéci parametru p € R podane ukiady réwnan sa uktadami Cramera:
2px + 4y — =4
(p+ 1)z py= 1 eI T
a) 2$+(_1) 3 b 20+ y+pz=1;
y =80 (4+2p)z + 6y + pz = 3
r—y—z—1t=pz
pr+3y+pz=0 . iy W
¢) +2:=3; VT DA
Loy s = p —z —y+z—1=pz
% —r—y—z+t=pt
O Zadanie 4.2
Korzystajac ze wzoru Cramera znalezé rozwiazania podanych ukladéw réwnan:
G 6 24+ 2y+3z2=1 242y +3z=14
a) Al lr b){ 20 +3y+ z2=3; c){de+3y— 2= T .
+ y= 3z + y+ 2z2=2 g— y+ 2= 2
O Zadanie 4.3
Stosujac wzér Cramera obliczy¢ niewiadomy y z podanych ukladéw réwnan:
3z +Ty+ 224+ 4 =0 z+3y+3z2+3t=1
4) 2u + =z =k b) 3z 4+ y+3z2+3%=1
z+4y+ =z =17 3¢ +3y+ z+3=1"
5z + 3y + 2z =0 z4+3y+3z+ t=1

c)z+2y—4:3y+4z—6:5z—|—63=7s+8t=a:+y+z+s+t—2:0.

O Zadanie 4.4
Rozwigzaé podane uklady réwnan metoda macierzy odwrotnej:
2z —y=3 gk Yy =2
a){3$+ :2 b) 2¢+2y+2z=3;
3 x4+ 2y+z=1
s+ y+ z= 4 gebger =
T +z4+t=-1
c){ 2z —3y+52=-5; d) -
=L el g z+y +t= 2
4 G z+y+z =—32

O Zadanie 4.5
Znale#é rzedy podanych macierzy wskazujac niezerowe minory maksymalnych stopni:



SN A
(12 3
PR
L

Zadanie 4.6

i o T

135 23 -1 1
2 21 c) |42 0 5];
103:, [0 4 -2 -3
0101101 (11 200
510161 21-100
0,371 0.1 f) |43 300
810191 00 075
0= 1=10510 0,41 |00 016

Wykonujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach podanych macierzy

obliczy¢ ich rzedy:

1 =3 219
a) [2 1-131
| 4 -5 356
[ 1 32 3 4
L
4 9 10 11 12
| 13 14 15 16
Zadanie 4.7

=3 e G =5 oy o

. b) | 4515 30 —60 75 |; 11l
5 3 9 =& 1 il
1110000

B 3221000
5322100

o1 2 1 oaly ey|28220 00
b i ol 3101010
1000001

Sprowadzajac podane macierze do postaci schodkowej wyznaczyé ich rzedy:

1 Wt i e |
) 0 451
l. 2 34
-1 -2 -3 5
C) A=
d) B=
Zadanie 4.8

LR e R T )

4 1 2 3
il g -4
4 4 7 13

; b) 4 1 =2 1|
8 5 5 14
4 -1 2 -1

[a;;] jest macierza wymiaru 5x 7, gdzie a;; = i+jdlal < ¢

<5,1<5<

[bi;] jest macierza wymiaru 6 x 6, gdzie b;; = i%2j dla 1< 4,5 < 6.

Znalezé rzedy podanych macierzy w zaleznosci od parametru rzeczywistego p:

a)

d)

1 Lp
3p3
| 2p 2 2

p

P

p

1
p}ﬁ)
P

[ R e gy ey
R

di

P 2 g1 p—4 1 1
-2 T4p |; € 1 pP—1 1 p=1
1242p =3—p 1 p—1p—-1 1
p—p 1 —p PP 4 4 44
-2 2 -2 2| ) p? 2p 4 44
$p 8 |’ p* 2p 2|p| 4 4
pvkopl 1 p* 2p 2|p| 2* 4

7;



O Zadanie 4.9
W podanych uktadach réwnan liniowych okresli¢ (nie rozwiazujac ich) liczby roz-
wigzah oraz liczby parametrow:

(24 y+ z=1 20 - y= 3
T+ 2y+3z2=1_ T+ y= 4
AN e Sy = 9 BY S e 4 By— 11
| 3z +2y+ z2=3 z + 4y = 10
( 5z — — 2=
324-33—;— :i z— y+2z-1= 1
Mo-oy+2a=—a’ D\ 2Bm 24l
¢ — 3y + 2z =7
e) T = =2
—:-:—3y—|—2z+2:3

O Zadanie 4.10
Wskazaé wszystkie mozliwe zbiory niewiadomych, ktore moga by¢ parametrami
okreélajacymi rozwigzania podanych uktadéw réwnan liniowych:

z— y+ z=-1 z+2y+ 3z+ 4i=-1
a)¢2z+2y—2z2= 3; b) { —z +8y+1lz+ 12t = 5 ;
b= z= 32 20 — y— =z = —4
z—3y+ z—2s+t= -5
c) ¢ 2z — By —45+1=-10 .
{ 2z +¢t= 0

O Zadanie 4.11
Okreéli¢ liczby rozwiazan podanych ukladéw réwnan liniowych w zaleznosci od
parametru rzeczywistego p:

prle— g+ pe= 1
(p+l)z+ (2-py= p (e+1) E
) (1—3p)z + (p— 1)y = —6 ° b) S B—p)z + 4y —pz = —4;
pxr + 3y = -3
re+ y+ 2z=1 2..~:—|—py+pz+pti1
c) & t+py+ 22=1,; gz e =4
a:-l—p'ry—l—Qz—l 22 + 2y + 22 + pt = 3
vt i %2 4+ 2y + 224+ A =4
z+ (p—2)y — 2pz = 4
e) pz + (3—p)y + 4z =1 .
(1+pz + y+22-pz="7

O Zadanie 4.12
W wytwérni montuje sie wyroby A, B,C, D, E z czterech typéw detali a,b,c,d.
Liczby detali wchodzacych w skiad poszczegdlnych wyrobéw podane sg w tabeli
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B
2
1
3
1

| ool i | Oy

E
1
1 .
4
1

Aol e

3

a) Czy mozna obliczyé, ile waza wyroby D i E, jezeli wyroby A, B, C waza odpo-
wiednio 12, 20 1 19 dag. Podac znalezione wagi.
b) Tle waza detale a, b, ¢, jezeli detal d wazy 1 dag?

Zadanie 4.13
Rozwiazaé podane uklady réwnan metoda eliminacji Gaussa:
= T+ y = 1
R %= 2z +4y+ z= 1
8- gk Z=—1 224+ 3y+22=1
€)1 =z d 92—l 16 d) < 3z + 4y + 22 = 2
3Jy+22= 0 4z + 2y + 3z = 3

1 z — 2y + 3s+ 1

22 — 3y + z + 8s + 2
g; A A B
9 Yy + 3s + bt
T — 2y + 55 + 8t = —

z+ y+ z4+
e) 20+ 2y+ z+ ¢
3z + 2y + 32 + 2t
6z + 4y + 3z + 2t =

-

[ =T S JL I

Zadanie 4.14
Stosujac ,metode kolumn jednostkowych” rozwiazaé podane uktady Cramera:

r—2y+ z—t=-4

dr + 2y — 22 =5 =
a)4 32+ y4+2:=1; b) St z+t: 1;
9z + 3y + 22 =5 r+ y+2z2—1t= 5
x4+ y— F4t= 4
20 + vy + z +1=0 2¢ + 3y + 2z — t=3
y+ z =l 204+ y+ z+2s+3% =26
)2 +y+z+s =0; d)q 3 — z+4+ s+ t=3.
y+z+s+t=4 y +4s+ t=1
& + z +¢t=0 2+ y+ z—2s+ 5 =28

Zadanie 4.15
Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiazaé podane uktady réwnan:

z;gyi jz‘i z4+2y+ z+ t=7
) y b){ 22— y— z+4=2;

9% — 3y + 5z =10’ -
B — By ik Bz 10 b + 0y + 224+ Tt =1



ok By ook E=t r— y+ z—2s4+ t= 0
c) okt mk M= d){3z+4y— z+ s+t = 1
3z + 6y + 10z + 3L = 3’ S it~ _9s t:—l.
r+ y+ z+4 t=0 ¥ # ‘ T re
O Zadanie 4.16
Rozwigzaé podane uklady réwnan ,metoda kolumn jednostkowych”:
3z +2y+2— t= 0 (92 +3y+ 2—-2s— t= 6
a) 5z — y+ z+ 2t = —4 b)<4x—|—?’y+2z—55+ t =17
Te + 8y +z2—Tt= 6 6z + 5y + 3z —2s— 9= 17
z— y+z+2t= 4 | 2z + 6y + z — Bs — 10t = 12
3r + y —2t= 1 ( z—3y+ z—2s+t= =5
520 +2y + 2z — t= 5 2z — by —4s+t=-10
) 2=y -2t = -5 d) ¢ 2z +i= 0
52+ y+ z—3= 0° —2z + by + 2z + 4s ¢
—Tz —3y+ z+5t=-4 2z 4+ 6y +4z+4s+¢t= 10
4z + y — 2z — 5t = =2 -2+ 3y + z+4 2s = B

O Zadanie 4.17
Dla jakich wartoéci parametru p podane uklady réwnai maja dokladnie jedno
rozwiazanie? Okresli¢ liczby rozwigzad tych uktadéw w pozostalych przypadkach:

z+ py— z=1 4+ 4y — 2z = —p
a) z+10y—6z=p; b)y{3z+ by—pz= 3.
20 — y+pz=0 pr+3py+ z= p

O Zadanie 4.18
Wykonanie pewnego pojemnika wymaga wykonania czterech czynnosci: narysowa-
nia formy, wyciecia, ztozenia modelu i jego pomalowania. Liczby poszczegdlnych
czynnoéci w kolejnych dniach pracy pewnego pracownika podaje tabela:

rysowanie | wycinanie | skladanie | malowanie
poniedziatek 30 20 10 5
wtorek 20 15 15 10
sroda 40 25 20 20
czwartek 30 20 20 20

Obliczyé czas wykonywania poszezegdlnych czynnosci, jezeli w kolejnych dniach
laczny czas pracy wynosit odpowiednio 2 h 10 min, 2 h 15 min, 3 h 55 min, 3 h
30 min.
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Geometria analityczna w
przestrzeni

Przyktady
Wektory

Obliczyé¢ dhugoéci podanych wektordw:
—_—
a) @d=(1,—v3,v5); b)PQ, gdzie P = (1,2,3), Q = (4,6, 15).

Rozwigzanie
= i Ly de
a) Dhugoéé wektora ¥ = (z,y, z) wyraza sie wzorem |%| =L /17 ¥ 7 + 22. Tatem

3] = /12 + (—v3)" + (V)" = Vo =3.

b) Dlugosé wektora AB taczacego punkty A = (z1,11,21), B = (%2,y2,22) wyraza sig
wzorem

| AB dL—'f\/(M —z1) + (@2 —91)’ + (22 — ).

Zatem

|R§|:\/(4—1)2+(6—2)2+(15—3)2=\/ﬁ=13.

Réwnolegloscian jest rozpiety na wektorach d, b, &. Wyrazié przekatne tego réw-
nolegloécianu przez wektory @, b, €.

Rozwiazanie
— — — pr—
Niech % =BH, # =EC, @ =AG i1 Z =DF oznaczaja przekatne réwnoleglodcianu roz-

pietego na wektorach @, b, & (rysunek). Aby nie zaciemnia¢ rysunku zaznaczono na nim



tylko dwie przekatne % i ¥. Z faktu, ze lamana ABH FA jest zamknieta wynika réwnosé
G-+ = ¢+ b,stad @ = €+ b— d. Podobnie z faktu, ze lamana ABCFEA jest zamknieta
wynika réwnoéé @ + b = €+ %, stad ® = @+ b — €. Z analogicznych rozwazait wynika,

-

ze trzecia przekatna i wyraza sie wzorem @ = @ + b+ ¢, za$ czwarta 2= 4 — b+ C.

-

Znalezé dowolny wektor %, ktéry z wektorami @ = (1,2, 3), & = (6,—4,2) tworzy
jednakowe katy i lezy w plaszczyZnie wyznaczonej przez te wektory.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu wykorzystamy fakt moéwiacy, ze wek-
tor, ktéry jest suma dwéch wektoréw o jednakowych
dtugosciach, tworzy z nimi jednakowe katy i lezy w
plaszczyinie wyznaczonej przez te wektory. Fakt ten
wynika z elementarnych wlasnosci rombu. Niech i i

=

b oznaczaja wektory jednostkowe réwnolegle (z za-
chowaniem zwrotu) odpowiednio do wektoréw @i b
(rysunek). Wtedy

giod (.23
lé] viZ+27+3

pob__ (642 =(_3#—_2L)
1Bl Ve +(-97+2 '

- —“ g . L )
Wektor % tworzacy jednakowe katy z wersorami & , b , a zatem takze z wektorami 4 i
b, ma postad

i L

i=3a +5b R 2 2 (1,0,1)
*=a = N e s N Y e Y = ——= g Wy .
\/ ' V14 /14 14’ /14 V14 V14

lloczyn skalarny

éb”l-igé)-z{iloczyny skala,r';.r-lue pc_)da.nych par wektordow:
a)@=(-1,5,2), 5=(3,0,7); b)@=7—j+F 7=37-2F

-




Rozwigzanie
a) lloczyn skalarny wektoréw @ = (z1,¥1,21), b = (%2, y2, z2) obliczamy ze wzoru

-

-

Gob=uwx12: +y1y2 + 5172.

Zatem

dob=(-1,52)0(3,07) =(—1)-3+5-042-7=11.
b) W rozmq.zamu wykorzystamy wlasnoéci iloczynu skalarnego wektordw oraz fakt, ze
Wersory z j, P sa parami prostopadle, tzn. spelniaja réwnosci:

ioj=Jok=Fkoi=0.
Zatem
(T-F+E)o (31 —2F)
3(i07) —2(30k) —3(Foi) +2(jok) +3(koi)—2(ko k)

= F=2

=1
o
-1t
Il

Uwaga. Przyklad b) mozna oczywiscie obliczyé tak jak a) zapisujac = (1,—1,1),
?=(3,0,-2).

Korzystajac z iloczynu skalarnego obliczyé miary katéw miedzy:

a) wektorami @ = (1,v/2,3), b= (0,-v2,1);

b) wektorem @ = (4,—12, 3) i ptaszczyzng z0z ukladu wspdlrzednych;

¢) przekatnymi écian prostopadloécianu o krawedziach dtugodcia =5,b=6, c=
7, wychodzacymi z jednego wierzchotka.

Rozwiagzanie

Miara kata miedzy wektorami niezerowymi @ i b wyraza sie WZorem
b
b

ﬁ,g = arccos .
{52 ial 151
a) Dla wektoréw & = (l,x/Z_, 3) ib= (0,—\/5, 1) mamy
(1:\/513) 0 (Dl_ﬁl 1)
\/19+ (JE)?+32-\/02+ (—v2)* +12

32
= arccos = R~ 1,40[rad] = 80,4°.

do

arccos

(@ 3)

b) Zauwazmy najpierw, ze miara kata miedzy wektorem i plaszczyzna jest éwna mierze
kata miedzy tym wektorem i jego rzutem prostokatnym na te plaszczyzng Rzut prosto-

katny wektora % = (4,—12,3) na plaszczyzne £Oz ma postaé & = (4,0,3). Zatem

=g (ii 'Ei’) = arccos {5 12,3} € (5 0,5)
VA 107+ 37 -\ /42 4 (—12)2 +32

5
arccos T= & 1,18[rad ] = 67,3°.



c) Sytuacje omawiang w zadaniu przedsta-
wiono na rysunku obok. Poczatek ukladu
wspdlrzednych umieszczono w jednym z
wierzchotkéw prostopadlodcianu, a osie po-
krywaja sie z jego krawedziami. Wektory
@, ¥ 1 @ rozpinajace ten prostopadloscian
maja wiedy postaé:

Przekatne §cian prostopadloscianu wychodzace z poczatku ukiadu wspdlrzednych sa re-

prezentowane przez wektory:

p=a+7=(56,0), g=v+@=1(0,67),

-4

(=1

=1

Y

=X

x

Miary k@téiv miedzy tymi przekatnymi wyrazaja sie¢ wzorami:

i Pog (5,6,0) 0 (0,6,7)
P =ar T = arccos
i (p q) CCOs8 |p| i |q| -\/52-{——62. W
= fof (5,6,0)0(5,0,7)
= — - = S
b4 (P;. ) = arccos EIE lT’| arcco e T
g 7
4 (g, #) = arccos =——=+ l_.[ = arccos (0,6,7)0(5,0,7)

B2 72 .4/52 472

= arccos

= arccos

7=+ ®=(5071).

Obliczy¢ dlugoéé rzutu prostokatnego wektora @ = (3,4, —1) na prosta tworzaca
jednakowe katy z dodatnimi osiami uktadu wspéirzednych.

Rozwiazanie

Zauwazmy najpierw, ze prosta tworzaca
jednakowe katy z osiami ukladu wspél-
rzednych jest réwnolegla do wektora b=
(1,1,1). Rzut prostokatny dowolnego wek-
tora na te prosta jest taki sam jak rzut tego
wektora na wektor b. Rzut prostokatny #
wektora @ na wektor b (rysunek) wyraza
sie wzorem

Wzér ten wynika bezpoérednio z deﬁmcll iloczynu skalarnego wektoréw @ i b. Rzut @

=l

=i

wektora @ = (3,4, —1) na wektor b =(1,1,1) ma zatem postaé

_(34-1)0(1,1,7) L1 = (2,2,2).

W)
Stad || = 2V/3.

=l



lloczyn wektorowy

Obliczyé iloczyny wektorowe podanych par wektordw:
a) @=(-1,3,2), b=(-1,2,-5); b)F=27+F g=1—7+3F
Rozwigzanie

a) Do obliczenia iloczynu wektorowego wektoréw d=(z1,y1,21)1 b= (T2, Y2, z2) wyko-
rzystamy wzor

=R
ixb= 3 th %
Iz Y2 =22
Zatem
) 17k
ixb=(-1,32)x(-1,2,-5)=|-13 2
-12 -5

= i[38-(=5)—2-2] = F[(-1) - (=5) — (1) - 2] + k[(-1) - 2= (1) - 3]
= 191 =77+ k= (-19,-7,1).

b) W rozwiazaniu wykorzystamy wlasnosci iloczynu wektorowego oraz réwnoscl

s i =

ng:i:,}:xfc‘:z, xs:}, ?xz:}x}:ﬁxﬁ:

-

Mamy

@G+ %) x F-7+3%)
2(;><§)-2(3x3)+6(3x §)+(Exg)—(_zx_}:)+3(fzxic')

-+

= k- D+46i+7+i+0="Ti+7—2k

Pxag

1l

Uwaga. Przykiad b) mozna oczywiscie obliczyé sposobem przedstawionym w a) po zapi-
saniu § = (0,2,1), §=(1,-1,3).

Obliczy¢ pola poda.nych powierzchni:

a) tréjkat rozpiety na wektorach @ = (1,-1,1), b=(0,3,-2);

b) réwnolegtobok o trzech kolejnych wierzchotkach w punktach A = (1,0,1), B =
(3: _1) 5)) C = (_11 5: 0)1

¢) réwnoleglodcian rozpiety na wektorach p, g, 7

Rozwigzanie

W rozwiazaniu wykorzystamy okredlenie

iloczynu wektorowego, z ktérego m. in. wy-

nika, ze pole 5 réwnolegioboku rozpigtego

na wektorimc]l @, b jest réwne diugosci wek-

tora & x b:




a) Poniewaz pole tréjkata rozpietego na wektorach d, b Jjest réwne polowie pola réwno-
legloboku rozpietego na tych wektorach, wiec

§=11ax bl = 3101,-1,1) x (0,3,-2)]
= oz
I 1i % w s of18
:El Tl 1 |=§|—z+23+3k|=71.
0 3-2

b) Réwnoleglobok ABCD o wierzchotkach w punktach A4 = (1,0,1), B = (3,-1,5),
C = (—1,5,0) jest rozpiety na wektorach

AB=(2,—-1,4), AC=(-2,5,—1),

zatem jego pole wyraza sie wzorem

i, Sl

g 'k
SAECDZIABXAC|—| 2 -1 4|
-2 5-~1

= | —19% — 67 4+ 8K| = 1/(—19)% + (—6) + 82 = /261 = 21,4T.

c) Powierzchnia réwnolegloécianu rozpigtego na wektorach p, g, 7 sklada si¢ z dwéch
réwnoleglobokéw rozpietych na wektorach P, @, z dwdch réwnoleglobokéw rozpigtych
na wektorach §, 7 oraz dwéch réwnoleglobokéw rozpietych na wektorach ¢, #. Pole tej
powierzchni bedzie zatem réwne

S=2(15x @l +|px 7| +13x 7).

Obliczyé¢ odlegloéé punktu P = (3,2,5) od prostej [ wyznaczone] przez wektor
@ = (1,1,1) zaczepiony w poczatku uktadu wspéirzednych.

Rozwiazanie

Odleglos¢ d punktu P od prostej [ (rysunek) wyznaczymy z tréjkata OPPj, gdzie P

_]est rzutem prostopadlym punktu P na prosta l. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ie
\V (OP)? -—(OP . W naszym przypadku mamy OP = /32 +22 52 = 3

Wyznaczymy teraz dingosé wektora OP , ktory jest rzutem wektora OP na wektor @.

Dlugosé tego rzutu wyraza sie wzorem (zobacz Przyktad 5.6)

55| 1oFedl _1manoant -
H VP12 xf' A
Zatem % :
100 14 ¥
= 2_ (0 ) 2: ot —_—
(0P - (OP') = [38— = \/: 7
a

Drugi sposéb rozwiazania tego zadania po-
dany bedzie w Przyktadzie 5.7 «).



lloczyn mieszany

Obliczyé iloczyny mieszane podanych tréjek wektordw:
a) 2=(3,-2,5), b=(1,-1,3), €= (=2,2,1);

b) .ﬁ"" 61 Qﬁ_ a: ;:;jeé'eli (551 3)1-:) = 3‘

Rozwigzanie

a) Do obliczenia iloczynu mieszanego wektoréw @ = (z1,y1,21), ¥ = (22,¥2,22), W =
(3,93, z3) wykorzystamy wzér

1 1 =21
Tz Y2 =2
I3 Ys 23

(4,3, B) =

Dla wektoréw @ = (3,—2,5), b= (1,-1,3), € =(-2,2,1) mamy

gy A, R
T e g e = 8 ==
5 3 1| WEEE Iy g

b) W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace wilasnosci iloczynu mieszanego

Mamy
(P+§20—37) = (32P-3,7)+(3,2P -4 T)
= 2(551 ﬁ:;:)'_(f" Zj: ?)+2(a:ﬁ: ¥J_(§r &: F)
=2-0-(p,37)—-2(p g7 -0
= -3(5,47)=3-(-3)=-9.

Obliczyé objetosci podanych wielosciandw:
a) réwnolegloician ABCDA'B'C'D’, gdzie A = (1,0,3), B = (1,2,0), D
(3:0:4)) A == (UJ_lig)i

Rozwigzanie
a) Objetoéé réwnolegloécianu V rozpietego na wektorach &, b, € wyraza si¢ wzorem

vl =|(g,8,&)]|-
Réwnolegloécian rozwazany w zadaniu jest rozpiety na wektorach

da=AB= (0,2,—3), b =AD=(2,0,1), ¢ =AA = (-1,-1,0),



zatem jego objetoéé wyraza sie¢ wzorem

0 2 -3
IV]:[det 2 0 1 ]=I4|=4.—
-1 -1 0

b) Objetos¢ czworoécianu V rozpietego na wektorach P, §, # wyraza si¢ wzorem
|
|V[ = E |(p! q, T)l 2

Czworoécian V rozwazany w zadaniu jest rozpiety na wektorach p = (1,1,1), ¢ =
(1,-1,0), #=(-1,3,—2). Zatem

1 1 1 1 1
-1 3 =2

Sprawdzié, czy

a) wektory @ = (1,-1,2), b= (0,4,-1), € = (2,2, 3) sg wspotplaszczyznowe;

b) punkty P = (1,1,1), @ = (0,1,2), R = (-1,3,0), S = (5,0,—4) naleza do
jednej plaszezyzny.

Rozwigzanie
a) W rozwiazanin wykorzystamy fakt méwiacy, ze wektory &, b ¢ sa wspoipiaszczyznowe

wtedy i tylko wtedy, gdy (a b c) = 0. Dla wektoréw & = (1,-1,2), b= (0,4,-1),
¢=1(2,2,3) mamy

J Y =1, g
(@,5,8)=|0 4 -1|=0.
5 2" '

Wektory &, b, ¢ sa zatem wspdlplaszczyznowe.

b) Punkty P, @, R, S naleza do jednej plaszczyzny wiedy i tylko wtedy, gdy wektory P Q,

P}? PS sa wspélplaszczyznowe. Dla punktéw P = (1,1,1), @ = (0,1,2), R=(-1,3,0),
= (5,0, —4), mamy

PO=(~1,0,1), PR=(~2,2,-1), PS= (4,~1,-5).

Obliczajac iloczyn mieszany wektoréw PQ, PR, PS otrzymamy

SN S - =
(PQ,PR,PS)=|-2 2 -1|=5.
£ =1 =5

Poniewaz ten iloczyn jest rézny od zera, wiec punkty P, @, R, S nie naleza do jednej
plaszezyzny.



Réwnania ptaszczyzny

Napisa¢ rownania ogdlne 1 parametryczne plaszczyzn spelniajacych podane wa-
runki:
a) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (0,1,—3) i jest prostopadia do wek-
tora @ = (—2,3,—5);
b) plaszczyzna przechodzi przez punkty P, = (1,1,1), P, = (-1,0,1), Ps =
(5,6,7);
c) plaszczyzna przechodzi przez punkty Py = (0,1,0), P, = (3,0,0) i jest prosto-
padta do ptaszezyzny zOwy;
d) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (0,1,0) i jest réwnolegta do wektoréw
@=(-1,3,0), 5 =(3,1,-5);
e) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (—1,4,1) i jest réwnolegla do plasz-
czyzny 71z —y+6z—12=10;
f) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (2,3, —6) i jest prostopadta do plasz-
czyzn my iz +y+z—5=0,m:z—y+2=0
g*)ptaszczyzna jest dwusieczna kata dwusciennego utworzonego przez plaszczyzny
miz—y+2z=0;m:br+y—2z+24=0.

Rozwiazanie
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace fakty:

1. Réwnanie plaszczyzny w przechodzacej przez punkt Py = (7o, ¥0, z0) o wektorze wo-
dzacym 7o i prostopadlej do wektora # = (A, B, C) ma postaé

i (F—TFo)o =0, gdzie 7= (z,y,2).
Po przeksztalceniach réwnanie to przyjmuje postaé
m: A(z—2z0) + B(y—0)+C(z—2) =0.

2. Réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt Py = (o, yo, z0) o wektorze wodzg-
cym 7o i réwnoleglej do niewspéHiniowych wektoréw 4 = (a1,b1,¢61), @ = (a2, b2, c2)
ma posiac

T: F=To+st+tv, gdzie 7= (z,y,2) oraz s,t € K.

Po rozpisaniu na wspélrzedne réwnanie to przyjmuje postac

T = To + a13 + a1,
T Y = Yo + b1 s+ bat, gdzie s,t € R.
z=zp+ 15+ c2t,
a) Réwnanie ogélne plaszczyzny = rozwazane] w zadaniu ma postaé
7:(z—0,y—1,24+3)0(-2,3,-5)=0,

stad
-2z 43y —5z2—18=0.



W réwnaniu parametrycznym plaszczyzny wystepuja dwa niewspéiliniowe wektory roz-
pinajace te plaszczyzng. Wektory te sa prostopadie do wektora normalnego #i. Takimi
niewspéiliniowymi wektorami sa np. % = (3,2,0) oraz % = (0,5, 3). Rzeczywiscie, mamy
#o7 =0 oraz do# = 0. Réwnanie parametryczne plaszczyzny = (w postaci wektorowej)
ma zatem postaé

T (z,4.2)= (0,1,—3) + s(3,2,0) +£(0,5,3), gdzie s,t € R,
stad otrzymamy
z = 3s,
T y=142s-+5t, gdzie s,t€ R.
z=—3+4 31,
b) Plaszczyzna 7 przechodzaca przez punkty P =(1,1,1), P, = (—1,0,1), Ps = (5,6,7)

jest réwnolegta do wektoréw Py Po= (—2,—1,0), PiPs= (4,5,6). Wektor normalny it tej
ptaszczyzny ma zatem postad

P T X T PN
A=P P; x PLPs=(—2,—1,0) x (4,5,6)=| =2 -1 0 |= 61+ 127 — 6F.
4 5 6

Wektor normalny # mozna skrécié np. do wektora (1, —2,1). Réwnanie ogélne plaszczy-
zny = ma wiec postaé

T (z—l,y—l,z—l)o(l,—-Z,l) =1
stad
T x—2y+z=0.
Przechodzimy teraz do réwnania parametrycznego plaszczyny w. Plaszczyzna ta prze-
—_— —
chodzi przez punkt Py = (1,1,1) i jest rozpigta na wektorach P P,=(-2,-1,0), PPs=
(4,5,6), zatem
x: (z,u,2) = (1,1,1) + 8(—2,—1,0) +(4,5,6), gdzie s,t € R,
stad otrzymamy
z=1—2s+44t,
T y=1-—s+ 5t gdzie 5,1 € R.
z =1+ 6,

c) Poniewaz plaszczyzna = rozwazana w zadaniu jest prostopadia do plaszczyzny zOy,
wiec jest réwnolegta do osi Oz. Jest zatem réwnolegla np. do wektora % = (0,0,1).

—
Ponadto plaszczyzna w jest réwnolegla do wektora Py P = (3,-1, 0). Wektor normalny
tej plaszczyzny wyraza si¢ zatem wzorem

—

n=tx PLP= :;+33.

O e
Ot
o = ol

Réwnanie ogélne plaszczyzny m ma postaé

r:(zx—0,y—1,2—0)0(1,3,0) =0,




stad

m:z+3y—3=0.

Poniewaz plaszczyzna m przechodzi przez punkt P, = (0,1,0) oraz jest réwnolegta do
—
wektoréw % = (0,0,1), Py Po= (3,—1,0), wigc jej réwnanie parametryczne ma postac

7: (z,9,2) = (0,1,0) +5(0,0,1) +1(3,~1,0), gdzie s,1€ R,

stad
z = 31,
T y=1—1%, gdzie 5,{€ R.
z=38,

d) Wektor normalny plaszczyzny T rozwazanej w zadaniu ma postal
I_é - - -
0|=-15¢—575 — 10k

Lo~ L

2
A=dxb=(-1,3,0)x(3,1,-5)=|—1
3

o

Dla uproszczenia dalszych obliczenn wektor normalny mozna skrécié np. do wektora % =
(3,1,2). Réwnanie plaszczyzny 7 ma postaé

i (z—0,y—1,2-0)0(3,1,2) =0,

stad
w:3z4+y+2:-1=0.

Poniewaz plaszczyzna 7 przechodzi przez punkt P = (0,1,0) i jest réwnolegta do wekto-
éw @ = (—1,3,0), b =(3,1,—5), wigc jej réwnanie parametryczne przyjmuje postaé

e (x: Y, z) = (0} 1?0) + S{—l, 3, U) =+ t(3; 1, _5)! gdZie 5t€ R:

stad po rozpisaniu na wspéirzedne otrzymamy

= —s5+4 31,
T y=1+3s+1, gdzie s, € R.
z = =5,

e) Poniewaz plaszczyzna w rozwazana w zadaniu jest réwnolegta do plaszczyzny =1 :
¢ —y+ 62z — 12 = 0, wiec jej wektor normalny % jest taki sam jak wektor normalny
plaszczyzny mi. Zatem 7 = (1,—1,6). Poniewaz plaszezyzna 7 przechodzi przez punkt
P =(-1,4,1) i ma wektor normalny % = (1,—1,6), wigc jej réwnanie ogélne ma postaé

7:(z+1,y—4,z—1)o(1,-1,6) =0,

stad
Trr—y+6z—1=0.

Znajdziemy teraz dwa niewspélliniowe wektory #@, ¥, ktére sa réwnolegle do szukanej
plaszczyzny 7. Poniewaz plaszczyzny m i w sa réwnolegle, wiec wektory 4, ¥ musza
byé prostopadle do wektora normalnego plaszezyzny w1, tj. do wektora #; = (1,—1,6).
Takimi wektorami sa np. % = (1,1,0) oraz % = (0,6, 1). Rzeczywiscie mamy @ o iy =0
oraz B o #i, = 0. Poniewas plaszczyzna m przechodzi przez punkt P = (—1,4,1) oraz jest
réwnolegta do wektoréw % 1 ¥, wiec jej réwnanie parametryczne (wektorowe) ma postaé

w: (z,9,2)=(-1,4,1) +s(1,1,0) + 1(0,6,1), gdzie s,t€ R,



stad po rozpisaniu na wspdlrzedne otrzymamy

r=-=1+s,
T y=4+s+6t gdzie 5,1 € R,
z2=1+1

f) Poniewaz szukana plaszczyzna 7 ma byé prostopadta do plaszczyzn mi : z+y+2z—5=
0, ™ : z —y+2=0, wicc jej wektor normalny # powinien byé¢ prostopadly do wektora
normalnego #: = (1,1,1) plaszczyzny m1 oraz do wektora normalnego %2 = (1,—1,0)
plaszczyzny 1>, Wektor prostopadty do wektoréw #; i fiz ma postac

- T T
B=11 %7 =(1,1,1) x(1,-1,0)=| 1 1 1|=24+7—2k
1 -1 0

Poniewa? plaszczyzna w przechodzi przez punkt P = (2,3,—6) i ma wektor normalny
#i = (1,1, —2), wiec jej réwnanie ma postaé
m: (2 —2,y—3,2+6)0(1,1,-2) =0,
stad
T:z4+y—2z—-17T=0.
Znajdziemy teraz dwa niewspétliniowe wektory %@ i ¥, ktére rozpinaja szukana plaszczy-
zng w. Wektory % i ¥ musza byé prostopadle do wektora normalnego # = (1,1, —2) tej
plaszczyzny. Takimi niewspétiniowymi wektorami sa np. % = (1, —1,0) oraz % = (0,2, 1).
Rzeczywidcie 4 o 7 = 0 oraz % o @ = 0. Poniewaz plaszczyzna 7 przechodzi przez punkt
P = (2,3,—6) i jest rdzpieta przez wektory % = (1,—1,0) oraz ¥ = (0,2,1), wiec jej
réwnanie parametryczne (wektorowe) ma postac
T (z,9,2)=(2,3,—6) +s(1,—1,0) +1(0,2,1), gdzie s,t€ R,

stad otrzymamy

_,,"_::2—’—5,
T y=3—s5-+2t, gdzie s,t€ R.
z=—641,

g*) Niech 7% i #2 oznaczaja wektory normalne
odpowiednio plaszczyzn w1 1 m2. Zatem #; =
(1,-1,1) oraz iz = (5,1, —1). Poniewaz plaszczy-
zna dwusieczna kata dwuéciennego utworzonego
przez plaszczyzny m i1 m2 (oznaczona na rysunku
przez w), tworzy jednakowe katy dwuscienne z
plaszczyznami 71 i w2, wiec wektor normalny 7
tej plaszczyzny jest dwusieczna kata utworzonego
przez wektory normalne %1 1 fi2. Wektor ¥, ktéry
lezy w plaszczyZnie wyznaczone] przez wersory

g

|

@, @ oraz tworzy z nimi jednakowe kaly ma 7 4 i

postaé ¥ = &; + d2. Zatem wektor normalny v

plaszczyzny m wyraze sie wzorem oo
g M @ -1y L (51,1

] © d2] (2 /B2 (1)
= B ~2,2).

1 1
73 ﬁ(il,—l) = m(&



Dla uproszczenia dalszych obliczen skracamy wektor normalny np. do postaci #i =
(4,—1,1). Znajdziemy teraz punkt nalezacy do plaszczyzn w1 i ma. Przyjmujac np. y =0,
z+z2z=0,

5z —z=—24.
para T = —4, z = 4. Zatem P = (—4,0,4) jest punktem wspdlnym plaszczyzn m1 1 m2.
Poniewaz plaszczyzna dwusieczna przechodzi przez punkt P i ma wektor normalny i,
zatem jej réwnanie ogdlne ma postaé

otrzymamy uklad réwnan Rozwiazaniem tego ukiadu réwnaf jest

7 (z+4,y—0,2—4)0(4,-1,1) =0,
stad
midr—y+2z—-12=0.

Uwaga. Istnieje jeszcze druga plaszczyzna dwusieczna kata dwuéciennego utworzonego
przez plaszczyzny w1 1 m2. Wektor normalny tej plaszczyzny wyraza si¢ wzorem:

o 71 fiz 1
A = = ) 8 PR ]
5 3( ,2)

[l Tl 33

Réwnanie drugiej plaszczyzny dwusiecznej ma zatem postac

x :(z+4,y—0,z—4)0(1,1,-1) =0,

stad

1

T cr+y—z+8=0.

Znalezienie réwnati parametrycznych plaszczyzn 1 T zostawiamy Czytelnikowi.

Roéwnania prostej

Napisaé réwnania parametryczne i kierunkowe prostych spelniajacych podane wa-

runki:

a) prosta przechodzi przez punkt P = (1,0,2) i jest réwnolegta do wektora & =
(0,5,-3);

b) prosta przechodzi przez punkty P, = (-1,1,0), P» = (0,3, -2);

¢) prosta przechodzi przez punkt P = (1,—5,3) 1 jest prostopadia do plaszezyzny
T:zx—3z2+7=0;

d) prosta przechodzi przez punkt P = (0,0,—2) i jest prostopadta do wektoréw
@=(0,1,-5)i b =(-2,3,0);

e) prosta jest dwusieczna kata utworzonego przez przecinajace sig proste

&= —1, r=-—2+s,
L y=2t, gdzietc R, I: y=4-—3s, gdzies€E R;
23t z =64 2s,

f) prosta jest czeScia wspdlna plaszcayzny w1 : ¢ + 22 — 4 = 0 1 plaszcayzny
my:z—y+6=0.



Rozwigzanie
Réwnanie parametryczne prostej | przechodzacej przez punkt Py = (zo, yo, 20) o wektorze
wodzacym To, réwnoleglej do niezerowego wektora @ = (a, b, c) ma postaé

l: #=7o+18, gdzie t € R,

gdzie # = (2, y, z) jest promieniem wodzacym punktu tej prostej. Po rozpisaniu na wspét-
rzedne powyzsze réwnanie przyjmuje postaé

T = zp + al,
l: y=uyo + b, gdzie t€ R.

z = zg + ct,

Inna forma zapisu tego réwnania jest tzw. réwnanie kierunkowe prostej. Réwnanie to ma
postac
r—2Tp Y—UY _ Z2— 2
® o b. &
a) Réwnanie parametryczne (wektorowe) prostej I przechodzacej przez punkt P =

(1,0,2) i réwnoleglej do wektora ¥ = (0,5, —3) ma postaé

l:

1: (z,y,2z) =(1,0,2) +£(0,5,-3), gdzie t € R.

Po rozpisaniu tej réwnosci na wspélrzedne otrzymamy

A s
l: y = 5t, gdzie t € R.
z=2—3t

Réwnanie kierunkowe prostej [ ma postaé
z—1_ y—-0_z2-2

I = = .
0 5 -3

b) Poniewai szukana prosta I przechodzi przez punkty Pi = (—1,1,0), P> = (0,3,-2),
wiec jest réwnolegla do wektora Pl_f;zz (1,2, —2). Réwnanie parametryczne (wektorowe)
te] proste] ma zatem postac

1: (z,9,2) = (=1,1,0) + t(1,2,-2), gdzie t€ R,
stad po rozpisaniu na wspélrzedne otrzymamy

=—1+t,
1+2¢, gdzie t € R.
= —21,

T
l: i
F-4

Réwnanie kierunkowe prostej ! ma postaé

e+l =1 2

i:

1 2 =2

c) Poniewas prosta ! rozwazana w zadaniu jest prostopadia do plaszczyzny m : z —
3z + 7 =0, wiec jest réwnolegla do wektora normalnego tej plaszczyzny, tj. do wektora
i = (1,0,—3). Réwnanie parametryczne (wektorowe) prostej przechodzacej przez punkt
P == (1,-5,3) i réwnoleglej do wektora #% = (1,0, —3) ma zatem postac

1: (z,y,2) = (1,-5,3) +#(1,0,-3), gdzie t € R,



stad po rozpisanin na wspélrzedne otrzymamy

=141
Ex y = —35, gdzie t € R.
2=3—3,

Réwnanie kierunkowe prostej [ ma postaé

m—l_y+5_z—3

L :
1 0 -3

d) Poniewas szukana prosta ! jest prostopadia do wektoréw d = (0,1, —5), b= (—2,3,0),
wiec jest réwnolegla do wektora % = @ x b. Obliczamy teraz wektor ¥. Mamy

FR ghisals
$=(0,1,—5) x (=2,3,0)=| 0 1 =5 |=152+10j+2k.
% %D

Prosta I przechodzi przez punkt P = (0,0, —2) i jest rtéwnolegla do wektora % = (15,10, 2),
wiec jej réwnanie parametryczne (wektorowe) ma postac

1: (z,y,2) = (0,0,—2) +#(15,10,2), gdzie 1 € R.

Stad po rozpisaniu na wspélrzedne otrzymamy

z = 151,
- y = 10, gdzie t € R.
z=—2+421,

Réwnanie kierunkowe prostej I ma postac

o Y z+2

1510 2

e) Wektory kierunkowe 1, 92 odpowiednio prostych I, I maja postac % = (-1,2,3),
%, = (1,—3,2). Poniewas szukana prosta { ma by¢ dwusieczna kata utworzonego przez
proste Iy, Iz, wigc jej wektor kierunkowy % powinien by¢ dwusieczng kata utworzonego
przez wektory #; i 92 lub przez wekiory ¥ 1 — 2. Wiadomo (patrz Przyktad 5.13. g¥), ze
wektor ¥ lezacy w plaszczyZnie wyznaczonej przez wektory niezerowe i, i oraz tworzacy
z tymi wektorami jednakowe katy ma postac

‘sh

-
=

+

&1
g

Zatem wektor kierunkowy ¥ dwusiecznej I ma postac

(-1,2,3) + (1,-3,2)

1
3= = —(0,—-1,5),
Y ey oy ;T
a wektor kierunkowy ol drugiej dwusiecznej ' ma postaé
2% (—1,2,3) (1,-3,2) N (=2,5,1).

- \/(_1)2 + 922 4 32 - \/12 + (_3)2 + 22 i \/1_“1‘



Znajdziemy teraz punkt P = (z,y, z) przecigcia prostych l i l». Wspélrzedne tego punktn

spelniaja uklad réwnan

I

r=—t=-2-—3,
y 2t = 4 —3s,
z 3t = 6—12s.

Rozwiazujac ten uktad otrzymamy z = —2,y =4,z = 6,5 = 0,t = 2. Zatem P =
(—2,4, 6). Mozemy wiec napisaé¢ réwnania szukanych dwusiecznych. Przyjmujac dla uprosz-
czenia obliczeft, ze wektory kierunkowe tych dwusiecznych maja postaé @ = (0, —1,5) oraz
7' = (—2,5,1) otrzymamy

T =2, : 3 =—2-—9¢
Jas y=4—1, gdzie t€ R oraz [ : y =445, gdzie ¢ € R.
z =64 51, z=6+1,

Kierunkowe réwnania prostych Ii - maja postaé

1 z+2=y—4:z—-—6 s I‘: x+2:y—4_z—-6_
0 -1 5 -2 5 1

f) Niech #; oraz 7 oznaczaja odpowiednio wektory normalne plaszezyzn m1 : z42z—4 =
0 oraz 3 : £ —y+6=0. Wtedy 1 = (1,0,2) oraz iz = (1,—1,0). Wektor kierunkowy
¥ szukanej prostej [ jest prostopadly do wektoréw 41 i 7z, a zatem bedzie mial postaé
B =c(#1 X 7iz), gdzie ¢ # 0. Przyjmujac ¢ = 1 otrzymamy

(=Rl W]

B =1 x A2 =(1,0,2) x (1,—1,0) = =2i+27—E.

| o R |
(=S R- T 8

—1

Potrzebny jest jeszcze dowolny punkt P nalezacy do prostej l. Punkt ten wyznaczymy z
ukladu rownan
z + 2z = 4,
{ T —y = —6.
Przyjmujac np. ¢ = 0, otrzymamy y = 6 oraz z = 2. Zatem P = (0,6,2). Réwnanie
parametryczne prostej ! ma wiec postaé :

T =2f,
l: y=16+2¢ gdzie t € R.
z=2-1,

Réwnanie kierunkowe tej proste] ma postaé [: 37 == :

Wzajemne potoZzenia punktéw, prostych i ptaszczyzn

Przyktad 5
Zbadad, czy
a) punkty A= (1,-2,5), B =(3,—2,11) naleia do prostej
2=1 _g+2 z#=h
10w T =3

{:



b) prosta

r=1-+1,
& y = —2t, gdzie t € R
z =3+ 3,

jest zawarta w plaszczyznie w: 3z +3y+2—6=0;
¢) punkty A=(0,0,0), B = (0,—1,3) naleza do plaszczyzny

z=14+s5—1,
T y=—-3—s+2t, gdze s,t€R;
z=4—21,

d) proste [; oraz [ maja punkt wspdlny, jezeli:

r=t, z=-=1+s,
[ : y=—2t, gdziete R Iy: y=2—s, gdzie s € R;
=3 z=—3+4s,
e) prosta
I t+5 y z-3
R M e |
jest réwnolegla do plaszczyzny 7: x+y—2z+15=0;
r=—-541,
f) plaszczyzny my : 20+3y—5z+30=0, mo: { y=2+5s+1, gdzie s,t€R
z=1+3s+1,

sa rownolegle.

Rozwiazanie
a) Réwnanie parametryczne prostej [ ma postaé

(,9,2) =(1—1t,—2,5=31),

gdzie t € R. Dla t = 0 otrzymujemy punkt A, za$ dla t = —2 punkt B. Oba punkty
naleza wiec do prostej [.
b) Podstawiajac przedstawienia parametryczne wspéirzednych prostej

=11
Iz y = —2t, gdzie t€ R
2= S

do réwnania plaszezyzny m : 3z + 3y + z — 6 = 0 otrzymamy, ze réwnos$¢ 3(1 + 1) +
3(—2t) + (3 + 3t) — 6 = 0 jest prawdziwa dla kazdego ¢ € R. Oznacza to, ze prosta [ jest
zawarta w plaszczyinie .

c) Podstawiajac wspéirzedne punktu A = (0,0,0) do réwnania parametrycznego plasz-
czyzny

r=1+8—1,
T y=—3—s+2t, gdzie s,t€ R,
z=4— 2t



otrzymamy uklad réwnan

s—1=-—1,
s—2t = -3,
2t = 4.

Rozwigzaniem tego uktadu jest para s = 1, ¢ = 2. Oznacza to, ze punkt A nalezy do
plaszczyzny w. Postepujac podobnie z punktem B, otrzymamy sprzeczny uklad réwnai.
Oznacza to, ze punkt B nie nalezy do plaszczyzny .

d) Aby sprawdzié, czy proste 1 1l maja punkt wspdlny rozwiazujemy uklad réwnan

P = —1+4s,
-2t = 2—3,
3t = =34 4s.
Rozwiazaniem tego ukladu jest para t = —1, s = 0. Proste I; i Iz maja zatem punkt
wspélny. Wspélrzedne tego punktu odpowiadaja wartodciom ¢ = —11 s = 0 parametréw

isardwnez=-1,y=2,z=-3.
e) Prosta | o wektorze kierunkowym 7o jest réwnolegta do plaszczyzny = o wektorze
normalnym # wtedy i tylko wtedy, gdy %o % = 0. Wektor kierunkowy prostej rozwazanej
w zadaniu ma posta¢ ¥ = (—2,1,—1), a wektor normalny plaszczyzny m postac fi =
(1,1,—1). Wektory te spelniaja warunek ¥ o % = 0, zatem prosta I jest réwnolegla do
plaszczyzny w.
f) Dwie plaszczyzny sa réwnoleglte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory normalne sa
wspélliniowe. Wektor normalny #: plaszczyzny w1 @ 2z + 3y — 5z + 30 = 0 ma postaé
iy = (2,3,—5). Natomiast wektor normalny #» plaszczyzny

T (z,y,2) = (—5,2,1) +5(0,5,3) +#(1,1,1), gdzie s,t € R
ma postad

it2 = (0,5,3) x (1,1,1) = (2,3, -5).

Poniewaz wektory 7y i iz sa wspdiliniowe, wiec plaszezyzny w1 1 m2 sa réwnolegle

Zmalez¢ punkty przeciecla:

#—1 y+rId =z2z-—-1 z—1 y—2 =z—3
1, hl 5 = — J . = — 3
a) prostych I = ) 3 2 5 1 A,
r=1+1%,
b) prostej I: { y=—3t, gdzie t € Riplaszcayzny n: 2+ y+2—-7=0;
z=4-—1,

c) plaszezyzn
71 : (z,y,2) = (0,0,0) 4+ r(1,—-2,4) + 5(0,—-1,3), gdzie r,s € R,
7o (z,y,2) = (1,-1,1) +£(1,1,1) + u(—1,0,0), gdzie t,u € R,
73 (z,9,2) =(2,3,3) +9(1,0,0) + w(0, -2, —1) gdzie v,w € R.
Rozwigzanie
a) Wspélrzedne (z,y, z) punktu przeciecia prostych L il speiniaja nklad réwnai
g=1_ »+3% z-1

-1 2 3
=1 y—2 =z-—38

2 1 =47




Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb

{

Zatem punkt wspolny prostych b i l; ma wspélrzedne (—1,1,7).

=t
1,
7

now
Il

I

b) Aby obliczyé wspélrzedne punktu przecigcia prostej l i plaszezyzny =, wstawiamy
przedstawienia parametryczne wspdlizednych tej prostej do réwnania plaszczyzny. Wtedy

mamy
1+4+t)+ (-3 +(¢4—-1t)—-T7=0,

s B 14
stad t = —;. Punkt wspélny prostej [ i plaszczyzny © ma zatem wspélrzedne (-;:, 25 ?) :

c) Aby znalezé wspolrzedne punktu przecigcia plaszczyzn w1, 72 1 ms, rozwiazujemy ukiad
6 réwnah z niewiadomymi parametrami r, s,1, u,v, w. Mamy

r= l14t—u=24+wv,
{-2r—s=—1+t =3 — 2w,
4r 4+ 3s= 141 =3 —w.
Rozwiazaniem tego uktadu réwnai jest széstka liczb r = 1,8 = —1,t = 0,u = 0,v =
—1,w = 2. Punkt P przecigcia plaszczyzn w1, 72 1 73 odpowiada np. wartoéciom para-
metréw t = 0,z = 0, zatem P = (1,-1,1).

a) punktu P = (1,0,—5) od plaszczyzny = : 3z — 12y + 4z + 8=0;
b) plaszczyzn réwnolegtych m : 2z —y+32=0, m2: —4r4+2y—62+8=0;
-1 _y+1 2-3

¢) punktu P = (0,0,0) od prostej [ : 2

2 -1 =2’
! el = w0 gl Ly %
d) prostych réwnolegltych I : e ey 13.2_4_6,
e) prostych skosnych [; : { z:?’ Iy: { :ig': L
; E y+1 =z
f) proste_]I:—1=~2—:Iodplaszczyzny7r:a:—i—y—z—{—?:(}.

Rozwiazanie
a) W rozwiazaniu wykorzystamy wzér na odlegloé¢ d punktu P = (0, %0, 20) od plasz-
czyzny w: Az 4+ By +Cz+ D =10;

fise |Azo + Byo + Czo + D|
VA ¥ B2+ C?

Odlegtosé d punktu P = (1,0, —5) od plaszczyzny = : 3z — 12y + 4z + 8 = 0 jest réwna

g_lpi-12-044- (548 9 _ 9
V32 + (—12)2 + 42 V169 13



b) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr na odleglos¢ d plaszczyzn réwnolegltych m : Az +
By+Cz+D1=0,7: Az+By+Cz+ D =0

J_ __1D1—Di
VRO

Przeksztalcamy réwnanie plaszczyzny w2 tak, aby miala te same wspélczynniki co plasz-
czyzna m1. Mamy 7 : 25 — v + 3z — 4 = 0. Odlegloéé d plaszczyzn m1 1 w2 jest zatem
réwna

| R T

d= =

V2 A+ (123 Vid
c) Odleglo$é d punktu P od prostej I wyzna-
czymy w nastepujacy sposéb: przez punkt
P prowadzimy plaszczyzne w prostopadia
d? prostej I, nastepnie wyznaczamy punkt
P przeciecia proste] I z plaszczyzna « (be-
dzie to rzut punktu P na prosta [) i wyzna-
czymy odlegloéé punktow P i P'. Poniewas
plaszczyzna 7 ma wektor normalny 7 taki
sam jak wektor kierunkowy @ prostej {, wiec
i = ¥ = (2,—1, —2). Réwnanie plaszczyzny
7 przechodzacej przez punkt P = (0,0,0)
ma zatem postaé 7 : 2(z—0)—1(y—0)—2(z—
0) =0, stad otrzymamy 7 : 2z —y—2z =0.

Znajdziemy teraz punkt P’ przeciecia prostej [ i plaszczyzny . Wspélrzedne tego punktu

spetniaja uktad réwnan
2r—y—22=0,
e MU o R

2 -1 -2

3 : 4 T ’
Po rozwiazaniu tego ukladu otrzymamy z = g, § =t g Obliczamy teraz odle-
gloéé d punktu B = (g, .__i;., %) od punktu P = (0,0,0), czyli szukana odleglo$¢ punktu
P od prostej [, mamy

G ) G -

d) | sposéb. Odlegloé¢ d miedzy pro-
stymi réwnoleglymi &1 1 I wyznaczymy
w nastepujacy sposéb: na prostej L, wy-
bieramy dowolny punkt A, a na pro-
stej Iz dwa dowolne punkty B, C; obli-
czamy pole S tréjkata ABC (wykorzystu-
jac iloczyn wektorowy); cbliczamy wysokosé
tego tréjkata opuszczona z wierzchotka A.

-y y—2 z+3 St
= = y PIZyjmujemy

Aby wyznaczyé dowolny punkt A na prostej [ :

2
z =1, stad y = 2 oraz"z = —3. Zatem A = (1,2,—3). Podobnie znajdujemy punkty
B i C na prostej Iz : ; = % = % Przyimujac z = 0, otrzymamy y = 0 oraz z = 0,




a przyjmujac £ = 1, otrzymamy y = 2 oraz z = 3. Zatem B = (0,0,0), C = (1,2,3).
Obliczamy teraz pole S tréjkata ABC korzystajac ze wzorn

§=3| 4B x ac
Tak wiec mamy

e %|(_1, —2,3) x (0,0,6)| = §|(—12, 6,0)] = -;-1/(-12}2 T 62 402 =35,

Obliczamy nastepnie diugoéé boku BC tréjkata ABC. Mamy

[BC| =/(1 —0)% + (2 — 0)2 + (3 — 0)2 = V/14.

Mozemy teraz obliczyé wysokoéé tréjkata A BC opuszczong z wierzchotka A, czyli szukana
odlegloéé d prostych I; i lz. Mamy

28 23¢' 3\/—~
BCl ~ vz

Il sposéb. Odlegloé¢ d miedzy pro-
stymi réwnoleglymi I; i Iz obliczymy w
nastepujacy sposéb: wyznaczymy réw-
nanie plaszczyzny w prostopadiej do
obu prostych (przechodzacej przez do- I ;
wolny punkt P; na prostej 1), nastep- i

nie wyznaczamy punkt Ps przecigcia tej

plaszczyzny z prosta Iz 1 na koricu ob- I

liczamy odlegtoé¢ punktéw Pi, Ps (ry-

sunek). Wektor normalny # plaszczy-

zny 7 jest réwnolegly do wektora kie-

runkowego ¥ prostej ly. Mozna przy-

jaé, ze i = 1 = (1,2,3). Wspélrzedne

punktu P nalezacego do prostej I wyznaczamy tak jak w | sposobie. zatem P; =
(1,2,—3). Réwnanie plaszczyzny = przechodzacej przez punkt P i prostopadiej do obu
prostych ma postaé

d= ot

ﬂli

'i' Tﬂﬁl\

r:(z—1,y—2,2+3)0(1,2,3)=0,

stad
r:x+2y+3z24+4=0.

Wspélrzedne punktu P, sa rozwiazaniami nkladu réwnani

R T
P:< 2 _6
E Z

+
Po rozwiazaniu tego ukladu otrzymamy P = ( % ) Odleglosé d prostych

-n'IjM

réwnoleglych l; i I; jest zatem réwna

A 4\2 612  3/70
a=1pp=y/(1+7) +(2+3) +(+3) =7




e) W rozwiazaniu wykorzystamy fakt mé-
wiacy, ze odlegloéé dwéch prostych sko-
énych jest réwna odlegltosci dwdch plasz-
czyzn réwnoleglych zawierajacych te pro-
ste. Najpierw znajdziemy wektory kierun-
kowe ¥y 1 ¥z odpowiednio prostych b i .

_..-|:]
Al ||“ il
1] L

Wektor kierunkowy prostej I1 :
jest réwny 31 = (0,1,0), a prostej Iz :

zt+y=1, _, =
{ vl g! ' réwny B2 = (1,1,0).
Wspélny wektor normalny 7 plaszczyzn réwnoleglych m i mz zawierajacych odpowiednio
proste Iy i lo, jest prostopadly do obu wektoréw. Mozna zatem przyjaé, ze

=% x % = (0,1,0) x (1,1,0) = (0,0, —1).

Napiszemy teraz réwnania plaszczyzn 71 i m2. W tym celu wybieramy po jednym do-
wolnym punkcie na kazdej z prostych. Na prostej i wybralismy punkt A; = (0,0,1),
a na prostej &y punkt A2 = (0,1,0). Rownanie plaszczyzny w1 ma zatem postaé m :
0-(z—0)+0-(y—0)—(2—1)=0,stad m : z=1. Podobnie réwnanie plaszczyzny
7> ma postaé w2 : 0-(z —0)+0-(y—1)— (z—0) =0, stad m : z = 0. Odleglos¢ d
plaszczyzn w1 i 72, a zatem i odlegloé¢ prostych Iy 1 I, jest réwna d = |1 — 0] = 1.

—x-l— = %—l = —;— o wektorze kierunkowym
% = (—1,2,1), jest réwnolegla do plaszczyzny 7 : z+y —z+ 7 = 0 o wektorze nor-
malnym 7 = (1,1, —1). Rzeczywiécie, mamy bowiem

f) Zauwazmy najpierw, ze prosta I :

Aod=(1,1,-1)0(—1,2,1) =0.

Odlegtosé prostej I od plaszczyzny T jest réwna odleglodci dowolnego punktu prostej [ od
tej plaszczyzny. Wybieramy dowolny punkt P na prostej . Przyjmujac £ = 0, otrzymamy
y = —1oraz z = 0. Stad P = (0, —1,0). Korzystajac teraz ze wzoru na odleglo$é punktu
od plaszezyzny otrzymamy

- 0+(-1)-0+47 _ 6 _, /3

T/Eirr ) VB

Obliczyé miare kata miedzy
2 1
a) prosty [ : 3:_+3 = % = % i plaszczyzna 7 : 2z — 3y — 5 = 0;
b) plaszczyznami 7 : (z,y,2) = (1,6,7)+s(-1,2, 0)+1(1,1,1), gdzie s,t € R,
Ty (z,9,2) = (3,4,5) +5(0,1,-3) +1(1,0, —2), gdzie s,t € B;
e | Eby A=, Jz—2y+2=0,
c) prostymi l : { y—z+3=0, L { —zr+3y+22=0.

Rozwigzanie
a) Miara kata @ miedzy prosta 1 o wektorze kierunkowym 7 i plaszczyzna « o wektorze




normalnym # jest okreslona wzorem

= Arccos |ﬁ s ﬁ!
EIBE

Poniewaz prosta I ma wektor kierunkowy % = (—3,—2,1), a plaszczyzna = wektor nor-
mainy % = (2,-3,0), wiec
1(2, -3, U) b (—3, —2, ])I
V(=82 + (=2)2 +12 . /22 + 32 4+ 02
= arccos I=di=2 <18 arccos1 = 0[rad].

Vid V13

oznacza to, ze prosta I jest réwnolegta do plaszczyzy w.

& = arccos

b) W tym przykiadzie wykorzystamy fakt mowiacy, ze miara kata migdzy dwiema plasz-
czyznami jest réwna mierze kata miedzy wektorami normalnymi tych plaszczyzn. Wy-
znaczymy teraz wektory normalne plaszczyzn w1 i m2. Plaszczyzna 71 jest rozpigta na
wektorach 4; = (—1,2,0), % = (1,1,1), a plaszczyzna 72 na wektorach i = (0,1,-3),
% = (1,0, —2). Wektory normalne i i iz tych ptaszczyzn maja odpowiednio postaci:
‘I—il — ‘FL] = 51 == (—1,2, 0) X (1, 113 1) = (2,1,—‘3),
fig = %2 X T2 = (0,1,-3) x (1,0,-2) = (—2,-3,-1).
Miara kata o miedzy wektorami normalnymi #1 i1 #2 (a zatem i miedzy plaszczyznami
w1 1 w2) jest réwna

|71 © g

[7i1] - |72

s |(2!1:_3)0(_2='3:_1)I
V22124 (=3)% - \/(=2)? + (=3)* + (-1)?

2
= arccos = & 1,28[rad] = 73,4°.

R
Il

arccos

= arcco

c) Katem mi¢dzy dwiema prostymi nazywamy kat miedzy wektorami kierunkowymi tych
z+y—1=0,

gz b Bt ma postaé

prostych. Wektor kierunkowy %; prostej I :

B =(1,1,0) x (0,1,—~1) = (—1,1,1),

r—2y+z=10,

b B B — postad

a. wektor kierunkowy %2 prostej Iz : {

P = (1,-2,1) x (-1,3,2) = (-7,-3,1).
Miara kata o miedzy wektorami %; i 92 (a zatem i miara kata miedzy prostymi l) i )
jest réwna
|‘EJ"_1 o "ﬁgl
[91] - [%2]
[(=1,1,1) o (=7,~3,1}]

\/(_1)2 112 f12. \/{_7)2 +(—3)2 + 12

3

17

@ = Aarccos

= arccos

= arccos 721,19 [rad ] = 67,9°.

3



Znalezé rzut prostokatny:
e y—1_2z+1

g L. B

b) punktu P = (0,0, 1) na plaszczyzng m: z+y—22+4=0;
¢) prostej [ : z = y = z na plaszczyzng 7: z+2y+3z—-6=0.

a) punktu P = (1,0,—3) na prosta ! :

Rozwiazanie

a) | sposdb. Punkt P e 1 jest rzutem pro-

stokatnym punktu P na prosta [, jezeli spel-

niony jest warunek P t

—

P'PL %,

=18

gdzie ¥ oznacza wektor kierunkowy prostej
l. Niech P = (z,y, 7). Wtedy
P'P=(1—2-y,-3—2)

—_— —_—

Wektor P'P jest prostopadly do wektora ¥ = (2,—1,2) wtedy i tylko wtedy, gdy P'P
o0 @ = 0. Wspélrzedne punktu P spelniaja zatem uktad réwnan
T y—1 z+1
{ 2= 2
(1-3,-y,—-3—2)0(2,-1,2)=0.

Uklad ten jest réwnowazny unktadowi

—x — 2y = =32,
2y + z= 1,

-2z + y — 2z

i = : % : 10 11
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb = = —g y = 7 z = Zatem

! 2 10 11
P=(-5%%):

Il sposob. Szukany rzut P jest punktem,
w ktérym prosta ! przecina plaszczyzng =
prostopadla do niej i przechodzaca przez
punkt P. Réwnanie plaszczyzny ma postac

7 2z —y+224+4=0.

Prosta ! przedstawiamy w postaci parame-
trycznej

l: z=2ty=1-t,z=—142t, gdzie t € R.

Wspélrzedne punktu P' = (2¢,1—t, -1+
2t) wyznaczamy z zaleznosci 2(2t) — (1 —
)+ 2(=1+2t) +4=0.



Stad 9t 4+1=0, czylit = —%, wiec P = (—

2. 10 ]1)
9’9" 9
b) I sposéb. Punkt P’ & 7 jest rzutem prostokatnym punktu P na plaszczyzng w, jezeli

—

spelniony jest warunek P’P” #i, gdzie 7 oznacza wektor normalny plaszczyzny . Niech
—_— —_—

P (z,¥, z). Wtedy P P= (—z,—y,1 — z). Wektor P'P jest réwnolegly do wektora

i = (1,1, —2) wtedy i tylko wtedy, gdy P'P= k- dla pewnego k € R\ {0} . Wspélrzedne
punktu P spelniaja zatem uklad réwnan

—_z__-y_l—z P
1 ¥ =2

=1t

{x+y—h+4:&

Uklad ten jest réwnowazny uktadowi

z 4+ y— 2z =—4,
T - ¥ —= M|

29+ z= 1

4

.

Ll

Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb
1 1

' 1 15
P = (—- =L —) ;
3’ 3’3
Il sposéb Niech I oznacza prosta prostopadia do plaszczyzny m i przechodzaca przez
punkt P. Réwnanie parametryczne tej proste] ma postac

= —g’ y:—-g, A g Zatem

l: z=ty=tz=1—2t, gdzie t € R.

Szukany rzut P’ jest punktem wspdlnym prostej [ i plaszczyzny . Jego wspdlrzedne

(3,,1 — 2t) wstawiamy do réwnania plaszczyzny e otrsz)ymujqc t+t—2(1—2t)+4=0.
il 1 1

Stad 6t+2=0, wiec t = ~5 Zatem P = <_§’ 3 3) -

c) Rzut prostej I na plaszczyzne m wyzna-

czymy w nastepujacy sposéb. Na prostej !

wybieramy dwa dowolne punkty A1 B. Na.- i

ste;pme znajdujemy rzuty prostokatne A
B tych punktéw na plaszczyzng =. Rzu-
AT
|||i|“ m il HHHI mm“ 1
‘! ™ ||]||||| HH
|||| H”“ﬁ

™

zne 7 bedzie wtedy prosta ! przechodzqca
przez punkty A' i B'. Dla uproszczenia
obliczei wygodnie jest przyjaé, ze A jest
punktem przecn;qa prostej [ i plaszczyzny
7. Wiedy A = A Niech A = (z,¥,2).
Wspélrzedne punktu A spelniaja uklad
réwnan

tem prostokatnym prostej I na plaszczy-
”HHH“ HH\HL"."WW

)

I

Ti=ry — 2
z+2y+3z—6=0.



Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjkaliczbz =1, y =1, z=1. Zatem A = (1,1,1) =
Wybieramy teraz dowolny punkt B = (zz'?y’,z’) # A na prostej I. Przyjmujac np.

z = 0, otrzymamy yf — 0 oraz z = 0. Postepujac podobnie jak w punkcie b) tego
' 369
Teraz znajdziemy réwnanie prostej | przechodzacej przez punkty A 1 B . Mamy

przykladu znajdziemy rzut prostokatny B ) punktu B na plaszczyzne .

4
e —1
T 1+7:
I y:l—i—%t, gdzie t € R.
2
=1-=1
=1 =t

Przyjmujac t = 7s otrzymamy uproszczona postaé tego réwnania

7 z=1++4s
Fis y=1+s, gdzie s € R.

z=1-2s,

Zna.lezc punkt symetryczny do punktu P =(0,1,3) wzgledem:
a) punktu S = (1,0,-1);
z+1 1 Yy _z—5H
b t == ;
J prostej [ : Sy 3
c) plaszezyzny m: z+y+2z=0.

Rozwiazanie P
a) Punkt P jest symetryczny do punktu P wzgle-
dem punktu S, jezeli spelnia warunek s

—_— —
SP =— SP. P

Nxech P = (:,y,z} Wtedy SP (z —1,y,2+1) oraz SP= (—1,1,4). Z warunku

SP = - SP wynika, ze wspélrzedne punktu P spelniaja uklad réwnan

r—1=1,

qi= '_1!

z+1=—4.
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb z = 2,y = —1, 2z = —5. Zatem P =
(2,-1,-5).

b) Punkt P Jest symetryczny do punktu P wzgledem prostej I, jezeli speinia warunek

SP =— SP , gdzie S oznacza rzut prostokatny punkfu P na prosta l. Znajdziemy teraz
rzut prostokatny S punktu P = (0,1,3) na prosta

2+l _y _z-5

= i B




Lty

I sposéb wyznaczania S. Niech S = (z,y, z). Poniewaz punkt nalezy do prostej I, wigc
—_—
spelnia jej réwnania. Ponadto wektor SP jest prostopadly do wektora kierunkowego  tej
—_—
prostej, wiec spelnia warunek SP o 3= 0.

Mamy % = (—2,1,38) oraz SP= (—z,1—
y,3 — z). Wspétrzedne punktu S spelniaja
uklad réwnan

{3-}-1_2_2—-5

-2 1 3’
(-2,1—9,3—2)0(-2,1,3)=0.

Uklad ten jest réwnowazny ukladowi

z + 2y = -1,
3y — =z =-5
2

z — y — 3z =—10.

1 T 7
Rozwigzaniem tego ukladu jest tréjkaliczbz =0, y = —%, =g zatem § = (U, —l, —).

Il sposéb wyznaczania S. Réwnanie parametryczne tej prostej ma postaé 1 1 z =
—1—-2t,y=1t,2z=>5+3t t € R Punkt S jest punktem przecigcia prostej | z plaszczyzna
7 prostopadla do [ i przechodzaca przez punkt P. Réwnanie plaszczyzny = jest postaci
7: —2z 4y +3z—10 = 0. Wspélrzedne (—1 — 2¢,4,5 + 3t) punktu § wyznaczymy z

zaleznosci —2(—1 — 2¢) + ¢+ 3(5+ 3t) — 10 = 0. Stad 14¢ + 7 = 0. Zatem t = —%, wiec
8= (G,—%, %) . Znajdziemy teraz punkt P'. Niech P' = (z’,y!,z"). Wtedy

il s R I | g 3 1
5P = (m -0,y —I—E,z _ 5) oraz SP= (0,5,—5).
Wspélrzedne punktu 2 znajdujemy z ukladu réwnaf
z 0,
[ 5 1 3
y 2 2 H
ot 2
g
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb z = 0, y‘ = -2, Zz = 4. Zatem P =
(0,-2,4).
c) Punkt P jest symetryczny do punktu P wzgledem plaszczyzny , jezeli spelnia wa-
runek SP = — 8P, gdzie § oznacza rzut prostokatny punktu P na plaszczyzng w.

Znajdziemy teraz rzut prostokatny S punktu P = (0,1,3) na plaszczyzng
r:zx+y+z2=0.

I sposéb wyznaczania S. Niech S = (z,y, z). Poniewaz punkt S nalezy do plaszczyzny m,
P
wiec spelnia jej réwnanie. Ponadto wektor SP jest prostopadly do tej plaszczyzny, wigc

e
jest téwnolegly do wektora normalnego # plaszczyzny =, czyli spelnia warunek SP= kit



dla pewnego k € R\ {0}. Mamy % = (1,1,1) oraz SP= (-z,1—y,3—2). Wspélrzedne
punktu S spelniaja uktad réwnai

r+y+z=0,
=z 1—yﬁ_3—z

1 i =

Uklad ten jest réwnowazny uktadowi

z+y+z=0,
- + ¥ =1,
3.

=& + 2z =

Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb =z = —

Il sposéb wyznaczania S. Zauwazmy, ze
prosta l : z =ty =1+1¢z=3+1,
gdzie t € R, przechodzi przez punkt P i
jest prostopadla do plaszczyzmy w. Punkt
S = (t,1+1,3 +1) jest punktem przecie-
cia prostej ! i plaszczyzny w. Jego wspéi-

rzedne wyznaczamy z zaleznosei t + (1 +
)+ (341t = 0. S5tad t = it e

4 15 3
tem S = (—

2 _2,2). Znajdziemy t
S iTh 3) najdziemy teraz
punkt P'. Niech P' = (m’, y’,z'). Wiedy

!

' 4 ¢ R 5
sP —(z —|—§,y +§,z ——)

3
oraz
. 4 4 4
SP=(—-,=,-).
(3’ 3’ 3)
Wspélrzedne punktu P’ znajdziemy z ukladu réwnai
r 4 4
f g g
i + 1 2 i
y 3 =1 3$
ek
3 3
; . ; — = ' & 1 5 1 i
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb z = Sl = & =g Zatem P =

(_§ 2 l)
37733/

Znalezé rzut ukosny w kierunku wektora @ = (1,—1,1):

a) punktu P = (0,1,0) na plaszczyzng 7 : ¢ +3y—6=0;
b) prostej [ : z = —2y = 32 na plaszczyzng m: z+y+2z—5=0.



Rozwigzanie

a) Rzut punktu P na plaszczyzng = w kierunku wektora  jest punktem przeciecia proste]j
I, o wektorze kierunkowym ib, poprowadzonej przez punkt P, z plaszczyzna = (rysunek).
Znajdziemy najpierw réwnanie prostej ! o wektorze kierunkowym @ = (1,—1,1) prze-

chodzacej przez punkt P = (0,1,0). Mamy

Wyznaczymy teraz punkt P = (z,v,2)
przeciecia prostej ! z plaszczyzna m.
Wspdlrzedne tego punktu spelniaja uktad

rownan
g y=1l =2
1 -1 1
z+3y—6=0.
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb
3

3 i
z__E’y_E’z__? Zatem P =

3.5 .3

(~3:3-3)-
b) Rzut prostej ! na plaszczyzng = w kie-
runku wektora 1 wyznaczymy w nastepu-
jacy sposéb. Na prostej I wybleramy dwa
dowolne punkty A iB. Nast@pme znajdu-
jemu ich rzuty A'i B na plaszczyzne ©
w kierunku wektora . Rzutem prostej [
na plaszczyzng = w k_lerunkn wektora
bedzie wtedy pmsta. ! przechodzaca przez
punkty AiB (rysunek). Dla uproszcze-
nia obliczer wygodnie jest przyjac, ze A
jest punktem przeciecia proste_] 1 z ptasz-
czyzn@ x. Wtedy oczywiscie A' = A. Niech

= (z,y, z). Wspélrzedne punktu A spel-
n_ia.j@ unktad réwnan

|IIlI'

n\“

\

i

I

'||':HHHHI:

|“|||In.

r = —=2y =3z,
s4+y+z—5=0.

Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjkaliczb £ =6, y = —3, z = 2. Zatem A = (6,-3,2) =

A Wybieramy teraz dowolny punkt B

np. z =0 otrzymamy y’ =10 ozaz z
tego przykladu znajdziemy rzut B = (5,

2y (zf,y',z') # A na prostej [. Przyjmujac

= 0. Postepujac podobnie jak w punkcie a)
—5,5) punktu B na plaszczyzne m w klerunku

wektora . Teraz znajdziemy réwnanie prostej ! przechodzacej przez punkty AiB.

Mamy
6

=
2

} T
I % 4
z

S t,
— 2¢, gdrie t€ R.
3 3,



a) £=0,y=2 2=, z+¢g-tz=6
b) z=1,2=2,¢—y=0,2—y=3, y+2z=0,y+z=4

Rozwigzanie

a) Bryla rozwazana w zadaniu jest czworoscianem, ktéry ma trzy parami prostopadie
plaszczyzny. Wyznaczymy najpierw wierzchotki A, B,C, D tego czworoécianu. Wsp6t-
rzedne tych wierzchotkéw spelniaja odpowiednio uktady réwnai

z =0, =0 =0, y=2,
y=2, ¥ =2, z=-1, z=-1,
g— t+y+z=26, t+y+z=286, z4+y+z=6.

Po rozwiazaniu tych ukladéw otrzymamy A = (0,2,—1), B = (0,2,4), C = (0,7,-1)
oraz D = (5,2, —1). Poniewaz czworoécian ABCD jest rozpicty na wektorach

AB=(0,0,5), AC=(0,5,0), AD= (5,0,0),
wiec jego objeto$¢é V mozna obliczyé wykorzystujac iloczyn mieszany wektoréw. Mamy
0 0 5
2l il e 125
V=1 [(AB,AG,AD)‘ s o5 bl
6 6 5 0 0 6

Do obliczenia powierzchni calkowitej S czworoécianu ABCD wykorzystamy iloczyn wek-

—_— —
torowy. Mamy DB= (—5,0,5) oraz DC= (—5,5,0). Zatem

S = Sasapc + SaaBp + Saacp + Sapse

1 — —_— —_— —_— f—, —_— J— —
:§(|AB><ACI+|ABxAD|+|ACxAD|+|DBxDC )

i 17k ijE 1]k i1k
=i [loos||+I|loos||+]los0||+]|-505]]
050 500 500 —550
1 - -+ = = - =
:5(|—251|+i‘253{—}-[-—25k|+[—25%—253—25k|):-;—(75+25x/§).

b) Bryla rozwazana w zadaniun jest réwnoleglodcianem ABCDA'B'C'D’. Do oblicze-
nia objetoéci i pola gowierzchni calkowite] tego réwnolegloscianu wystarczy znajomosé
punktéw A, B, Di A . Wspélrzedne tych punktéw spelniaja odpowiednio uklady réwnan

e =11 i kg =12,
z—y=0, T —y =23, z—y=0, z—y=0,
y+z =0, y+z=0, y+z=4, y+z=0.

Po rozwiazaniu tych ukladéw otrzymamy

A=(1,1,-1), B=(1,-2,2), D=(1,1,3), 4 =(2,2,-2).




Poniewaz rozwazany réwnolegloscian jest rozpiety na wektorach

—F

AB= (0,—3,3), AD=(0,0,4), AA'= (1,1,-1),

wiec jego objetosé mozna obliczyé ze wzoru

ML R 0 =3 3
EVi:](AB,AD,AA )|=] 0 0 4]|=12
fo i st

Pole powierzchni catkowitej S wyraza sic wzorem

5=2 (S¢ABCD +Sounp'a’ 5044 D’D)

—_— R —_— L R —_—
:z(lABxAD|+|ABxAA’I+]AA‘><AD|)

ik i E ik
=2|||lo=33|l+[|l0-=3 3 ||+]|11-1]]
00 4 150 =1 00

¥

12+ 3v2 + 4VZ) = 24 + 14V/2.

2 (| —127] + |37 + 3E| + |41 — 47]) =2

. £
Obliczy¢ pole tréjkata utworzonego przez parami przecinajace sig proste:
ll‘_z_E_zz E_..'-:—3_y—3__z—3 3'r~3_2_z+3
L TR IR S VTN S S A A
Rozwiazanie

Znajdziemy najpierw punkty przeciecia tych prostych. Niech A bedzie punktem przecigeia
prostych I; i Iz, B punktem przeciecia prostych [ ilz oraz C punktem przecigcia prostych
I i Is. Wspdlrzedne punktéw A, B, C spelniaja odpowiednio uklady réwnai:

S i ek z—3 _y_z+3
1 Asik? R e Bz [0 o )
x—3m£_z+3 z—3_y—3_z—3 x—3_y—3_z—3
B L —H-e =g ! [EREL = TR =T 0~ -3 -6

Rozwiazaniami tych ukladéw sa odpowiednio tréjki liczb:

=0 =3 z =3,
y=0, yv=3, y=0,
z=0, z=13, z=—3.

Zatem A = (0,0,0), B = (3,3,3), C = (3,0,—3). Pole S tréjkata ABC mozna obliczy¢
ze Wzoru

.S'=—;—lABxAC|=%|(3,3,3)><(3,0,—3}|
i g F
1 - - = 9
=—1—| 33 3 |]|==|—9i+187—9k| = 6.
2150 o8 2 2



Punkty A = (0,0,0), B = (4,0,0), C = (0,6,0), D = (0,0, 8) sa wierzchotkami
czworoécianu. Wyznaczyé srodek i promient kuli opisanej na tym czworoscianie.

Rozwiazanie
Niech S = (z,y,z) bedzie $rodkiem, a R promieniem kuli opisanej na czworodcianie
ABCD. Wtedy

|SA| = |SB| = |SC|=|5D|=

Zapisujac te réwnoéci w formie ukltadu réwnan otrzymamy
V=07 TP 4 (-0 =/ + =0 + (= - O,
T+ =507+ (6P +(z 0,
VE=0P+ -6+ (=0 =/(z =0+ (y— 0 + (= - 8)*.

Stad
T =2,
—2z + 3y = 3,
-3y +4x=T.

Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest trdjka

=2
y=3,
=4,

Zatem S = (2,3,4). Obliczymy teraz promien kuli opisanej na czworoscianie ABCD.
Mamy

=|SA|=/(2— 072 +(3—0)2 + (4—0)> = V29.

W chwili tr =0z punktﬁ_ g= (4, —é, 1) [km] wys.i;..llzelono prostoliniowo rakiete
z predkoscia v = 3km/s, nadajac jej kierunek wektora @ = (1,1,5). Wyznaczy¢
polozenie rakiety w chwili t; = 16 s.

Rozwiazanie

Rakieta porusza sig po linii prostej o réwnaniu parametrycznym (zapisanym w formie
wektorowej) # = 7o + ¥ - ¢, gdzie 7 jest promieniem wodzqcym punktow na prostej,
i

|'"-| (1 1,5) wektorem
predkoéci rakiety, a t oznacza czas. Rakieta w chwili ¢ = 16 s zna_}duje sie w punkcie o
promieniu wodzacym

To = (4,—3,1) jest promieniem wodzacym punktu S, ¥ = v-

16

ST £ - 16 89
7= (4, 3,1)+\/§(1,1,5)_(4+ 3+v,_1+‘/_)



Na pochylym plaskim terenie wytyczono tréjkat réwnoboczny ABC. Wzniesienia
nad poziom morza punktow A, B, C sa réwne odpowiednio hy = 100 m, hg =
200 m, h¢ = 150 m. Obliczyé wzniesienie nad poziom morza srodka tego tréjkata.

Rozwigzanie

Sytuacje omawiana w zadaniu -
przedstawiono na Iy:.sunk}x obok.
Na rysunku A, B, C ozna-
czaja rzuty prostopadle odpo-
wiednio punktéw A, B,C na
plaszczyzne zOy (poziom mo-
rza). Poniewaz przy rzutowa-
niu prostopadlym na plasz-
czyzne trzech wspdlliniowych
punktéw, zachowuje sie sto-
sunek odlegloici migdzy tymi
punktami, wiec rzut s’ punktu
k) quzi? sZronkiem masy troj-
kata A B C . Poniewaz sro-
dek masy dowolnego tréjkata
jest punktem wspdlnym érodko-
wych tego tréjkata, wiec hs =
%-UM +he+he) = %(100 +
200 4 150) = 150 [m].
Wazniesienie $rodka S tréjkata ABC nad poziom morza wynosi As = 150. W rozwa-
zaniach nie bylo istotne, ze AABC jest réwnoboczny. Powyzsze rozwiazanie zapiszemy
korzystajac z rachunku wektorowego. Niech 74, Tp, T¢ oznaczaja promienie wodzace
odpowiednio punktéw A, B, C. Wtedy wektor wodzacy srodka masy wyraza sie wzorem

5 1. i e
f*g:-?;-(r,q-{-rg-{-rg}_

1 1
Stad zg = §(ZA+ZB+20)=-§(hA+hB+hc)=15U[Tﬂ].

Plaski stok opada w kierunku poludniowo-wschodnim pod katem « = 30°. Nad
stokiem trzeba przeprowadzié w kierunku z zachodu na wschéd poziomy prostoli-
niowy rurociag. Podpory podtrzymujace rurociag ustawia sig co d = 10 m (dlugosci
rurociagu). Obliczyé wysokoéci kilku poczatkowych podpédr rurociagu.

Rozwiazanie

Sytuacje opisana w zadaniu przedstawiono na rysunku ponizej. Uktad wspélrzednych
dobrano w ten sposéb, aby rurociag wychodzil z ziemi w punkcie przebicia stoku z osia
Oz , a 0 Oy lezala pod rurociagiem.



} -4

m (stok)

podpory

wschéd

¥

x potudnie

Poniewas plaszczyzna = (stok) opada w kierunku poludniowo-wschodnim pod katem
a = 30°, wiec jej réwnanie ma posta¢ 7 : —= + —= + z = ¢, gdzie C = (0,0,¢) jest
cc jej P R i (0,0,¢) j

punktem przebicia rurociagu z osiz Oz. Ponadto, skoro prosta [ (rurociag) przebiega
poziomo z zachodu na wschéd, wiec jej réwnanie ma postaé

=10,
[:< y=1t, gdzie t€ R
z=g,

Wysokosci podpér beda réwne odlegloéciom punktéw R, rurociagu od punktéw S, stoku,
gdzie n = 1,2,3,... . Poniewaz podpory sa mocowane co d = 10 m, wigc punkty moco-
wania maja wspélrzedne

Ria=(0,10n,¢), Su= (0, 10n,¢c — IOT:) >

10n

gdzie n = 1,2,3,.... Stad hn = [RaSn| = T/_E-, gdzie n = 1,2,3,... . Przyjmujac
n=1,2,3 otrzymamy k; = 4,08 m, he &= 8,16 m, ks == 12,25 m.

Hala widowiskowa ma ksztalt tréjkata prostokatnego ABC o przyprostokatnych
AB = 90 m, BC = 120 m. Plaski dach nad ta hala oparty jest na trzech pionowych
podporach zamocowanych w punktach A, B, C. Wysokosci tych podpér sg réwne
odpowiednio ka4 = 15 m, kg = 20 m, h¢ = 25 m. Obliczy¢ pole powierzchni tego
dachu.

Rozwigzanie

Sytum:‘j@ opaav&:ianq w zadaniu przedstawriono na rysunku’niéej. Wspélrzedne wierzchol-
kéw A, B, C dachu sa wtedy réwne A = (90,0,15), B = (0,0,20), C = (0,120, 25).
Do obliczenia pola powierzchni dachu wykorzystamy iloczyn wektorowy. Pole tréjkata
rozpietego na wektorach @, b wyrasa sie wzorem

S:%{c’ix 5.



I; ]
c
B!’
dach he
. kB
A
B
=
ha
=/ A
Zatem pole trojkata A'B'c wyraza si¢ wzorem
€
—_— —_
1 X i I
SAA'B’C’=§ AB xAC |.

Obliczymy teraz wektory A’B’, Ae'. Mamy A'B'= (—90,0,5), AC = (—90,120,10).

Zatem

i 3 k i 7k i 3 k
Saaggiet = 3zl -9 0o 5 ||=25][-18 0 1||=25]|-18 0 1
—90 120 10 -9 12 1 —27 12 0

= 25| — 127+ 97 — 216F| = 251/12% + 92 1 216 = 75v/5200 ~ 5413 [m® ] .

Pole powierzchni dachu jest réwne w przyblizeniu 5413 m?,

Radiowa stacja nastuchowa sklada sie z dwéch prostoliniowych anten zawieszo-
nych na dwéch parach pionowych stupéw. W kazdej parze shupy ustawione sa w
przeciwlegltych wierzchotkach prostokata ABCD o bokach AB =40 m i AD =
30 m. Wysokosci shupéw ustawionych w punktach 4, B, C, D s3 réwne odpowied-
nio hy = 15 m, hg = 20 m, h¢ = 30 m, hp = 25 m. Obliczy¢ najmniejsza
odleglosé miedzy antenami.

Rozwigzanie

Sytuacje opisana w zadaniu przedstawiono na rysunku nizej. Osie Oz i Oy uktadu wspél-

rzednych pokrywaja sie z bokami prostokata, a o Oz pokrywa sig z Jednym ze slupow

W tym ukladzie wspélrzednych merzcholkl stupdw, tJ punkty A B C’ D maja

wspolrzgd_ne (podane w metrach) A' = (30,0,15), B' = (30,40 20) C = (0,40, 30),
= (0,0,25). Réwnanie odcinka anteny przechodzacej przez punkty A', €' ma posta¢

2 = 30 — 30t
AC ¢ y=40t, gdzie ¢ € [0,1],
2 =15+ 15¢,
a réwnanie odcinka anteny przechodzacej przez punkty D'iB postaé
. z = 30s,
DB : y = 40s,

z =125 — 5s,



gdzie s € [0,1]. Szukana najmniejsza odlegtoéé d miedzy tymi antenami jest odleglodcia
miedzy odcmkaml A i D B Odleglogé ta jest réwna odleglodci dowoluego punktu
odcinka D' B’ (np punktu D ) od plaszczyzny © zawierajacej odcinek A'C' i réwnoleglej
do odcinka D'B’. Znajdziemy teraz réwnanie plaszczyzny m. Wektor normalny # tej
plaszczyzny ma postaé

— —
7=A'C' x D'B'=(=30,40,15) x (30,40, —5) = 100(—8, 3, 24).

z
I

¢
1
D
he
hp d
i
B
1
o i
D e & ¥
ha 30m
A 40 m ;
Poniewaz plaszczyzna w zawiera punkt A = (30,0,15) i ma wektor normalny #; =
llﬁ i = (—8,3,24), wigc jej réwnanie ma postaé
w: —8(z —30)+3(y—0)+ 24(z —15) =0,
stad

w: —8zx+3y 424z —120=0.
Skorzystamy teraz ze wzoru na odlegloé¢ d punktu Py = (%0, Y0, 2z0) od plaszczyzny
7: Az +By+Cz+ D=0
|Azo + Byo + Czo + D]

d=
VA2 + B? + C?

Odleglos$¢ punktu D' = (0,0,25) od plaszczyzny = : —8z+3y+24z—-120 = 0 jest zatem

réwna
[—8-0+3-0+24-25—120] _ 480

/(—8)? + 3 + 242 ~ V649
Dla pelnoéci rozwazad niezbedne jest jeszcze sprawdzeme, czy najmniejsza odlegtosc
miedzy prostymi przechodzq&:ym1 przez punkty A ¢’ oraz D ok jest realizowana przez
punkty odcinkéw A'C'iD'C'. Sprawdzenie, ze tak jest w tym przypadku, pozostawiamy
Czytelnikowi.

d= ~18,84[m].




Obliczy¢ sum@ momentéw sit Fyp = ( 1 2, 3) oraz Fy = (O 1,-5) wzglgdem
punktu O = (2, 3,—1), jezeli sity te sa przylozone odpowiednio w punktach Py =
(0,0,0,) oraz P, = (1,—3,4).

Rozmazame
Moment M sﬁy F przytozonej w punkcie P, rozwazany wzgledem punktu O, wyraza sig

wzorem M OP x . Niech M, i M> oznaczaja odpowiednio momenty sit i P,
Wtedy

My = OPy xFy = (—2i—3j+k) x (=i+27+3k)
= —3k—7—4Fk—21+6j—9i=—111+5) —Tk.

oraz

- o - -t - - - -
= —k—51—-5j+301=25:—5]— k.
Moment wypadkowy tych sil jest zatem réwny

M= M+ M, = (-113+ 55 — 7k) + (251 — 57 — k) = 141 — 8k.

W pﬁnktach P =(0,1,-3), P, = (7,-3, 2)_; P; = (1,4,2) umieszczone s% odpo_-
wiednio masy m; = 3, my = 1, mg = 2.

a) Wyznaczy¢ polozenie srodka masy tego uktadu;

b) Obliczyé moment bezwladnosci podanego uktadu mas wagledem osi Ogz;

c) Obliczyé moment bezwtadnosci podanego ukladu mas wzgledem prostej
liz =y=3%

d) Obliczy¢ sile przyciagania grawitacyjnego masy M = 4 znajdujacej sie w po-
czatku uktadu wspéirzednych przez podany uklad mas.
Rozwigzanie
a) Wektor wodzacy 7 $rodka masy uktadu punktéw materialnych o wektorach wodzacych
7: 1 masach m;, gdzie 1 £ ¢ € n, wyraza sie wzorem
2 miT Fmefe 4+ ... Mty
mi +ma+...+ Mg

W ukladzie punktéw materialnych rozwazanym w zadaniu mamy:
71 =(0,1,-3), T2 = (7,-3,2), 3 = (1,4,2) oraz m; = 3, mz2 = 1, m3 = 2. Zatem

- — —
mi1T1 + ma¥r +maTs
my + mz + m3

= %[3(0,1,—3) +1(7,-3,2) +2(1,4,2)] = (g 45,_%) ‘



Srodek masy tego ukladu jest w punkcie

3 4 1
C‘(Q’?"E)‘

b) Moment bezwtadnosci podanego ukladu mas wzgledem osi Oz wyraza sie wzorem

I.=my (?f +Zf) + ma (?}g +Z§) + ms3 (y§ +z§) :
gdzie P; = (z1,91,71) dla 1 €1 <€ 3. Zatem dla podanego ukladu mas mamy
L=314+9)+1(9+4)+2(16 +4) =83.
¢) Moment bezwladnosci ukladu mas wzgledem prostej | wyraza sie wzorem
I; = myd} + mad3 + madj,

gdzie d; jest odlegloscia punktu P; od prostej I dla 1 € ¢ < 3. Niech P(1) = (3t,31,1),
gdzie t € R, bedzie biezacym punktem prostej I. Wielkosci d3, d2, d2 wyznaczymy mi-
nimalizujac kwadrat dtugoéci odcinka laczacego punkty P(t)i P;dlal < i< 3. Mamy
zatem

F(t) = |PLP@)IP = (3t)* + (3t —1)° + (t +3)* = 19¢° + 10,
g(t) = | P> = (3t —7)% + (3t +3)* + (t — 3)* = 19¢° — 28t + 62,
h(t) = |PaP()? = (3t — 1)? + (3t — 4)* + (1 — 2)> = 19¢% — 34¢ + 21.

Zauwazmy, ze funkcje f,g,h sa tréjmianami kwadratowymi postaci at® + bt + ¢, gdzie
g

a > 0. Zatem wartoéci najmniejsze przyjmuja w punkcie t_. = & Stad
/]

B=fon=FO) =10, B=go=1(55)= N B=hp=h(3) = .
Tak, wiec
1662
19
d) Sila przyciagania grawitacyjnego masy M = 4 o wektorze wodzacym 7o = (0,0,0)
przez uktad punktéw materialnych wyraza sie wzorem

I =3d2 +d2 4245 =

1— To o T2 — 7o sz T3 — To -
Y EM P sl P Chy

F=GM (
gdzie G jest stala grawitacji. Mamy wigc

F-ac [(0’1=-3) 5y 0-82) L (14,2) _2]

10 162 21

(5;42- 8236 _8818)
6517 3255' 3255/ °



Zadania

O Zadanie 5.1
Obliczy¢ dlugosei podanych wektordw:
a) @3=(3,-4,12); b)b= (v3,—5,242);
c) € = (ocos g, psinp, h), gdzie ¢ > 0 oraz ¢, h € R;
d) d= (ocos pcos P, psin p cos Y, psin ), gdzie o > 0 oraz ¢, € R.

O Zadanie 5.2
Wektory @, b tworza dwa sasiednie boki tréjkata. Wyrazié srodkowe tego tréjkata
przez wektory @, b.

O Zadanie 5.3

Znalezé wersor 4, ktéry:

a) lezy w plaszczyinie zOy i tworzy kat o z dodatnig czescig osi Oz;

b) tworzy z dodatnimi czesciami osi Oz, Oy, Oz odpowiednio katy «, G, v;

c) tworzy jednakowe katy z wektorami @ = (0,3, —4), b = (8,6,0) i jest polozony
w plaszczyznie wyznaczone] przez te wektory.

O Zadanie 5.4
Obliczy¢ iloczyny skalarne podanych par wektordw:
a) @=(1,-2,5), b=(3,-1,0);
b) %=37-2F, 3=—1+37+7k;
c*)Z=p+2¢— 7, §=3P— ¢+ 27, gdzie P, §, T s3 wersorami parami prostopadiymi.

O Zadanie 5.5
Korzystajac z iloczynu skalarnego obliczy¢ miary katéw miedzy:
a) wektorami @ = (—3,0,4), b = (0,1, —2);
b) wusiecznymi katéw utworzonych przez osie Oz, Oy oraz osie Oy, Oz ukladu
Ozyz;
¢) przekatnymi réwnolegloécianu rozpictego na wektorach 7 = (1,2,3), ¥ =
(-1,0,2), ® = (3,1, 5).

O Zadanie 5.6
Obliczyé dlugosé rzutu prostokatnego wektora d = (\/i, \/?_;,—\/5) na wektor

b= (—8,0,v5).

O Zadanie 5.7
Obliczyé iloczyny wektorowe podanych par wektordw:

a) @=(-3,2,0), b=(1,5,-2); b)@=2i—3k F=1+]—4F;

*)Z=2p+G+ 7, §= P +3G+47, gdzie P, §, ¥ s3 parami prostopadlymi
wersorami o orientacji zgodnej z orientacja ukladu wspélrzednych.



O Zadanie 5.8

Obliczyé pola podanych powierzchni:
a) réwnolegtobok rozpiety na wektorach @ = (1,2,3), b= (0,-2,5);
b) tréjkat o wierzchotkach A = (1,-1,3), B=(0,2, -3),C=(2,2,1);

¢) czworoécian rozpiety na wektorach #, 3, .

Zadanie 5.9
Tréjkat ABC rozpigty jest na wektorach AB (1,5,—3) AC: (—1,0,4). Obliczyt
wysoko$é tego tréjkata opuszezona z wierzchotka C

Zadanie 5.10

Obliczyé iloczyny mieszane podanych tréjek wektordw:
a) @=(-3,2,1), 5=(0,1,-5), €=(2,3,—4);
b)G=i+], 5=2i—3j+F &=—i+2j—5F.

Zadanie 5.11

Obliczy¢ objetodci podanych wielodcianéw:

a) réwnoleglodcian rozpiety na wektorach @ = (0,0,1), b= (-1,2,3), ¢ =
(2,5,-1);

b) czworoécian o wierzchotkach A = (1,1, 1), B ={(123);0C=33-1):;D=
(—1,3,5);

c*) réwnolegloécian o przekatnych i, @, @.

Zadanie 5.12

Sprawdzié, czy

a) wektory @ =(—1,3,-5), b b=(1,-1,1), € = (4, —2,0) sa wspdlplaszczyznowe;

b) punkty P = (0,0,0), @ = (-1,2,3), R=(2,3,—4), 5 = = (2,—-1,5) sa wspdl-
plaszczyznowe.

Zadanie 5.13

Napisaé réwnania ogdlne i parametryczne plaszczyzn spetniajacych podane wa-

runki:

a) plaszezyzna przechodzi przez punkt P = (1,-2,0) i jest prostopadta do wek-
tora A = (0, -3, 2);

b) plaszczyzna przechodzi przez punkty Pr = (0,0,0), P> = (1,2.3), By =

' (-1,-3,5);

c) plaszezyzna przechodzi przez punkty P, = (1,-3,4), P» = (2,0,—1) oraz jest
prostopadia do plaszezyzny zOz;

d) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (1,—1,3) oraz jest réwnolegta do
wektoréw @ = (1,1,0), & = (0,1,1);

e) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (0,3,0) 1 jest réwnolegla do plaszezy-.
zny w: 3z —y+2=0;



f) plaszezyzna przechodzi przez punkt P = (2,1, —3) i jest prostopadla do ptasz-
czyznmyic+y=0,m:y—z=0.

O Zadanie 5.14
Napisaé réwnania parametryczne 1 kierunkowe prostych spelniajacych podane wa-
runki:

a) prosta przechodzi przez punkt P = (—3,5,2) i jest réwnolegla do wektora
7=(2,-1,3);

b) prosta przechodzi przez punkty P = (1,0,6), P» = (—2,2,4);

c¢) prosta przechodzi przez punkt P = (0,—2, 3) 1 jest prostopadta do plaszczyzny
T:3z—y+2z—-6=0;

d) prosta przechodzi punkt P = (7,2,0) i jest prostopadia o wektoréw ¥; =
(2,0,-3), B2 = (—1,2,0);

e) prosta jest dwusieczna kata ostrego utworzonego przez proste

!1‘$+2_y—4_z Ig_x—}-QZLfil_

z-
3 . =1, & = -5 ~ 3
*) prosta jest dwusleczna kata ostrego utworzonego przez proste
Il_z—liy—{—l:z—Q 32_$+6=y—1:z+29.
T2 -1 %7 4 -3 -12

O Zadanie 5.15
Zbadaé, czy

a) punkty A =(1,2,3), B=(-1,-2,0) naleza do prostej

{z:l—i—t}

L y=2+4+2t, gdzie t € R;

7 =3—%,

204+y—2z+3=0

z—2y+z—5=0
T:oy—3z2+13=0;

¢) punkty A=(0,1,5), B=(1,2,3) naleza do plaszczyzny

b) prosta m: { Jest zawarta w plaszczyznie

z=—14+s+41,
T : y=2+3s—t¢t, gdze s5,t€ R;
z=3—s5+2t,
= - —9
d) proste [5 : z—i—gl = y13 = z—+84’ Iy : %: yll = 2.'2 maja punkt

wspolny;

t=1,
e) prostal: y=1+2¢ gdzie ¢t € R, jest réwnolegla do plaszczyzny
z =2+ 3t,
m:+y—z+3=0

O Zadanie 5.16
Znalez¢ punkty przeciecia:



| z4+2y—2z4+4=0, | 2z—y—2248=0,
a) prostychl, : { y+z—8=0, { z+2y+22—5=0;
-1 . 4+2 2—4

1 plaszezyzny

: T

b) prostej [ : e s
z=s+1

T y=1+s+2¢, gdzie s5,t € R;
{z=3—!—25+4t,

c) plaszezyzn m : 3z +y+2+1=0,m: 2+ 2246 =0,7m3: 3y+22=0.

Zadanie 5.17

Obliczyé odleglosé:

a) punktu P = (1,-2,3) od plaszczyzny 7: 2 +y— 32+ 5 =0;

b) plaszczyzn réwnoleglych my : 224+ y—22=0,m: 206 4+y—22—-3=0;
c) plaszezyzn m i 2 —2y+22+45=0,m: 3z —6y+62—3 =0;

d) punktu P = (0,1, —1) od prostej {: 5—_11 -;:;
s ce=l prl . = 2 y—=1 2-3
e) prostych réwnoleglych [; : R e B yR Iy : o Lk aia
5 = ¥ o
f) prostych skosnych [ : { =il Iy : { =i,
z—9 y—2 =z z ¥+ 7 z—2
==, I —= = ;
g) prostych Iy 7 — Rkl 5
x:?—{-t,
h) prostej ! : y=-—3+2t, gdziet € R, od plaszczyzny 7: 2z +y+ 4z = 0.
z=2-1,

Zadanie 5.18
Obliczyc mia.r@ kata miedzy:
-3 _y- 1 z+42

a) prostal: 5 iplaszezyzna m: z — 2z = 0;

b) plaszezyznami 7 : a:—2y+3z—5_0 My 22 +y—2z+3=0;
z=1-1, r=3-—2t,

¢) prostymily: { y=-2+1, pgdisietc R, l:{ y=4-1, gdietcR.
= z=1+3t,

Zadanie 5.19

Zmalezé rzut prostokatny:

a) punktu P = (-3,2,0) na plaszczyzne 7: ¢ +y+2=0;

b) punktu P =(—1,2,0) naprosta l: z =y = z;

z—3 y~—-5 z+1
1. .2 o

c) prostej ! : na plaszezyzne m: z+3y— 2z —6=10.



O Zadanie 5.20
Znalez¢ punkt symetryczny do punktu P = (2,3, —1) wzgledem:
a) punktu S =(1,-1,2);

... ) z+y=0,
b) prostej I : { JEr=0
c) plaszezyzny 7: 2c —y+2z2—6=0.

O Zadanie 5.21
Znalezé rzut ukoény w kierunku wektora ¥ = (2,3,—1):

a) punktu O = (0,0,0) na plaszczyzne 7 : z — 22+ 8 = 0;
b) prostej l: 2 —1=y+1=2—2na plaszczyzne 7: z —y+2—-1=0.

O Zadanie 5.22
Obliczy¢ objetosci i pola powierzchni bryt ograniczonych podanymi ptaszczyznami:
a)z=l,y=-1,z=3,z+y+2z2=25;
b)r—y=1lz—-y=5,z2+22=0,c+4+22=3,z2=-1,z=4

O Zadanie 5.23
Obliczyé pole tréjkata utworzonego przez parami przecinajace sie proste:

r=-—-2+42t, ri=1, z = —2p,
i & y=0, Iy : y=34+3s, I3:<{ y=3-3p, gdziet,s,p€R.
z =41, z = —4s, g=10, :

O Zadanie 5.24

Trzy stacje radiolokacyjne $1, S2, S5 umiesz-
czone sg w wierzchotkach tréjkata prostokat-
nego o przyprostokatnych i = 300km, I» =
400 km (rysunek). Pomiary odlegloéci rakiety
R od tych stacji daly nastepujace wyniki d; =
300km, d; = 400km, d3 = 400 km. Obliczy¢,
na jakiej wysokosci h leciala rakieta.

O Zadanie 5.25
Czasteczka porusza sie po linii prostej ze stala predkoscig. W chwili ¢; = 2 cz3-
steczka znajdowala sie w punkcie P; = (0,—2,5), a w chwili £ = 3 w punkcie
Py = (2,3,3). Znaleié polozenie Py tej czasteczki w chwili g = 0.

O Zadanie 5.26
Na pochylym ptaskim terenie wytyczono kwadrat A;ApA3As. Weniesienia nad
poziom morza punktéw A;, A2, Az wynosza odpowiednio h; = 100m, hy = 110m,
hs = 160m. Obliczyé wzniesienie hq punktu A4 nad poziom morza.



O Zadanie 5.27

W celu okreélenia kata nachylenia plaskiego nasypu do poziomu, wykonano po-
miary kata nachylenia tego nasypu w kierunku wschodnim i poludniowym. Po-
miary te daly nastepujace wyniki: w kierunku wschodnim nasyp wznosi si¢ pod
katem o = 30°, a w kierunku poludniowym opada pod katem § = 45°. Obliczy¢
kat nachylenia tego nasypu do poziomu.

Zadanie 5.28

Siatka maskujaca tajny obiekt woj-
skowy zaczepiona jest na trzech masz-
tach (rysunek). Maszty te maja wyso-
kosci hl = 51‘11, hg = ’.r’m, hg =10mi
ustawione sa w wierzcholtkach trojkata
réwnobocznego o boku ¢ = 20m. Obli-
czyé pole siatki maskujace;j.

Zadanie 5.29

Nad Wroclawiem przebiegaja dwa prostoliniowe korytarze powietrzne dla samolo-
téw. Pierwszy z nich przebiega poziomo na wysokosci by = 1000 m ze wschodu na
zachéd. Natorniast drugi przebiega z poludniowego-wschodu na péinocny-zachéd
i wznosi sie pod katem o = 10° Samoloty poruszajace si¢ tym korytarzem prze-
latujg nad Wroctawiem na wysokosci hy = 3000 m. Obliczy¢ najmniejsza mozliwg
odlegtoéé miedzy samolotami lecagcymi tymi korytarzami.

Zadanie 5.30

Trzy punkty materialne o masie m
przymocowane sa do niewazkich ramion
o dlugoéci [/, ktére tworzg miedzy soba
katy 120° (rysunek). Uklad ten osa-
dzony jest na poziomej osi 1 moze obra-
caé sie wokol niej. Uzasadnié, ze uklad
ten pozostaje w réwnowadze, niezalez-
nie od polozenia poczatkowego.

Zadanie 5.31

W wierzcholtkach szeécianu o krawedzi @ = 10 umieszczone sg punkty materialne o
masach odpowiednio: m; =1, me =2, ma =3, me=4, ms =5, mg =6, my =T,
mg = 8 (rysunek).

a) Okredli¢ polozenie srodka masy tego ukladu;

b) Obliczyc moment bezwladnosci podanego uktadu mas wzgledem osi Oz;

c) Obliczy¢é moment bezwladnodci podanego uktadu mas wzgledem osi faczacej
masy ms 1 ms;



Ca

d) Obliczyé sile przyciagania grawitacyjnego masy mg przez uklad pozostalych
siedmiu mas.



Odpowiedzi i wskazéwki

Rozdziat 1
17+ 144 7—11i

. : 5 1. .
a).S—S;,b)1—\/?_u+(6+\f2')s,c)10,d)§+§1,e)7-26$,— e
24 +11i

T

a) ¢ = 1,y = —2; b) nie istniejg takie liczby; ) z =5,y =1T7;
2
d) z € R\ {0}, y=—32.

[1.3] a) 0,4, -2 + 2iv/3, —2 — 2iV/3; b) brak rozwigzati; c) 2 — 3i,2 + 3i; d) Rez = —2

Ttk T — B: @) 2= 5is £) 5’%?3; g) TEt;h)zeﬂ; ) 2i.

a) potplaszczyzna Im z < 2; b) druga i cawarta éwiartka uktadu wspélrzednych bez
obu osi; €) zbiér pusty; d) okrag o srodku 0 i promieniu 2; ) okrag o $rodku —5 +1
i promienin 5; f) okrag o érodku 1— ¢ i promieniu 1 bez punktu —i.

a) prosta przechodzaca przez punkty —4, 2: bez punktu 2¢; b) okrag o $rodku —2+1
i promieniu v/5 bez punktéw —4 oraz 2i; ¢) okrag o érodku 2i i promieniu 2 bez punktu
41; d) of urojona bez punktéw 0 oraz 4.

%{21 + 22 +23) .
[1.7]a) v/3; b) 10; ) VVZ+/3; d) C—o-i—a; €) @-

Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sa na rysun-
kach ponizej:

a) Im = b) Im =
!

a Rez




E )7\/2-(c054+ 1_114) b)2(csHTﬂ+" 11#) c)lO(cos?-i- i 2“);

6
d)](cos(;—a)+ isin (%—a)) e) 1(cos(m —a)+isin (7 — a));
f) cozar

3

(cosa +isin o).



Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sa na ry-
sunkach ponizej. '

a) b)

Imz
an
Y

OAI

Rez

d)

Imz

o

F
Rez / = Re =

Rez 2] R—,ez

1-2:

[111]a) =25 b) 27 (=1 +V/3i); €) —4°°; d) —i; €) —32i; ) 1.
a) sins (3 — 4sin® m); b) cos* £ — 6cos’ zsin® z + sin* z;

) 2(3tgz —10tg’z +3tg° z) S d¥%) Sctgr — 10ctg® o + ctg’ ©

1—15tg%c +15tg* z — tgbz’ 1—10ctg?z + 5ctgtz

@l Zbiory liczb zespolonych speiniajacych podane warunki przedstawiono na rysun-
kach.




1 _ :
——(ﬂ * )I sin = i C

sin = sin 0
1.14%] a) 2 2 dlas#2%nroraz 0dlaz=2kmb) —2—— 2
sin - sin 3
. (2n+ 1)z
i B G 1
dla = # 2k oraz n dla z = 2k; c) —-—2.%.— dla © # 2kw oraz n + 5 dla x = 2km;
2sin —
2
sin” nz . (n+ 1w (n+ 1)
d) o dla z # kx oraz 0 dla z = km; e) vV27+! | sin T + i cos 7 — 1

f) (\/E)ncos-’%.
8)0,], T

V2.
'_2'"'+—2;—1,1.,——'2—~+—'2—1, -—I,—T——z—‘l, -1, TL b) suma trzech

prostych: osi rzeczywiste] oraz prostych nachylonych do tej osi pod katem g— 1 przecho-

dzacych przez punkt O; c) okrag o érodku w punkcie O i promieniu ¥/2; d) suma trzech
pélprostych ¢ poczatku w punkcie O : nienjemnej czesci osi urojonej oraz pélprostych

nachylonych do niej pod katem ﬂ;; e) suma szesciu prostych przecinajacych sie w punk-



cie O : obu osi oraz prostych nachylonych do tych osi pod kqtem ;)0,1,2, -1, —i.

a) i(3 sin ¢ — sin 3z); b) 5(1 + cos 21); €) E(Sin 5z — 5sin 3z + 10sin z);
d) %(cos 41+ 3).

@a) {3 2! —'3+23} b} {5.{,63 _5—6'1}, C){ '\/_2—|-1. —~\/;+1}’

d) {2,2i,—2, 23} .

[t1g] ){f Ve, f_\/_} b){, 3\/5—3&’3\/@—31'};

c) {1+l,—1+t,—]2—Fz,1—s};d) {V3+i,2, -\/_+i,—\/§—?;“,—2i,\/§—i};

& {2<c05;r—0+£sin%),2£,2(cosio—i—zsmio) z(cos%.;-isin%’r),
2(003%-{-155'111%)};

0 {20+, (1= +i (1AL T (1B 4 (1= VA

g*) {£(a + bi), £(b — ai)}, gdzie b = ﬁ, a=(1+v2)b

+il—-ae+(a—1)i —1—ai ;
P D feiaie : , gdzie a = 2 + V3.
){m V2a Vs } Erae

a) {9 — 40i,—9 +405}; b) {—2+3i,—3 — 21,2 — 31,3 + 2i};
3V3

c) {3—41’,«%+2\/§+2£+¥£,—g—-2\/§+23—Tz}

d) {-16(1+i),8 (1+v3+i—iv3),8(1—vVB+i+iV3)};

|1.20 a) {1+44i,—4+1i,—1—4i}; b) {2434, -2 +4,-31}; ) {5+2i,2+3i,1};
d) {8+v2+(v2-3)i,10+ (1+2v2)i,6 - V2 + (3+V2)1}.

1-1—1 2—/3+i 24+V3+i 2—-3—1i
121 1-— 1+3_1— _1+ b ) 3 = 3 1
[L2t]a) 14 b Gh TeeE . I—i ¢ e

2+"F*’-c) 1 = —2
1-iv3 ' 1= 14i(2-v3)" 1+i(2+V3)

Rozdziat 2

[21] a) P(z) - Q(z) = o° — 42 + 7a* — 112° — 22% + 53 — 4 b) W(2) - V() =
(1+14)z* + (34 5i)2° — (9+14)z" + (3 + 5i)z — 6.

@ a) lloraz 22° + 3z + 11, reszta z dzielenia 252z — 5; b) loraz z'? — 22° + 4z* — 8,
reszta z dzielenia 0; c) Tloraz z* + 3iz — 7, reszta z dzielenia —13iz% — 182+ 1+ Ti.

a) —1,2,—2; b) 2; c) 1, -2, 3: d) wiclomian nie ma pierwiastkéw catkowitych. Wska-
zéwka. Wykorzystaé uwage z przykiadu 4.3 c).

1 1 1 A > . . s 2 4
a) 2, —%, —a b) 3 —%; c) 5 d) wielomian nie ma pierwiastkéw wymiernych.




@a)2—3i,2+3£;b)1—3i,2+i;c)i 3, —iv/3, iv/5, —iV/5; d) \1/1Lz 1‘}
V2(1 4 1), —/2(1 +1).

[2.6]a) V2 —i, V2 b) 1434, V3, —V/3; €) 2—i, 1+ 23, 1 — 2i; d) —i, /2i, 1 +4, 1 —3;
e) 144, 24+/34, 14, —i.

[2.7] ) 81z + 80; b) V22 — 2; ¢) 32” + 3; d) 2z — 1; &) —18z +58; f) & + 14.

a) W(z) =cz-(z+1)*- (2 —1+451) - (z+3 —1)?, gdzie ¢ € C\ {0}; b) W(2) =
c-(z=3)-(z2+5)* - (z + 41)?, gdzie c € C\ {0}.

[2.9]a) W(z) = a(z — 1)(2 +5) (= + V2) (=% — 22 + 10), gdzie a € R\ {0}; b) W(z) =
a(z —3)° (a:2 + 1)2 (9:2 — 2z + 2) (:-‘:2 + 8z +25)3, gdzie ¢« € R\ {0}.
2.10]a) [ — (i +3)] - [e — (i — 3)); b) (2 — v2i) (= + Vi) (2 — V3i) (= +V3i);

o-nf ()] [ (e5)].

a) (3:2+2) (x2+\/§x+2) (x2—x/gx+2);b) ($2+25‘:+2) (x2—2x+2);
) (° =Bz +1) (2> + VB2 +1); d) (z — 1)*(z + 1)(2z — 3)(2z + 3).

—682° + 5z — 16 1 5
210 |a) o e p e Tyt .
[212]a) * — 4+ 16+ P+l e a9t ee r

A B c D E A
* L Y
a) z+z2+z—2z‘+(z—2s')2+(z—2]3’gdm’4 B,C,D,E ¢ C, b) Tt

B &
-+ — + ~+ , gdzie A, B,C,D,E,F € C:
R L P e R o R e L
G B D] SR i S R
2=VZ (=2  z+V2Z (442 -2 (:-iV2)’  z+iV2
H ———,gdzie A,B,C,D,E,F,G,H € C.
(z—}—z-\/_)
A B C D E F
58| a) =i dzie A, B,C,D,E, F € R;
el S+ o+ o+ Tyt st prap M ABODEFER,
)Af+Br EE“LD g Bl GEH B0 DR R TR,
z°+4 z¢+z+3 (z245+4+3)° (z>+2z+3)
A B Cz+ D Ez 4 F .
, gdzie A, B,C,D,E,F € R;
C}I+3+(x+3)2+Iz—4z+5+{x2—4x+5)2 gdzie €
i b : - -
a) +2+z+3’ )(3—1)2+(z+1)2’c) z—l-—t+z-—l—f—z+

141 1—|—z d) 4 =
z+1—i z+141 {z+1-{-s)2 (z+1—1)2

1

1

e 6 —6 2 -1 1 |
b 4 2 S
a)m—1+$—2+m—3+x—4r )x 1 z+41 x2+1’c)z+1+1‘2+1
Ww+2 1 2 1 4 2 1 4
z 2 ¥ z4+1

T
(z2+1)%’ )z2+2x—|—2_(x2+2x+2)2:e);_m, ) — -
2

(z+1)*



Rozdziat 3

a) Polozenie figur w grze w szachy zapiszemy w postaci macierzy o 8 wierszach 1
8 kolumnach. Rzedy poziome i pionowe na szachownicy ponumerowane beda tak samo
jak wiersze i kolumny macierzy. Jezeli w i-tym wierszu 1 j-tej kolumnie szchownicy, gdzie
1€14,7<8,

1) nie stoi figura ani pionek, to przyjmujemy, ze aij = 0;

2) stoi bialy (czarny) pionek, to przyjmujemy, ze aij; = 1(-1);

3) stoi bialy (czarny) skoczek, to przyjmujemy, ze ai; = 2(—2);

4) stoi bialy (czarny) goniec, to przyjmujemy, ze ai; = 3(-3);

5) stoi biala (czarna) wieza, to przyjmujemy, ze ai; = 4(—4)

6) stoi bialy (czarny) hetman, to przyjmujemy, ze a:; = 5(—5);

2) stoi bialy (czarny) krdl, to przyjmujemy, ze ai; = 6(—6);

Ponizej podajemy zapis w formie macierzy, polozenia figur na szachownicy przed rozpo-
czeciem gry.

r—4 -2 -3 -5 —6 —3 =2 —47
-1 -1 -1 -1 -} -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ¢ 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

| 4 2 3 5 6 3 2 4

b) Niech 1,2,...,16 oznaczaja numery stolic wojewddztw ustawionych w porzadku alfa-

betycznym. Niech D oznacza macierz kwadratows stopnia 16 przedstawiajaca odleglodci
drogowe i kolejowe miedzy tymi stolicami. Elementy macierzy D okreslone sa wzorem
0 dla 1=17,
dij = { odlegto$é¢ drogowa miedzy miastami ¢ oraz j dla 1<y,
odlegtoéé kolejowa miedzy miastami i oraz j dla > J.

Fragment takiej macierzy przedstawiono ponizej.

3 q 2] 87| -]« 16 ] Legenda:
1 0| 402 | 381 | - |- | - | 629 1 - Bialystok,
2 || 465 0| 174 | - | -] - | 261 2 - Bydgoszcz,
3 || 441 | 160 0f-]-]-| 410 3 - Gdansk,
- > : : ¢ 16 - Zielona Géra.
16 || 628 | 291 | 451 | - | - | - 0

¢) Niech B = [b;;] oznacza macierz o 768 wierszach i 1024 kolumnach opisujaca kolorowy
obraz na ekranie monitora. Jezeli punkt ekranu stojacy w i-tym wierszu i w j-tej kolum-
nie




§wieci kolorem bialym, to przyimujemy, ze b;; = 0;
Swieci kolorem niebieskim, to przyjmujemy, ze b;; = 1;
$wieci kolorem zielonym, to przyjmujemy, ze bi; = 2;
éwieci kolorem zéltym, to przyjmujemy, ze bi; = 3;
éwieci kolorem czerwonym, to przyjmujemy, ze b;; = 4;

nie $wieci, to przyjmujemy, ze b;; = 20.
Elementy t;; macierzy T przedstawiajacej ¢wiartke teczy opisane sa wzorami:
1 dla 7 oraz j spelniajacych warunek 200 < /12 + 52 < 250;
2 dla i oraz j spelniajacych warunek 250 < /12 + j2 < 300;
tij =4 3 dla i oraz j spelniajacych warunek 300 < /42 + 72 < 350;
4 dla 1 oraz j spelniajacych warunek 350 < /12 + 72 < 400;
0 dla pozostalych ¢ oraz j,
gdzie 1 < i< 768 oraz 1 < j < 1024.

1

0101100007
101001000
01011 0111 010100100
10101 1011 101000010
d)1) {01011(,2) 1101 ,3)|100001011
10101 1110 010010100
11110 001001010
000110101
000010010

Element a;; w podanych powyiej macierzach jest réwny 1, gdy wezly o numerach i oraz

j sa polaczone pretem oraz 0, gdy nie sa polaczone.

-19 i 6 14 —2 cos(a + B) —sin(a+ 8
@a)[ 70];")[ ;‘)[10 ~19 17];d)[s'm(a+ﬁ; cosEa+ﬂg :

19
5 4

101 10 -1
.:)X:[azo ,Y:l 00 0];d)X:[2?],Y:[;g].
101 -10 1
e |TATERE n _ | A dla n nieparzystych
a)A _[ﬂ 1]’b)A ‘_{ I dla n parzystych 1

Ll cosna sinno | n__ | chnr shnz |
Gt _[—sinncr cos na ;d) A _[shnz chnz ]’



e) A"

) A"

B | =

ko3

=g

0

l1+(_1)ﬂ 0 -2 iy

@a)){_——[

d)X:[_l

2

01 a 2a : , 4,
10],b)X—[0 :I,gdmeaGC,c}X—[g_i v e

0 2 0
1= () s v Eenr

na™?! %n(n - l)an_z

g na™1 dla n22; g*) Dla n > k macierz A™ jest zerowa.

0 a”

_J A dla n nieparzystych
| I dlan parzystych !

2% —2 3:‘+1]

a

a b
: a b
];e)X= [1+a b—ll,gdzwa,be Cf) X = [a+3b —n—3b]’

3—a 2—0

1 0 t

0 —

1 1—12 1 1+ 1 —-1—1
gdzie a,b € C; g) X = 2 lub X = 2 lub X = | 2 Iub
0 )

e 00 ®

X=| " 2 ;h)X=[a U]IubX: —a? ,gdziea € Cib e C\{0};
-t B
a g a —ia 1 -1

DX =1 4i|lbX=/[1 32 ,gdzieaGC\{O};j)X:[G 3] lub

3 c e a a

-1 1
X=- 0_3].

: 3.6 | a) Wskazéwka. Wykorzystaé tozsamoici: (AB)C = A(BC), (AB)T = BT AT,
b) Wskazéwka. Wykorzystaé tozsamosci: (A+ B)C = AC+BC, D(A+B) = DA+ DB,

(a4 B)A=aA+ BA.

a) —1; b) sin(a — 8); €) 1; d) —2.

[3.8]a) 2-(-1)'**

b) 0 (-1 [7] + 5+ (—1)***

(=7 (=

i P AR B R Y M
e iy I | - 2 4
1 =5 9 [+3-(=1)***| 1 3 9|+
2 &6 2 -2 6

-1 2 -3

1 3 -5

2 -2 4

a) —289; b) 275; c) 123.

Wskazéwka. Wzorowaé sie na rozwigzaniu podanym w Przykiadzie* 3.10.
a)a:;:S, rp=2,2a=1;b)z1=1, 22 =2, 23 = 3.
a) 0; b) 1; ¢) —512.

@l a) Wskazéwka. Od pierwszego wiersza odja¢ drugi, od drugiego trzeci, ..., od
przedostatniego ostatni. Wynik 4 - 3771: b) Wskazéwka. Od pierwszego wiersza odjaé
drugi, od drugiego trzeci, ..., od przedostatniego ostatni. Wynik (=1)""'n; c) Wska-
z6wka. Od kolejnych kolumn poczawszy od ostatniej, a na drugiej koriczac odejmowac
kolumny poprzedzajace pomnozone przez n. Rozwinaé otrzymany wyznacznik wzgledem



ostatniego wiersza obniZzajac o 1 jego stopiefi. Z kolejnych wierszy obnizonego wyznacz-
nika wylaczyé wspdlne czynniki. Kontynuowaé postepowanie az do otrzymania wyznacz-
nika stopnia 2. Wynik 2!-3!-...-(rn —1)%

a) 50; b) —15; c) —13; d) 44; e) 12; f) —178.
[3.15%] a) —45; b) —11; c) —1060.

R w P
EXTIE 1 Ml 1) B Beiiod 1 6 1
1 —sina  cosq 3 st | -3
L "6 12 i WY RE.
- I TH
9 9 o 1 1 “E =I 22 -6 =26 17
2 1 2 =ty F o) <17 5 720 =13
3a7]a) | 5 55| sl ol 1 LN
2 2. 9 g 9 4 -1 -5 3
L "9 3 2 0 11
% 5.3 =1 2 R
")X—[—M -7]’b)x—[ 0 0]’°)X_§[—7 3]’

32 11— 18

a)det A =27, np. dla A =2I,;b)det A=01lubdetA=11lubdetA=—1, np.
dla A =0,, A= I, lub A = —I, dla n nieparzystych; c) det A = 2" lub det A = =27,
np. dla A = 2I, lub A = [a;;], gdzie a;; = 0 dla ¢ # j oraz a11 = -2, ai: = 2 dla
t=2,3,...,n, przy czym n € N jest liczba parzysta.

Rozdziat 4

a)dlaps#—1— V% oraz p # —1++/2; b) nie istnieje takie p; ¢) dla kazdego p € R;
d) dla p # —2 oraz p # 2.

14 2 2
o = :—‘b = = =
a)x 11’?"l 11) )z 3:3"
5 1
a)y—ﬁ,b)y—ﬁ,C)y—Q-
a)z:l,y:—l; b)r=-2,y=0,z=T;¢c)e=3,y=2,z=-1;

d)z=-3,y=2,z=-1,t=3.

_a) 1; b) 3;c) 2; d) 3;e) 4; f) 4.

[4.6]a) 3;b) 2;¢) 4 d) 2; e) 4; F*) 6.

a) 3; b) 2; c) 2; d) 1.

a)dla p=—31ab p =11ub p = 2 rzad jest rtéwny 2, w pozostalych przypadkach
rzad jest réwny 3; b) rzad jest réwny 2 dla kazdego p € R; c) dla p = 2 rzad jest réwny
2, dla p # 2 rzad jest réwny 3; d) dla p = 1 rzad jest réwny 1, dla p # 1 rzad jest réwny
3; e) dla p = 1 rzad jest réwny 2, w pozostalych przypadkach rzad jest réwny 3; f*) dla
p = 2 rzad jest réwny 1, dla p = —2 rzad jest réwny 3, w pozostalych przypadkach rzad
jest réwny 4. '

d)X:i[‘” _9].

,z=—%;c)z:1,y:2,z=3.

| b



a), d) nieskoficzenie wiele rozwiazan, 1 parametr; b), c) brak rozwiazai; e) nieskoii-
czenie wiele rozwiazan, 2 parametry.

a) {y}, {z}; b) wszystkie mozliwe pary niewiadomych, tzn. {z,y}, {z, 2}, {z,1},
{y! z}’ {y? t}? {zlt}; c) {xl y)z}’ {Ily)s}l' {IT y!i}i {z! z)s}) {a;Ts) t}! {yl z) 8}1 {y) 8) t}'

Uktad nie ma rozwiazaf, ma dokla.dnie jedno rozwiagzanie, ma nieskoficzenie wiele

rozwiazai odpowiednio a) dla p = =, dla p ;é ip#3,dlap=23;b)nigdy, dlap#4i
p#0,dlap=41Iub p=0; c)dlap_.-—B dla.pgé—21p;él,dlap_l,d)dlap_Q,
dla p # 2, nigdy; €) dla p € R, nigdy, nigdy.

a) wyréb D waiy 44 dag, za$ wagi wyrobu E na podstawie tych danych nie mozna
uzyskaé; b) detale a,b,¢c waé@ odpowiednio 4, 21 3 dag.

a)x:—%,y ib)z=2,y=-1,z=14¢)z=0,y=2,z==-3;d)z =

y=—%,z=-—$;e)x:l,‘y=—2,z=0,t=2; flz=10,y=3,2=0,s=-1,1=0.

1
a)_.«;:[),y=2,z=-—§; b)z=1ly=2z=3t=4c)z=-lLy=1z=
~1l,s=2t=2d)z=1,y=0,z=1,5=0,t =1
a) =1,y = —1,z = 1; b) uklad jest sprzeczny; ¢) s = —1 —t,y =1,z = 0, gdzie
1 ;
te R;d) z= %—$z+s—t,y=?+%z-s, gdzie z,5,t € R.

-HCO

T, 2
a) uklad jest sprzeczny; b) y = - +s5,z=—4—2z—3,t= %, gdzie 7,5 € R;
c)rz=—1+t y=4—t,z=1—t gdziet € R;d) z = —5+43y + 2z +2s5, t = =2z, gdzie
v,z,5€ R,

Uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie, nieskoriczenie wiele rozwiazan lub tez nie
posiada rozwiazafi odpowiednio dla: a) p € R\ {—5,3}, p=3, p= —5;
b)p ER\{—I,—7},F=—1,p= =T

Czasy potrzebne na narysowanie formy, wyciecie, zlozenie modelu i pomalowanie
wynosza odpowiednio 1 minute, 3 minuty, 2 minuty i 4 minuty.

Rozdziat 5

[5.1]a) 13; b) 4; €) \/&® + h%; d
1, = 1, = 1-*

B2 (a+i) ta-5, 13

E] a) % = (cose,sine,0); b) & = (coso,cosB,cos%); €) & = ‘/%(2, 3,-2) lub

e
b~

E-‘-‘l

F=olif0 a0l

V1T
[5.4]a) 5; b) —17; c*) —1.

@ a) arccos —3;/5_ ~ 2,37[rad] = 135,8°; b) -;—r-{ra.d]; €) ¢ = arccos = -

v 3+/59
6T 13
0,52[rad] =~ 29,8°, = arccos = 0,39[rad] = 22,3°, 3 = arccos =]
] - V295 [rad] ¢ 3v/35

0,75 [rad ] = 43, 0°.



9
=
[5.7]a) (—4,—6,—17); b) 37 + 57 + 2&; c*) § — 7§+ 57
[5.8]a) S = /285; b) S = V61;

d — — — — — —+ —+ —+ — —+
c)S:§(|'u><v]+|vxw|+]wxu|+|(u—w}x(w—v)|}.

/14910
he = 35 '

5.10] a) —55; b) 22.
|
[5.11]a) [V =9 b) V] =2 c*) [V = 5 |(3 - &, - &, 3+ 3)| = 1|(5,5, ).

@’ a) tak; b) nie.

[5.13]a) 3y — 22+ 6 =0, (z,3,2) = (1,—2,0) + 5(1,0,0) + (0,2, 3), gdzie s, € R;
b) 19z — 8y — 2z =0, (z,¥,2) = (0,0,0) + s(1,2,3) + t(—1,—3,5), gdzie s, € R;
c)5z+2z—9=0, (z,9,2) = (1,-3,4) +5(0,1,0) + #(1, 3, —5), gdzie 5,1 € R;

d) z—y+2z-5=0, (z,¥,2) =(1,-1,3) + s(1,1,0) + #(0,1,1), gdzie 5,t € R;
e)3z—y+3=0, (z,9,2) =(0,3,0) +s(0,0,1) + #(1, 3,0), gdzie s, € B.
f)—z+y+z+4=0,(z,9,2) = (2,1,-3) +5(1,1,0) + (0,1, —1), gdzies,t € R.

T = —3+2t o L
a)f:{y=5—i, gdzieﬂ%}i!,l::'T;rsz‘?’r 15=232;
z = 2+ 3t, =

z = 1-—3t, Enst] sl
b)!:{ vy = 2, gdriet € R, 1: — =%: o

z = 6—2t, i X

z = 3, _
e)l:¢ gy = —-2—1, gdzietéR,l:%:g:l-Tz:zza;

z = 342, =

z = T+ 61, o nil
d) I y = 2-+3% gdzietc R, [ : = T=M=i;

ST 6 3 4

r = =242t

: : 2 —4

e)l:{ y =4-31 gdmetGR,I:x—l_ .

o) 2 -3 4

z = 147t

2 - 1 =

r*)::{y — —1-2t gdzieteR,1: ”71=3’_""2 :"31 .

z = 2+ 31,

a) punkt A nalezy, a punkt B nie nalezy do prostej I; b) prosta m jest zawarta w
plaszczyZnie m; ) punkt A nalezy, a punkt B nie nalezy do plaszczyzny =; d) proste Iy 1
I>» maja punkt wspélny (1,2,4); e) prosta ! jest réwnolegla do plaszczyzny =.

[5.16]a) (~1,0,3); b) (1,1,3); €) (0,2, -3).

5 6 57 .« 3 :
a) _\/ﬁ; b) 1; c) 2; d) \/;; e) V14; 1) 1; g) 5 h) ?\/ﬁ,



~t 1,24[rad] =

1 3 3
a) a = arccos — = 1,37[rad] = 78,7"; b) o = arccos
[5.18]2) Je v 1,37[xad] ) ;

‘ 10
70,9°; €) a = arccos —= =~ 0,63 [rad] = 36,3°.

V152
8 71 T 11 ::—1 y—l z41
R = I : = :
a)( 3’3’3)’*” (3’3’3) &) 1 2
a) (0 '_5 5) b)( IG _gr—g);c) (6:]-;1)'
z4+2 y+4 z+1
— b 'b 3 = = =
[521]a) (-4-6.2sB) 1 : Zim = Fm =55
[5.22]a) V| = %, |S| = 9; b) |V] = 60, |S| = 2 (15v/2 + 20v/5 +/4154) .
[5.23] 5 = V6.
-h—z?g 11 ~ 221 km.
[5.25] Po = (—4,-12,9).
[5.26] hy = 150 m.
2
5.27 |cosp = —, ¢ = 26,6°.
§ = 104/319 m?.
dwmin = (h2 — h1) cos o = 2000 cos 10° =2 1970 m.

- Wska.zowka Wykazaé, ze suma momentéw sit ciezkosci tych punktéw material-
nych, wzgledem osi obrotu, jest réwna 0.

a) (20,90, 20) = (5, %, 6—95) b) 4000; c) 3200;
( \/_+ 2%;/—3“4—7 _7;/5— 29£—5,—1/2_— i—ﬁl) , gdzie G jest stala gra-

1

25
witacji.
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