Zagadnienia - rownania nieliniowe

*Sformutowanie zadania poszukiwania pierwiastkow.

*Przedziat izolacji.

*Twierdzenia o istnieniu pierwiastkow.

*\Warunki zatrzymywania algorytmow.

*Metoda potowienia: zatozenia, algorytm, ilustracja graficzna, zbieznosc¢.
*Metoda regula falsi: zatozenia, algorytm, ilustracja graficzna, zbieznos¢.
*Metoda siecznych: zatozenia, algorytm, ilustracja graficzna, zbieznosc.
Metoda Newtona: zatozenia, algorytm, ilustracja graficzna, zbieznosc.
*/astosowanie wzoru Newtona.

*Szacowanie liczby pierwiastkbw w zadanym przedziale. Zastosowanie ciggu

Sturma.

*Deflacja.
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Rownania nieliniowe

Dla danej funkcji rzeczywistej jednej zmiennej znalez¢ wartosci X,
dla ktorej

f(x)=0

w praktyce:
dopuszczamy pewng tolerancje, uwzgledniajac precyzje

arytmetyki, np. dla € =2

f (x)l<107
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Rownania nieliniowe

Przedziat izolacji pierwiastka - jezeli funkcja f(x) jest ciggta | ma na
koncach przedziatu [a, b] przeciwne znaki, to w przedziale [a, b] lezy
CO najmnigj jeden je] pierwiastek.

fla) f(b)<0

w praktyce:
rezygnujemy z mnozenia z powodu mozliwosci wystgpienia

nadmiaru albo niedomiaru | sprawdzamy

sen(a)#sgn(b)
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Rownania nieliniowe

Twierdzenie Bolzano
Jesli funkcja f(x) jest ciggtq i oznaczong w przedziale [a, b] i jej wartoSci na
koncach przedziatu majg rozne znaki, to istnieje co najmniej jeden punkt c,

dla ktorego f(c)=0,
f(c)=0 i a<c<b

Twierdzenie Bolzano — Cauchy'ego
Jesli funkcja f(x,y) ciggta i oznaczona w obszarze spojnym przyjmuje w

dwoch jego punktach (x, y) i (x, y,) wartosci o przeciwnych znakach, to

istnieje taki jeden punkt (x, y ) w tym obszarze, dla ktorego f(x,, y )=0,

f (x5, »3)=0, jesli f(x,,y,)>0i f(x,,y,)<0
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Rownania nieliniowe — metoda potowienia (bisekcji)

Metoda polega na dzieleniu przedziatu izolacji pierwiastka na potowe
| sprawdzaniu znaku iloczynu wartosci funkcji na koncach dwoch
nowo powstatych podprzedziatow.

:a+b
2

X

Wybierany jest ten, w ktérym znajduje sie pierwiastek. Czynnosc ta
powtarzana jest az do znalezienia rozwigzania.

w praktyce:
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Rownania nieliniowe — metoda pofowienia (bisekcji)

YA f(b)
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Rownania nieliniowe — zbiezno$¢ metody pofowienia

Twierdzenie
Jesli przedziaty [a . b O] [a 1,b 1 | ... sg tworzone metoda pofowienia, to

granice . . .
[imb, i Ilima,

k— oo k— oo

Istniejg, sg identyczne i rowne zeru funkcji f.

|
Jesli r=limc, ,gazie ¢,=7(a, b)) to

k— oo

r—c,|=2""*"(b,—a,)
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Rownania nieliniowe — metoda regula falsi

Metoda fatszywego zatozenia liniowosci funkgji.

Zatozenia:
* W przedziale [a,b] rownanie ma dokfadnie jeden pierwiastek
pojedynczy,
e f(a)f(b)<0
e f(x) na przedziale [a,b] jest funkcjg klasy C,

e pierwsza | druga pochodna majg staty znak na przedziale [a,b]
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Rownania nieliniowe — metoda regula falsi

Punkt staty x_— punkt, w ktorym f(x) i f*(x) majg ten sam znak.

X, =a —x,=b x.=b—-x,=a

. =y — f(x;)
LT ()= (x)

(x,—x,)

Ciag {x,x, ..., x, ..}  jest rosnacy i ograniczony, a wiec jest

n

zbiezny. Jego granicg jest szukany pierwiastek.

@ zbieznosc¢ liniowa.
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Rownania nieliniowe — metoda regula falsi

"A f(x)<0, 1" (x)<0 Y, /' (x)<0, 1" (x)>0
f(a)
f(a)
a b >X a b >)(
(b) f(b)
v, /' (x)>0,1""(x)<0 v, f'(x)>0,f""(x)>0
— f(b)
(b)
a b >)( a/ b >)(
@) ~ f(a)
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Rownania nieliniowe — metoda regula falsi

YA

punkt staty

/
f(b)

f(x)
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Rownania nieliniowe — metoda siecznych

Zatozenia:
e W przedziale [a,b] rownanie ma dokfadnie jeden pierwiastek
pojedynczy,
e f(a)f(b)<0
* f(X) na przedziale [a,b] jest funkcjg klasy C?,

* pierwsza | druga pochodna majg staty znak na przedziale [a,b],
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Rownania nieliniowe — metoda siecznych

punkt staty w 1 kroku
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Rownania nieliniowe — zbieznos¢ metody siecznych

Pierwszy krok obliczamy na podstawie metody regula falsi.

f(xk)
f(xk)_f<xk—l

X1 — X,

>'<xk_1_xk), k=1,2,...,l’l

Ciag {x,x, ..., x, ..} jest rosnacy i ograniczony, a wiec jest

n

zbiezny. Jego granicg jest szukany pierwiastek.

@ zbieznosc¢ nadliniowa
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Rownania nieliniowe — metoda stycznych (Newtona)

Zatozenia:
e W przedziale [a,b] rownanie ma dokfadnie jeden pierwiastek
pojedynczy,
e f(a)f(b)<0
* f(X) na przedziale [a,b] jest funkcjg klasy C?,
* pierwsza pochodna rozna od zera na przedziale [a,b],

e druga pochodna ma staty znak na przedziale [a,b]
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Rownania nieliniowe — metoda stycznych

YA f(b)

f(x,)

XV
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Rownania nieliniowe — zbieznosc¢ metody stycznych

f(x;)
f’(xk)’

k=12,....n

X1 — X ™

X, — punkt, w ktorym f(x) i f"(x) majg ten sam znak.

* zbieznos¢ kwadratowa

Twierdzenie

Jesli f nalezy do C*(R), jest rosngca, wypukia i ma zero, to jest ono
jedyne, a metoda Newtona daje ciag do niego zbiezny dla dowolnego
punktu poczatkoweqo.
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Rownania nieliniowe — zbieznosc¢ metody stycznych

Twierdzenie

Niech r bedzie zerem pojedynczym funkcji f I niech jej druga
pochodna f" bedzie ciggta. Wtedy istnieje takie otoczenie punktu r i
taka stata C, ze jeSli metoda Newtona startuje z tego otoczenia, to

kolejne punkty sg coraz blizsze r i takie, ze

k=0

|xk+1_’”|<|c(xk_’”)2

b
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Rownania nieliniowe — metoda stycznych

Przyktad

Znajdz wzor na obliczanie pierwiastka kwadratowego z dowolnej dodatniej liczby c.

2 2
x=+vVc — x =c¢c —» x —c=0

f(x)=x"—c, f'(x)=2-x

| C

X, == x,+—
k+1 k

2 X,

@ wzor Herona, greckiego inzyniera i architekta, zyt miedzy 100 rokiem p.n.e i
100 rokiem n.e
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Obliczanie pierwiastkow wielomianow

Ciag Sturma

folx)=f(x)
fil '(x)
2(
(

x)
x)=f
X ) reszta z dzielenia f (x) przez f (x) wzigta ze znakiem przeciwnym
3(x)

T T

reszta z dzielenia f (x) przez f (x) wzigta ze znakiem przeciwnym

fp (x)— ostatnia reszta z dzielenia rézna od zera,
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Obliczanie pierwiastkow wielomianow

Twierdzenie Sturma

Jezeli cigg f(x) jest ciggiem Sturma na przedziale [a,b] i f (x)f (b)#0,
to liczba roznych zer rzeczywistych wielomianu f (x) lezgcych w tym
przedziale jest rowna N(a)-N(b).

N(x ) — liczba zmian znaku w ciggu Sturma, w punkcie x=x , w ktorym opuszczamy

Zera.

Inne twierdzenia o istnieniu pierwiastkow rzeczywistych

@ twierdzenie Fouriera,

@ twierdzenie Laguerr'a,

@ reguta Kartezjusza.
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Obliczanie pierwiastkow wielomianow

Przyktad - twierdzenie Sturma

Wyznaczy¢ w przedziale <0,2> liczbe pierwiastkbw podanego rownania.

x'=5x"+8x—8=0

Obliczamy funkcje Sturma: Podstawiamy x=0 i otrzymujemy ciag:

—38,+8,+16,+284,—1

Podstawiamy x=2 i otrzymujemy ciag:

+4,+20,+12,+278,— 1

Liczba zmian znaku: A=2, B=1

P(x)=P,(x)=x"—5x"+8x—8
P'(x)=P,(x)=4x’—10x+8
P,(x)=5x>—12x+16
P,(x)=—3x+284

P,(x)=-—1
+(x) Liczba pierwiastkéw = A-B =1
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Obliczanie pierwiastkow wielomianow

Deflacja

-

-

-

obnizanie stopnia wielomianu,
zmniejszenie liczby operacji arytmetycznych,
nie wyznaczamy ponownie tego samego pierwiastka (chyba, ze

jest wielokrotny)

Zalecenia

-

-

pierwiastki wyznacza sie w kolejnosci rosngcych modutow,

kazdy pierwiastek wyznacza sie z graniczng doktadnoscia.
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