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WSTEP

Podrecznik ,Algebra liniowa 1. Defnicge, twierdzenia, wzory” jest plerwsza
czeécia zestawu ksigzek do Algebry liniowej 1. Pozostalymi czedciami tego ze-
stawu sa ,, Przyktady 1 zadania” oraz , Kolokwia 1 egzaminy”. Podreczniki te prze-
znaczone s3 gléwnie dla studentéw politechnik. Moga z nich korzystaé takze stu-
denci akademii ekonomicznych i rolniczych oraz niektérych wydziatéw uniwersy-
tetow.

Opracowanie obejmuje liczby zespolone, wielomiany, macierze i wyznaczniki,
ukltady réwnan liniowych oraz geometrig analityczna w przestrzeni. Podrecznik zo-
stal przygotowany w ten sposdb, aby mégt stuzy¢ jako konspekt wykladu. Wszyst-
kie zagadnienia teoretyczne zakofczone sg ¢wiczeniami. Do wiekszosci twierdzen
podano dowody (twierdzenia te oznaczono m). Dowody twierdzen oraz odpowie-
dzi do wszystkich éwiczen umieszczone sa na koricach poszczegdlnych rozdzialéw.
Fragmenty materialu oznaczone gwiazdka nieznacznie wykraczaja poza aktual-
nie obowiazujacy program przedmiotu. W ten sam sposéb oznaczono trudniejsze
éwiczenia. Dodatkowy material oraz trudniejsze ¢wiczenia dolaczono z mysla o
studentach, ktérzy chca poglebié swoje wiadomosci.

Réwnolegle do materiatu omawianego na wykladzie studenci powinni prze-
rabiaé liste zadaii. Aby to ulatwié list¢ te¢ podzielono na 14 czedcl, ktdre nalezy
zrealizowaé w kolejnych tygodniach semestru. Liste zadan oraz metody ich rozwia-
zywania mozna znalezé w drugiej cze¢sci podrecznika. Lista ta, program kursu oraz
zasady jego zaliczania sa dostepne na stronach internetowych Instytutu Matema-
tyki Politechniki Wroctawskiej pod adresem

WWW.im.pwr.wroc.pl

Cwiczenia z tego podrecznika oraz zadania z listy zadan sa podobnych typdw i
maja ten sam stopiet trudnosci jak zadania, ktére zwykle pojawiaja na kolokwiach
i egzaminach. Zestawy zadan, ktére w poprzednich latach studenci rozwiazywali
na kolokwiach i egzaminach, sa umieszczone w trzeciej czesci podrecznika.

Do tego wydania dotaczono wybrane wiadomoéci z logiki, teorii zbioréw oraz
geometrii analitycznej na plaszczyinie. Zagadnienia omawiane w dodatku beda
wielokrotnie wykorzystywane zaréwno na zajeciach z algebry liniowej, jak 1 ana-
lizy matematycznej. Z materialem tym, znanym studentom czeSciowo ze szkoty



$redniej, nalezy zapoznaé sie przed rozpoczeciem semestru. Ponadto w tym wyda-
niu uzupetniono dowody twierdzeri, dodano nowe éwiczenia wraz z odpowiedziami,
umieszczono wiele rysunkéw oraz poprawiono zauwazone bledy 1 usterki.

Serdecznie dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Instytutu Matematyki Poli-
techniki Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagl i sugestie o poprzednich
wydaniach podrecznika. Szczegélne podziekowania sktadamy recenzentowi sidd-
mego wydania Panu dr. hab. Tomaszowi Downarowiczowi za opinie i spostrzezenia,
ktdre pozwolity usunaé wiele bledéw i niejasnosci. Dzickujemy takze Kolezankom
1 Kolegom z innych uczelni za komentarze dotyczace zakresu i sposobu ujecia ma-
terialu.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas

Instytut Matematyki Instytut Matematyki
Politechnika Wroclawska Politechnika Wroclawska
tjurlew@im.pwr.wroc.pl z.skoczylas@im.pwr.wroc.pl



1

LICZBY ZESPOLONE

1.1 Podstawowe definicje i wiasnosci

Liczba zespolona nazywamy uporzadkowanga parg lic
(u,v), (a,b). Liczby zespolone oznaczamy krétko przez z, w itp. Zbidr wszystkich
liczb zespolonych oznaczamy przez C. Mamy zatem

c% (:=(z,y): 2,y R}.

Uwaga. Liczbe zespolong z = (z,y) przedstawlamy na plaszczyznie w postaci
punktu o wspétrzednych (z,y) lub w postaci wektora o poczatku w punkcie (0,0)
i koficu w punkcie (z,y). W tej interpretacji zbidr wszystkich liczb zespolonych
nazywamy plaszczyzna zespolona.

P38 IS —

o

Rys. 1.1.1. Interpretacja geometryczna
liczby zespolone;j.

Notka historyczna. Liczby zespolone pojawily si¢ po raz pierwszy w XVI wieku.
Wykorzystywano je (uzywajac formalnie symbolu v/—1) do obliczania pierwiast-
kéw rzeczywistych wielomianéw stopnia trzeciego (wzory Cardana*). Pierwszy opis
tych liczb podal w 1579 roku Bombellit. Liczby zespolone odtad byty stosowane
do obliczen, choé ich istnienie wywolywalo spory. Jak podaje Laurence Young w
1820 roku studenci inzynierii w Paryzu wzniecili bunt przeciwko liczbom zespolo-
nym twierdzac, 7e sa one zupelnie bezuzyteczne, a ponadto w ogdle nie istnieja.

*Geronimo Cardano (1501-1576), matematyk, filozof i lekarz wloski.
tRaffaele Bombelli (1530-1572), matematyki wloski



Nie dziwi zatem fakt, ze trzy wieki wczeéniej pionier ich uzycia — Cardano - zo-
stal uwigziony pod zarzutem uprawiania czarnej magii. Pierwszg $cisla teorie liczb
zespolonych podat w XIX wieku Gausst. Jego interpretacja geometryczna liczb
zespolonych oraz wprowadzona symbolika sg stosowane wspdlczednie.

0 Cwiczenie 1.1.2
Narysowaé na plaszczyznie zespolonej liczby:

a) z1=(3,2); b))z =(-3,1); c)z=(10,0); d)z = (0, —4).

® Definicja 1.1.3 (rdwno$é, suma i iloczyn liczb zespolonych)
Niech z; = (z1,y1), 22 = (22, y2) beda liczbami zespolonymi.
1. Réwnoé¢ liczb zespolonych okreélamy przez warunek:

def L1 =22
21 = 29 &
Y1 =92

2. Sumg liczb zespolonych okreslamy wzorem:

d
a4z 2 (14 22,01 +v2).

3. Iloczyn liczb zespolonych okreélamy wzorem:

def
21 20 Z (2125 — y1y2, T1yo + Tay1) .

4y zy-zp
Yy
z1+z2
z2
21
o) Tz
Rys. 1.1.2. Interpretacja geometryczna Rys. 1.1.3. Konstrukcja
sumy liczb zespolonych. iloczynu liczb zespolonych.
Uwaga. lloczyn z - z - ... z ztozony z n czynnikéw zespolonych oznaczamy trady-

cyjnie przez z".

0 Cwiczenie 1.1.4
Niech 21 = (0,1), z2 = (3, —4) oraz z3 = (\/_, —3) . Obliczyé

a) z1 422, z2+23; b) 2120, 23 23

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematyk, astronom i fizyk niemiecki.



Podstawowe definicje i whasnosci 11

o Cwiczenie 1.1.5
Uzasadni¢, dlaczego w zbiorze liczb zespolonych nie mozna wprowadzié¢ relacji nieréwnoéci
(<) tak, aby zachowane byly jej wlasnosci ze zbioru liczb rzeczywistych.

® Fakt 1.1.6 (wlasnosci dziatar w zbiorze liczb zespolonych)
Niech z1, 22, z3 beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Wtedy:

1. dodawanie liczb zespolonych jest przemienne, tzn.
z1+ 22 = 22 + 215
2. dodawanie liczb zespolonych jest laczne, tzn.

(21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23);

3. dla kazdej liczby zespolonej z liczba zespolona 0 de (0,0) spelnia réwnoéé
z2+0 =z
4. dla kazdej liczby zespolonej z = (z,y) liczba zespolona —2 de (—z, —y) spetnia
réwnosé
z+4(-2z)= 0
5. mnozenie liczb zespolonych jest przemienne, tzn.
Z1 22 = 22 21,
6. mnozenie liczb zespolonych jest laczne, tzn.
(21 22) - 23 = 21 - (22 - 23);
7. dla kazdej liczby zespolonej z liczba zespolona 1 de/ (1,0) spelnia réwnosé
z-1 =z

8. dla kazdej liczby zespolonej z = (z,y) # 0 liczba zespolona

Lag (=
2 \z2+y2 o2+y°

1
z-—=1;
z

spelnia réwnosé

9. mnozenie liczb zespolonych jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.

21-(Zz+23)=21~22+21‘23.

. 1 C
Uwaga. Liczby zespolone 0, —z, 1 oraz —, wprowadzone odpowiednio w punktach
z



3., 4., 7. oraz 8. powyzszego faktu, sa jedynymi liczbami o zadanych w tych
punktach whasnoéciach. Liczby te nazywamy odpowiednio: elementem neutralnym
dodawania, elementem przeciwnym do liczby z, elementem neutralnym mnozenia
oraz elementem odwrotnym do liczby z.

Cwiczenie* 1.1.7
Sprawdzi¢ warunki podane w punktach 1.-9. Uzasadnié¢ stwierdzenia podane w uwadze.

Definicja 1.1.8 (rdznica i iloraz |
Niech z1, z; € C beda dowolnymi liczbami zespolonymi.
1. Réznicg liczb zespolonych okre$lamy wzorem:

d
21 — 29 def 21+ (—z2).

Yy
Z1
21—22

22

—z5

Rys. 1.1.4. Interpretacja geometryczna réznicy liczb zespolonych.

2. lloraz liczb zespolonych okreélamy wzorem:

2 deile ~—1—, oile z3 #0.
z2 22

Uwaga. Wszystkie reguly czterech podstawowych dziatan algebraicznych (dodawa-
nie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie) znane dla liczb rzeczywistych obowiazuja
takze w zbiorze liczb zespolonych. W szczegdlnosci prawdziwe sg wzory skréconego
mnozenia, wzér dwumianowy Newtona, wzory na sume wyrazéw ciggu arytmetycz-
nego i geometrycznego itp.

Cwiczenie 1.1.9
Obliczyé:

a) (4,~1) = (=3,5); b) 0.-6)

(—1) —2) . (

Gy Yoy
Fakt 1.1.10 (zbidr liczb rzeczywistych jako podzbidr zbioru liczb zespolonych)
Liczby zespolone postaci (z,0), gdzie
z € R, maja nastepujace wlasnosci:

1. (21,0) + (z2,0) = (z1 + z2,0); ’ c
2. (21,0) = (z2,0) = (z1 — z2,0);
3. (21,0) - (22,0) = (21 - £2,0); | R =
. Ei—::% _ (%’0)’ gdie 3 # 0, Rys. 1.1.5. Zbiér R jest podzbiorem C.



Uwaga. Z wtasnosci tych wynika, ze zbidr RY {(z,0) : z € R} mozna utozsa-
miaé ze zbiorem liczb rzeczywistych R. Bedziemy pisali zatem z zamiast (z,0).

1.2 Postac algebraiczna
i sprzezenie liczby zespolonej

Liczbe zespolona (0, 1) nazywamy jednostka urojona 1 oznaczamy ja przez ¢;

i € 0,1).

O Cwiczenie 1.2.2
Uzasadnié, ze liczba 1 jest rozwiazaniem réwnania z2241=0.

M Fakt 1.2.3 (postaé algebraiczna liczby zespolonej)
Kazda liczbe zespolong mozna jednoznacznie zapisal w postaci:

z=1z+1y, gdzie z,y € R.

Uwaga. Ten sposéb przedstawiania liczb zespolonych nazywamy ich postacia al-
gebraiczng. Nie kazde przedstawienie liczby zespolonej w formie z + iy jest jej
postacia algebraiczna. Niezbedne jest dodanie warunku z,y € R. Np. przedsta-
wienie 1+ i(—21) nie jest postacia algebraiczna liczby 3.

¢

; B
Niech z + 7y bedzie p

ostacia algebraiczna liczby zespolonej z. Wéwczas:

1. liczbe = nazywamy czescig rzeczywista (z tac. realis) liczby zespolonej z, co
zapisujemy
Rez ¥ z;
2. podobnie liczbe y nazywamy czeécia urojona (z tac. imaginalis) liczby zespolo-
nej z, co zapisujemy
def
Imz = y.

Liczbe zespolong postaci iy, gdzie y € R\ {0}, nazywamy czysto urojong.

4 Imz
o$ urojona
11‘
. Re z
liczba . — bt 1 z
v >
czysto urojona liczb ) X
rzeczywxs!a. !
1
|
1
o z  o$ rzeczywista . :
tyf-———-———=—=3=
z=z+1y
Rys. 1.2.1. Osie rzeczywista i urojona Rys. 1.2.2. Interpretacja geometryczna

na ptaszczyZnie zespolonej. postaci algebraicznej liczby zespolonej.



Uwaga. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie liczb zespolonych w postaci alge-
braicznej wykonujemy tak jak dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomiandw
zmiennej %, przy warunku i? = —1. Przy dzieleniu przez liczbe zespolong z + iy,
gdzie z,y € R, nalezy dzielna i dzielnik pomnozy¢ przez liczbe z — iy, aby w
mianowniku uzyskaé liczbe rzeczywistg,.

0 Cwiczenie 1.2.5
Obliczyé:
2) (1-v3i) + (1+V2); b) Bi-2)—(1—-2); o (142)(=3+4i); d) 25

2—1°

O Cwiczenie 1.2.6
Niech z, z;, z0 € C. Uzasadnié réwnoséci:

a) Re (21 +22) = Rez1 + Rez; b)Im (214 2) = Imz; + Im 2;
c) Re (iz) = —Im z; d) Im (1z) = Re 2.
® Fakt 1.2.7 (o réwnoSci liczb zespolonych w postaci algebraicznej)

Dwie liczby zespolone sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich czesdci rzeczywiste i
urojone sg réwne, tzn.

Re z; Re 2z,

=% { Imz; = Imz,.

0 Cwiczenie 1.2.8
Wyznaczyé wszystkie liczby zespolone spetniajace podane warunki:

a) 22 4 47 = 0; b) Rez —3Imz=2; «c)Re (iz) > 1;
z+2 3z 41 2

d = ; —6z+10 = 0.

Vi =2 9 +

® Definicja 1.2.9 (sprzezenie liczby zespolonej)
Sprzezeniem liczby zespolonej z = z + iy, gdzie z,y € R, nazywamy liczbe zespo-

long Zz okreslona wzorem:

d .
Eéf:c—zy.

Liczba sprzezona do liczby zespolonej jest Je] obrazem w symetrii wzgledem osi
Rez (rys. 1.2.3).

Bt 1] .

Rys. 1.2.3. Interpretacja geometryczna sprz¢zenia liczby zespolonej.



M Fakt 1.2.10 (wlasnosci sprzgzenia liczb zespolonych)
Niech z, z1, zo0 € C. Wtedy

1. 21 + 22 =21 + 73; 2. 21— 29 =71 — 2

3.21 23 =71 - 23; 4. (Z—l):z;-}_,oilen;éo;
2 23

5.2+ 7z =2Rez 6. z—7%z=2i1lmz;

7. () = z; 8. Im (z) = —Im(2).

Uwaga. Réwnoéci podane w punktach 1.1 3. sa prawdziwe takze dla dowolnej
liczby odpowiednio sktadnikéw i czynnikéw.

O Cwiczenie 1.2.11
Rozwiazaé réwnania:

a)2z+(3—-1)Z=5+4i; b)z+i=z+3;
c)z-z+(z2—%) =3+ 27 d)z+z+i(z—-2) =5+ 31

O Cwiczenie 1.2.12
Uzasadnié¢ podane réwnowaznosci:

a) liczba zespolona z jest liczba rzeczywista <= z =2z <= Imz=0;
b) liczba zespolona z # 0 jest liczba czysto urojong <= z = =z < Rez=0.

1.3 Modut i argument liczby zespolonej

® Definicja 1.3.1 (modut liczby zespoloney)

Modutem liczby zespolonej z = z+1y, gdzie x,y € R nazywamy hcz,be; rzeczyw1stac
|z| okreslong wzorem:

Uwaga. Modut liczby zespolonej jest uogdlnieniem wartosci bezwzglednej liczby
rzeczywistej. Geometrycznie modut liczby zespolonej z jest odlegtoscia punktu 2
od poczatku uktadu wspétrzednych (rys. 1.3.1). Modut réznicy liczb zespolonych
21, 29 jest dtugodcia odcinka laczacego punkty zi, 29 plaszczyzny zespolone) (rys.
1.3.2).

Im z Im z
22

|z1—22|

|
I
1
|
]
T Re z Ol

Rys. 1.3.1. Interpretacja geometryczna Rys. 1.3.2. Interpretacja geometryczna
modulu liczby zespolonej. modulu réznicy liczb zespolonych.



0 Cwiczenie 1.3.2
Obliczy¢ moduly podanych liczb zespolonych:

Vi

. . 1
a)z=—1; b)z=—1+ 33 c)z—E—zT,

d) z=-5—12:.

W Fakt 1.3.3 (wlasnosci modubu liczby zespolonej)
Niech 2, z1, 2z € C. Wtedy
L [z] = 2] = |-2l; 2. z-7=|z|°;
21

Z2

:—I—, oile z3 # 0;

5. |21 + 22| < |21 + |22]; 6.||z1[—|z2||<|zl—-zg|;

z|2
|21]
|22

3. |21 za] = |21 - |22 ;

7. [Rez| < [z, [Imz] < |2l; 8. [Re (2122)] < |21 ]|

Uwaga. Warunki podane w punk-

tach 3.1 5. powyzszego faktu praw- Im 2

dziwe sg takze dla dowolnej liczby z2
odpowiednio czynnikéw i sktadni- 2|
kéw. W szczegdlnosci mamy |2"| = |22,

|zI* dla n € N. Nieréwno§ 5. l21422]
Jest nazywana nierdwnosciq trdjkqta
(rys. 1.3.3). Przy obliczaniu ilorazu
liczb zespolonych z; 1 zy # 0 wygod-

nie jest zastosowaé tozsamosé: Izl -

z1t+22

— =0 Rys. 1.3.3. Interpretacja geometryczna
22 |22] nieréwnosci tréjkata.

Interpretacje geometryczne réwnan i nieréwnoéci z modutem

Im 2z 4Im z 4Im z

0

|z =zl =17 |z =zl <7 |z — 2zl <P




“mm “ “l
e

o Re z
r<|z—2z| <R

Re z o Re z
|z — 21| = |z — 22| |z — 21| < |z — 23] |z — 21| > |z — 22]

0 €wiczenie 1.3.4

Korzystajac z interpretacji geometrycznej modutu réznicy liczb zespolonych narysowac
zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki:

a) |z +1] =3; b) |21z + 6| < 4; c)2<|z+2-1i<3
. z—3 z+1
= —z|; — | <
d) |z + 5| = 13i — z; e) -3 > 1; f) peprd AR
) il =2 W Azod<lsh D alz—1l< |1 <6z 1l

Cwiczenie 1.3.5
Uzasadnié, ze réwnosé |z1 + zzl2 + |z1 — zzl2 =2 (|z1 |2 + |zz|2) jest prawdziwa dla do-
wolnych liczb zespolonych zi1, z2. Podaé interpretacje geometryczna tej tozsamosci.

Definicja 1.3.6 (argument i argument gtd /
Argumentem liczby zespoloneJ z== + 1y ;é 0, gdzxe z,y 6 R, nazywamy kazda
liczbe ¢ € R spelniajaca uklad réwnan:

xz
COS Y = m,
sin = m

Przyjmujemy, ze argumentem liczby z = 0 jest kazda liczba ¢ € R. Argumentem
gléwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy argument ¢ tej liczby spelniajacy



nierédwnoéci 0 < ¢ < 27. Przyjmujemy, ze argumentem gtéwnym liczby z = 0 jest
0. Argument gléwny liczby zespolonej z oznaczamy przez argz. Kazdy argument
¢ liczby zespolonej z # 0 ma postaé

o = argz + 2k, gdzie k € Z.

P \\\ 7] arg z
AN
¥ \
N o Re z

‘\ o / Re z
\\ ///
\\ /.//
o r4
Rys. 1.3.4. Argumenty liczby Rys. 1.3.5. Argument gtéwny liczby
zespolonej. zespolonej.

Uwaga. Argumenty liczby zespolonej sa miarami kata zorientowanego utworzo-
nego przez dodatnig czesé osi rzeczywistej i wektor wodzacy tej liczby (rys. 1.3.4).
Argument gtéwny liczby zespolonej jest najmniejszg nieujemng miarg kata zo-
rientowanego utworzonego przez dodatnia czeéé osi rzeczywistej 1 wektor wodzacy
tej liczby (rys. 1.3.5). Czasem wygodnie jest przyjaé, ze argument gtéwny liczby
zespolone] Jest liczbg z przedziatu (-, 7.

0 Cwiczenie 1.3.7
Znalez¢ argumenty gléwne podanych liczb zespolonych:
a) z = 2; b) z = c) z=—m;

1 V3,

d) z =3 - 33 e)z:—-z———é—z; f) z = -3 + 4u.

W ¢éwiczeniu f) wykorzystaé kalkulator.

Postacie algebraiczne liczb zespolonych o argumentach k% i k%

Im 2z Im 2
4L
_sg_‘_ s?, 24 2;
X/ \% #
-1 1 Rez
7 \ )
_l_)@i \—<>»——’)l_ 35 S~ ——/
2 2 —1 2 2 w —Z
Rys. 1.3.6. Liczby zespolone o mo- Rys. 1.3.7. Liczby zespolone o mo-

dule 1 i argumentach postaci k%. dule 11 argumentach postaci k%



Im z

Uwaga. Podzielenie liczby ze-
spolonej z # 0 przez jej mo-
dut pozwala uzyskaé liczbe
zespolong o module 1 1 tym

samym argumencie; // ! Rez

'i‘ =1 dla z#0. 1
|z

Rys. 1.3.8. Przeksztalcenie liczb zespolonych

do postaci o module 1.

® Fakt 1.3.8 (o0 argumentach sprz¢zenia, liczby przeciwnej oraz odwrotnosci)
Niech z # 0 bedzie dowolna liczbg zespolona. Wtedy

1. arg (%) = 27— arg z;

2. arg (—z) =

argz+m, gdy 0< argz<m,
argz —m, gdy =< argz<?2m;

1
3. arg (— = 27— arg z.
z
Interpretacje geometryczne réwnan i nieréwnosci z argumentem

Im z

i

_Ocr ‘ Re z (o]

Im z

o Re z o] Re z
arg (z — 20) = « a<garg (z—20) <P
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0 Cwiczenie 1.3.9
Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych, ktére speiniaja podane warunki:

. 2
a) argz = g; b) arg (z + 1) = m; c)arg(—z) = ?ﬂ.;
1 5T _ 3T T 3T

4) arg (3) =, ) arg () = 7 07 <ams< Ty

™ T 3T N T 1 T

— y . —_ - —_— —_ < s —_—
O F<ag+i-a<m )T <ag(?)< )2 <arg (1) <35
. — ™ T T 1
j) arg (<7) > W -f <)<l D () <

1.4 Postac trygonometryczna liczby zespolonej

M Fakt 1.4.1 (postaé trygonometryczna liczby zespolonej)
Kazda liczbe zespolona z mozna przedstawié¢ w postaci:

z =r(cosp + isingp),

gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Liczba r jest wéwczas modutem liczby z, a ¢ jednym z
Jjej argumentéw (rys. 1.4.1).

Im 2z

A

(0] Rez

z

Rys. 1.4.1. Interpretacja geometryczna postaci
trygonometrycznej liczby zespolone;j.

0 Cwiczenie 1.4.2
Podane liczby zespolone zapisaé w postaci trygonometrycznej (w razie potrzeby wyko-

rzystaé kalkulator):

a) z=—1; b) z =1+ c)z:—%—?i;

d)z=3+1; e€)z=4-—73 f) z=—-2+14.
® Fakt 1.4.3 (réwno$¢ liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej)
Liczby zespolone z; = ry(cosp; +isingi), 22 = ry(cos gy + isin ©2), gdzie

r1, 2 2 0 oraz @1, ¢y € R, sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy:

ry=ry =0 albo r; =7, >0 oraz ¢; = s + 2k7 dla pewnego k € Z.



® Fakt 1.4.4 (mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej)
Niech z; = r1 (cos 1 +isingpy), 22 = T2 (cos g + isings), gdzie ry, T2 2 0 oraz
©1, @2 € R, beda liczbami zespolonymi. Wtedy

21 - 29 = rirg [cos (g1 + p2) +isin (o1 + p2)];

21
zZ2 T2

Im z

21°22

22

rira N\ P11 H¥2

T2 $2 \r

o

Rez

Rys. 1.4.2. Mnozenie liczb zespolonych
w postaci trygonometrycznej.

21

T1

= [cos (p1 — ¢2) + isin (@1 — p2)], oile 22 # 0.

o

Re z

Rys. 1.4.3. Dzielenie liczb zespolonych
w postaci trygonometrycznej.

Inacze] méwiac, przy mnozeniu liczb zespolonych ich moduly mnozymy, a argu-
menty dodajemy (rys. 1.4.2). Podobnie, przy dzieleniu liczb zespolonych ich mo-
duly dzielimy, a argumenty odejmujemy (rys. 1.4.3).

Uwaga. Pierwszy ze wzoréw w ostatnim fakcie jest prawdziwy takze dla dowolnej

liczby czynnikéw.

0 Cwiczenie 1.4.5

Korzystajac z postaci trygonometrycznej obliczyé podane iloczyny:

c) (10 —10v/35) (2 — 21) .

a) (1—14) (V3+1); b) (4449 (=3 +3i);

0 Cwiczenie 1.4.6

Korzystajac z postaci trygonometrycznej obliczyé podane ilorazy:

2421 1—+/31
a) . .

31

= b )
1— ) V3+i

<)

1414

Niech z, z1, z3 € C oraz niech n € N. Wtedy
1. arg(z122) = argz; +argzy +2krdlak =0 lub k = —1;
2. arg(z") = nargz + 2kw dla pewnego k € Z;

Fakt 1.4.7 (o argumentach iloczynu, potegi oraz ilorazu)

3. arg <—;—1> =argz —argzz +2knrdlak=0lub k=1,0ile 2o #0.
2

Uwaga. Liczbe k dobieramy (w zaleznoéci od wartoéci 2, 21, 22 oraz n) w ten
sposéb, aby argument gléwny nalezal do przedziatu [0, 27) .



22 Liczby zespolone

0 Cwiczenie 1.4.8
Znalei¢ zbiory liczb zespolonych z spelniajacych podane warunki:

a)z*=(2)°; b)=-3 c¢)2=-8 d)E-z4=%.

0 Cwiczenie 1.4.9
Znalez¢ zbiory liczb zespolonych z spetniajacych podane warunki:

. 3 ]
a) arg [(1 +1)z] = —25; b) g < argé < 32[; c) arg (z‘*) =x; d)arg (zs) <

NE

o Cwiczenie* 1.4.10
Obliczy¢ (5 — 1)*(1 + 1) i nastepnie uzasadnié¢ réwnosé

L 4 arct ! arct !

g~ ey & 239
Réwnoéé te zwana wzorem Machina stosuje sie do obliczen przyblizonych liczby 7. Ko-
rzysta si¢ przy tym z rozwiniecia funkcji arctgz w szereg potegowy

o 2n+1

ntT
arctgz = E (-1) 1
n=0

W Fakt 1.4.11 (wzdr de Moivre’at)
Niech 2z = r(cosp + isin ), gdzie r > 0, ¢ € R oraz niech n € N. Wtedy

2" = 71" (cosnp + isinnyp).

Im z

e

o Re z

Rys. 1.4.4. Ilustracja do wzoru de Moivre’a.

0 Cwiczenie 1.4.12
Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczyé podane potegi liczb zespolonych:

a) (1414 b) (V8- i)GO ;©) (\/51 - \/5)“ .

o Cwiczenie 1.4.13
Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazi¢ podane funkcje kata ¢ przez cos ¢ i sin ¢:

a) cos3p; b)sindyp; c) cos6p.

SAbraham de Moivre (1667- 1754), matematyk angielski pochodzenia francuskiego.



1.5 Postaé¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Dla p € R liczbe zespolona cos ¢ + isin ¢ oznaczamy krétko przez e'¥;
e 2 cos @+ isinep.

Imz

e'?

-} Re z

Rys. 1.5.1. Interpretacja geometryczna liczby e'’.

0 Cwiczenie 1.5.2

Obliczyé wartosci podanych wyrazer i zaznaczyé je na plaszczyznie zespolonej:
13 . )
a)e 2; b)e™; )€™ d)e ¢

i oe)e; ) e %,
® Fakt 1.5.3 (wiasnosci symbolu €'?)

Niech ¢, @1, @2 beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz niech k bedzie do-
wolng liczbg calkowita. Wtedy

1. eile1tea) — i1 iz, 2. gilvr—w3) — e
) ei‘p2 )
3. (eicp)k — eik(p; 4. ei(<p+21c1r) — eitp;
5. ¢ £ 0; 6. &% = "2 &> ¢, = py + 27, gdzie | € Z,
7. |ei“’| =1 8. arg (¢'?) = ¢ + 2i7 dla pewnego | € Z.
0 Cwiczenie* 1.5.4
Uzasadni¢ wzory podane w powyzszym fakcie.
® Fakt 1.5.5 (wzory Eulera')
Niech z € R. Wéwczas zachodza wzory:
eia‘ + e—i:: . ei:r: _ e—ix
osT = ———; Sing = ————

TLeonard Euler (1707-1783), matematyk, fizyk i astronom szwajcarski.




e'¥ —eT ¥ =2:isin ¢

Im 2
1 ‘ 1
el? —e T ¥, Ciad
1 tsin ¢
1
1
t
¥ o \ Rez ¥ Re z
cosepl! 7/ i
o 5, etP+e~ ¥ =2cos ¢ o
|
|
'
|
e et

Rys. 1.5.2. Ilustracja wzoréw Eulera.

O Cwiczenie 1.5.6
Korzystajac ze wzoréw Eulera wyrazié podane funkcje w zaleznosci od sinuséw i cosinu-
sow wielokrotnosci kata z:

a)sin®z; b)cos’z; c)sin*z; d)cos’z; e)sin®z.

Uwaga. Otrzymane zaleznosci wykorzystuje si¢ do obliczania calek postaci:

/sin"zdz, /cos"zdz, gdzie n € N.

O Cwiczenie 1.5.7
Korzystajac ze wzoréw Eulera przedstawié¢ podane iloczyny w postaci sum sinuséw i
cosinuséw:

a)sinacosf; b)sinasinfsiny; c) cosacosf cosycosé.

0 Cwiczenie* 1.5.8
Obliczy¢ sumy:
a) 14 cos2z +cos4z + ...+ cos2nz; b)sinz +sin 2z +sin 3z + ... + sinnz.

® Fakt 1.5.9 (postaé wyktadnicza liczby zespolonej)
Kazda liczbg zespolong z mozna zapisaé w postaci wyktadniczej, tj. w postaci

z =re'?,
gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Liczba r jest wéwczas modutem liczby z, a ¢ jej argu-

mentem.

0 Cwiczenie 1.5.10
Podane liczby zespolone zapisaé¢ w postaci wyktadniczej:

a)z=-1; b)z=1+41 c)z=—i; d)z=1-+3; e) z=—2+T.
W ¢Ewiczeniu e) wykorzystaé kalkulator.



® Fakt 1.5.11 (o réwnosci liczb zespolonych w postact wyktadniczej)
Niech 71,7y > 0 oraz o1, p2 € R. Wéwczas

riet?t =ryet?? &= r; =ry=0 albo ri=ry>0 oraz ¢ =py+2km, gdzie k€ Z.

® Fakt 1.5.12 (dzzalanza na liczbach zespolonych w postact wyktadniczej)
Niech z = re'?, z; = r1e'®, z9 = reei?2 | gdzie r,ry, 72 > 0 oraz o, 1,92 € R,
bedg liczbami zespolonymi. Ponadto niech & bedzie liczba catkowita. Wtedy

1. z=re ', 2. —z = relltm);
11 . k kgike.
3. —=Ze*? oilez #0; 4. " =r"e
z T
. z1 ™ - .
5. 21 29 = rlrge’(“""'“’?); 6. L= Lleilvrme2) oile 29 £ 0.
Z2 r2
Imz
ei¥ s
Rez Rez
Rys. 1.5.3. Interpretaqa. potegowania Rys. 1.5.4. Interpretacja mnozenla
liczby e'? liczby zespolonej przez liczbe e'?

0 Cwiczenie 1.5.13
Korzystajac z postaci wykladniczej liczby zespolonej znalei¢ i narysowaé zbiory liczb
zespolonych z spelniajacych podane warunki:

a) 22 =% b) |z4:z; )2 (@) =-1 d) 2 =3 e) 2°=(2+20)°.

1.6 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

® Definicja 1.6.1 (pierwiastek z liczby zespolonej)

Pierwiastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy kazda hczbq 7espo-
lona w spelniajaca réwnosé:
w" = z.

Zbiér pierwiastkéw stopnia n z liczby zespolonej z oznaczamy przez Yz,

Uwaga. Symbol /" ma inne znaczenie w odniesieniu do liczb rzeczywistych, a
inne do liczb zespolonych (w tym takze rzeczywistych traktowanych jak zespo-
lone). Pierwiastek w dziedzinie rzeczywiste]j jest okreslony jednoznacznie i jest to
funkcja R — R dla n nieparzystych oraz funkcja [0,c00) — [0, 00) dla n parzy-
stych. Pierwiastkowanie w dziedzinie zespolonej jest natomiast szukaniem rozwia-
zah réwnania w" = z, zatem </z jest zbiorem rozwigzan tego réwnania. Symbolu



pierwiastka w dziedzinie zespolonej nie wolno uzywaé do obliczen, gdyz jest on
niejednoznaczny, a podstawowe wzory dla pierwiastkéw, prawdziwe w dziedzinie
rzeczywistej, tutaj nie maja sensu. Ponizsze zestawienie ilustruje omawiane réz-
nice:

| w R ] w C ]
Vi=2 V4 ={-2,2}

Vi=1 V1={1,i,—1,—i}
V/—1 nie istnieje V-1= {i,—1}
Vit = g2 \/z_:{zz,—zz}
Vsl | Ve ={n-)

0 Cwiczenie 1.6.2
Wybierajac dogodna postaé liczb zespolonych obliczy¢ z definicji podane pierwiastki:

a) V=T+241; b) V=1, ) v=2-2i; d) Y1+ o5

W ¢éwiczeniu d) wykorzystaé kalkulator.

B Fakt 1.6.3 (wzdr na pierwiastki z liczby zespolonej)
Kazda liczba zespolona z = r (cos ¢ + isin ®), gdzie 7 > 0 oraz ¢ € R, ma doklad-
nie n pierwiastkéw stopnia n. Zbiér tych pierwiastkéw ma postacé:

\"/;: {zo,zl,...,zn—l}»

gdzie z; = %(cosso-*-ym +isin<p+n2k7r) dla k=0,1,...,n—1.
n

Uwaga. Zbidr pierwiastkéw nie zalezy od wyboru argumentu liczby zespolone;j.
Jezeli ¢ jest jej argumentem glédwnym, to pierwiastek 20 = {/r (cos L + 7sin f)
ma najmniejszy nieujemny argument. Dla innych argumentow pierwia:?tek zy mgz'e
by¢ potozony w dowolnym z n miejsc. Ponadto dla k = 0,1,...,n — 2 prawdziwa

Jjest zaleznoéé:
k+1
2 .. 27 2r . 2\ **t
Zk41 = 2k | COS— +128In — | = 29 | cos — + ¢sin — .
n n n n

Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkéw

Zbidr pierwiastkéw stopnia n > 3 z liczby zespolonej z = r(cos ¢ + isin ), gdzie
r = |z| oraz ¢ = argz, pokrywa sie ze zbiorem wierzchotkéw n—kata foremnego
wpisanego w okrag o promieniu {/7 i $rodku w poczatku uktadu wspétrzednych.

Jeden z wierzchotkéw tego wielokata jest w punkcie z, = Ir (cos L + isin f) ,
n n

a katy migdzy promieniami wodzacymi kolejnych wierzchotkéw sa réwne il (rys.
n
1.6.1).



Rys. 1.6.1. Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkéw z liczby zespolonej.

0 Cwiczenie 1.6.4
Obliczyé i narysowaé podane pierwiastki z liczb zespolonych:

a) V/8i; b) ¥/=27; ¢ W—%-{—?i; d) ¥1; e) V3+T1.

W éwiczeniu e) wykorzystaé kalkulator.

0 Cwiczenie 1.6.5
Rozwiazaé podane réwnania kwadratowe:

a) 2243243 —-i=0; b) 22+ (2i-1)z+1+5i=0.

O Cwiczenie 1.6.6
Znalezé wszystkie rozwiazania podanych réwnan:

a) 2 = (1+20)'% b)2®=(1-1)% ) (z—1)* = (1z + 3)%; d*) (z+1)° +2° =0.

1.7 Dowody wybranych twierdzen i faktow

B Dowéd Faktu 1.2.3 (postaé algebraiczna liczby zespolonej)
Zauwazmy, ze (z,y) = (z,0) + (0,y) = (z,0) + (0,1)(,0), co po utozsamieniu liczb
postaci (z,0) z liczbami z oznacza, ze z = z +1y dla z,y € R. Jednoznaczno$é tego
przedstawienia wynika z tego, ze gdyby jednoczeénie zachodzit zwiazek z = 1 + 1y1 dla
21,91 € R, to mieliby$my (z1,0)+(0,1) (y1,0) = (z1,91) = (2,¥), a wigc T1 =T, 1 = ¥.

M Dowéd Faktu 1.2.10 (wlasnosci sprzezenia liczb zespolonych)
Udowodnimy wlasnosci 1., 4. i 5. pozostawiajac pozostate Czytelnikowi. Niech z = z4+1y,
21 =11 +1y1, 22 = T2 + 1y2, gdzie z,y, 21,41, T2, y2 € R. Wtedy

1. z1i+ 22 = &1 4 1y1 + 72 + 1y2 = (71 + z2) + 1 (v1 + 32)
(z1+z2) —i(y1 +y2) =21 — 191 + T2 —1y2 = Z1 + Z2.

I

4 (2_1) _ [zt ) _ (s tiy) (g2 —iye) _ ziz2 tyiye | T2y — Tiyz,
' T2 + 1Y2

22 (=3 +v3) 3 + 93 T3 +y3
_ TyT2 + Y192 _ T2y1 — Stlyzl, _ (1;1 —iyl)(ZQ +iy2) 3 — 1 _ E_l
3 + 93 23 + 93 % +y3 T2 — Y2 Z

5. z+% = (z+1y)+(z—iy) =2z = 2Re z.
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B Dowdd Faktu 1.3.3 (wtasnosci modutu liczby zespolonej)
Niech z = = 414y, z1 = z1 + 1y1, 20 = 22 + iy2, gdzie z,Y,T1,¥1,%2,y2 € R. Wtedy

Lo 7 = lz—dyl = /22 + (-y)* = /a2 + 92 = |z],
=2l = Iz =iyl = (=2l + (=9 = Vo + 42 = |2,

2. 27 = (z+iy)(z—1y) = 2 —(iy)* = 22 +y* = |2|°.

3. Korzystajac z wlasnosci 2. otrzymamy
122’ = (5122) (m122) = 1w B B2 = (0171) (22%2) = |21 |22 = (|21 |2a])? -

Pierwiastkujac obustronnie dostaniemy zadana réwnoéé.

4. Wykorzystujac poprzednie wlasnosci mamy

Z1 Ez

o = — laZl = = |a|za] =

21 - = —_|zn = 1“1l
|22[? |22 ? |22

5. Wykorzystamy interpretacj¢ geometryczna liczb zespolonych. Rozwazana nieréwnosé

Jest relacja miedzy dlugodciami bokéw tréjkata o wierzchotkach w punktach 0, z1, z1 + 2.

Bezposrednie uzasadnienie tej nieréwnoéci ma postaé

|21]
-

z2 |22|?

o1+ 2l < Jaal |22l <= \[(01 422 + (11 + 02)* < VR TR+ VBT R
<> 2} + 22120 + 25 + 4 +2y192 + y3

Szl +yl 420/ +u2/22 + 12 + 22 + R e
<= 122 + n1y2 < /22 +yivz3 + 93

= (172 + y192)° < (zf + ?/f) (Zg + yg)
= (z172)° + 221229192 + (v192)?

< (2122)° + 2393 + 4323 + (y192)?
<= (z192)° — 2(z111) (z211) + (z291)° = (2192 — z291)% > 0.

6. Z poprzedniej nieréwnosci wynika, ze

|z1] = |21 ~ 22 + 22| < |21 = 22| + | 22|
oraz
|z2] = |22 — 21 + 21| lz2 — z1| + |21] .
Zatem
—la = 2| <lal =zl <l - 2|, wiee ||a]-|2]] < | — =]
7. Mamy

Rez=z<z|=va? <22 +y? =2, Imz=y<|yl=v/42 < /22 +¢% = |z].



8. Uzasadnieniem tej nieréwnosci jest podany nizej ciag réwnowaznych nieréwnosci

|Re (2122)| < | 21| 22| <= |z122 + y192| < V23 + v3V/25 + 93

= (z122 + 9132)” < (23 +9]) (23 +93)

= (2132) + 221229192 + (1122)°
< (z172)? + 2393 + vizh + (n1y2)’
= (z192)® — 281223192 + (z201)° = (T192 — z231)° 2 0.

B Dowéd Faktu 1.4.1 (postaé trygonometryczna liczby zespolonej)
Dla liczby z = 0 mamy r = |z| = 0 i 16wno$¢ zachodzi dla dowolnej wartosci ¢ € R. Dla
z # 0 mamy
Y

. T .
z=1 +1iy = |2| (m+z-|——

zl) = r(cosp + isin @),

gdzie r jest modulem, a ¢ argumentem liczby z. Gdyby réwnos¢ z = 1 (cos 1 + isin ¢1)
zachodzita dla innych liczb r1 > 0, ¢ € R, to mieliby$my

|z| = \/(:1 cos gol)z + (r1sin <p1)2 =r=r.
7 ukladu réwnah cosp; = cos ¢, sing, = sinp wynika zwiazek ¢1 = @ + 2kw, gdzie

k € Z. Zatem liczba ¢, tez jest argumentem liczby z.
M Dowéd Faktu 1.4.11 (wzdr de Moivre’a)

Dowéd przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej. Dla n = 1 wzdr jest oczywisty.
Zalézmy, ze wzdr jest prawdziwy dla liczby naturalnej n. Mamy zatem

2" = r"(cos np + isin nep).

Pokazemy, ze wzdr ten jest prawdziwy dla liczby naturalnej n + 1. Mamy

zal.
" = 2"z = [r" (cosnp + isin np)][r (cos ¢ + isin )]
ind.

= "1 [cos np cos ¢ — sin nsin  + i (sin ne cos @ + cos nesin p)]
7™+ [cos(n + 1)¢ + isin(n + 1)¢] .

7 zasady indukcji matematycznej wynika, ze wzdr jest prawdziwy dla dowolnej liczby
naturalnej n.

B Dowéd Faktu 1.6.3 (wzdr na pierwiastki z liczby zespolonej)
Szukamy wszystkich rozwiazah réwnania w”™ = z. Niech w = g(cosa + isin o), gdzie
¢ > 0 oraz a € R, bedzie rozwiazaniem tego réwnania. Wtedy, po zastosowaniu wzoru

de Moivre’a, otrzymamy

w™ = o"(cos na + isin na) = r(cos ¢ + isin p).

o + 2km

Stad wynika, ze ¢" = r oraz na = p+2kw, gdzie k € Z. Zatem o = roraz a =
n

. 2k .. 2k L . Lo
Niech zx = ¥/t (cos L +n L + ¢sin L +n W) bedzie pierwiastkiem odpowiadajacym
wartosci k. Z uwagi na okresowo$é¢ funkcji trygonometrycznych pierwiastki zx oraz zx4n
pokrywaja sig, wigc istnieje tylko n parami réinych pierwiastkéw zo, z1,...,2n—1 liczby
zespolonej z.




1.8 Odpowiedzi i wskazéwki

1.1.4 a) (3,-3), (3+v2,-7); b) (4,3), (3v2 - 12, -9 — 4v/2) .

1.1.9 a) (7, —6); b)( u 225);c) (=3,0).

1.2.5 a) 2+ (V2 —v3) i; b) =3+ 5i; ¢) —11 — 2'd)3+14

128a)\/_(1 1), =V2(1—1);b) 243y +iy, y€ R;c) z+iy, 2 € R, y < —1;
)— 22’ e)3—1,3+1.
12.11a)g—?z;b)x—z,xER;c)\/g+i,—\/§+i;d)@.

1.3.2 a) 1; b) 1/10; ¢) 1; d) 13.
1.3.4

a) b)

I
& :

N T EE
s 4 g

e% '}

J

1.3.5 Suma kwadratéw dlugosci przekatnych réwnolegloboku jest réwna sumie kwadra-
téw diugosci wszystkich jego bokéw. Wzér podany w zadaniu Jest nazywany réwnoscia
réwnolegloboku.



1.3.7 a) 0; b) -7-2r—; c) m; d) %r; e) 4%; f) er—+ arctg%.
1.3.9
a) 1 b)

d) e) f)
e ETS
2 =
//‘ / ==

g) h)

2:'
R

Ll =

D) — k) = 1y

I

N . ar .. 4

1.4.2 a) 1(cos + 1sin 7); b) V2 (cos % + tsin %), c)1 (COS ?ﬂ- + tsin %),

d) V10 (cos arctg %+isin arctg %), e) V17 (cos (27r— arctg i) +1isin (27r— arctg i)),
£) V5 (cos (7r — arctg %) +isin <7" — arctg %)))



1.4.5 a) 2\/_(COS (——1—) +isin (——)) b) —24; c) 40v2 (cos( 12)+isin (—Z—;)),
; o . 3= .. 3w
1.4.6 a) 2 = 2 (cos 3 + isin 5), b) —i=1 (cos? + isin __);

2
3\/5 (cos r + ¢sin 1)
2 4 4)"

3,0 .
) ;(1+1) =
1.4.8

Y

suma obu osi

1.4.9
a)

L

\f/ |
lztz —1:l:z

{21,V3+i}

=8

'

v

1.4.12 a) 324; b) 2°°; ¢) —2%4.

1.4.13 a) cos® ¢ — 3 cos @ sin? p; b) 4sin ¢ cos (cos2 ¢ — sin? cp);
6 4 .2 2 .4 .6

c) cos” p — 15cos” psin® p + 15 cos® sin® ¢ — sin .

1.5.2 a) i; b) —1; ¢) 1; d) —l+i£' e) cosl+1sin1; f) cos 2 — isin 2.

- 1
1.5.6 a) ! CZOS 21; b) 3cos1: :—cos3x c) —-cos4z — 5 cos 2z +
d) - cos 5z + c053z+ Ecos:c e) 1 cos 6z + — 3 cosdz — 15 —cos 2z +
16 32 16 32 “C%F T 16

1.5.7 a) 5 [sin(a + B) +sin(a — 8)];
b) i [sin(a +  — 7) +sin(@ = B+ 7) —sin(a — f — 7) — sin(a + 8 + 7)];
c*) Elg- [cos( + B + v+ 6)+cos(a — B+ v + 8)+cos(a + f — v + 8)+cos(a + B + v — 6)

+ cos(e — f — v+ 6)+cos(a — B+ v — &) +cos(a+ B — v — 8)+cos(a — f— v — 5)] .
sin [(n + 1)z] cos(nz)

1.5.8 a) P dla z # k7 oraz n+ 1 dla © = kx, gdzie k € Z;
(n+1)z . nz
D = sin ——
b) 2 T dla = # 2k7 oraz 0 dla z = 2kn, gdzie k € Z.
sin =
2

i i (5 +arctg 3)

1510a)e'"b)\/_ez;)e d)2ea;e)v53e



1.5.13 a) 0, 1, —-12— + i}é—g, —% - i%i-; b) 0, 1; ¢) —1; d) suma szeéciu pélprostych

. k . ‘ .
postaci ¢ = -31 k=0,1,2,34,5; e) 8, 4/3 — 4i, —4/3 — 4i.

144 1—1 —1+1 —l—i}

)

1.6.2 a) {3 +4i,-3 —4i}, b , , ,
a ) ){ﬁ VORRRV
1 V3 (1 3 1 V3 V3
C){l""5+7+'(5+7)’"5'7 =)0
d) {\‘fz_ﬁ cos arc;gS +isin arctg 5 ’ /26 ( cos 27 + arctg5 Lisin 27 + arcth) ’

4 tg 5 ’ s
+isin_—__7r+;rcg )}

i 1o
2

t
V26 (cos Am + arctgd ;rc g5

1.6.4 a) {V3+i,—V3+1,-2i};

3 N3 ~ 3 3 3 38 .3 /3
b) { 5 +ig VB g it g i VR g —i g
0 V3+i —1+ivV3 —v3—i 1-iV3]

2 2 ' 2 2 '

141 . =141 —1-1 . 1—1
d lv y b )_lr y T H
){ V2 V2 V2 ﬂ}

tgl + 2k tg? + 2k

e) { /58 (cos e g35+ " 4isin < g35+ ") k= 0,1,2,3,4}.
1.6.5a)21=—-2—i,22=—1+i;b)z;=2—3i,22=—1+i.
1.6.6a)zl=—3+4i,z2=—%-2\/§+2i—i?i,z3=%—2«/5-2i—3‘2/§i,Z4=-z1,

2y = —22, 26 = —23,

b)a=1-i =3 [(VE-1) + (1 +v) ], 20 = =5 [(1+V8) + (VE-1) ]
1 1

2
. . . 1 . . 1 24+V3.
c) z1 = 1421, 22 = 2, 23 = — 1423 d*) z; = —5+51, Zy = —5—51, 7 === 2\/—1,
. ¢ 2+‘/§iz—-l—2_‘/§iz——l+2_‘/§‘
=73 2 BT 72 ) 2 -



2

WIELOMIANY

2.1 Podstawowe definicje i wlasnosci

Definicja 2.1.1 (wielomian rsec:

Wielomianem rzeczywistym stopnia n € NU {0} nazywamy funkcje W: R— R
okreslong wzorem:

W(z)=anz" +apn_12" ' +.. . +ajz+ aop,

gdzie a; € R dla 0 < k < n oraz a, # 0. Ponadto przyjmujemy, ze funkcja
W(z) = 0 jest wielomianem stopnia —oo. Liczby ay, gdzie 0 < k¥ < n, nazywamy
wspétczynnikami wielomianu W.

Przyktad 2.1.2

1 1
Funkcje P(z) = V3, Q(z) = —2° + Z—z — 15 oraz R(z) = §x9 - 7:c7 + z sg
wielomianami rzeczywistymi odpowiednio stopnia 0, 3 oraz 9.

Definicja 2.1.3 (wiclomian zespolony) o
Wielomianem zespolonym stopnia n € NU {0} nazywamy funkcje W : C— C
okreslong wzorem:

W(z)=cpz" +en 12" 1+ .. . 4 cy2 + co,

gdzie ¢y € C dla 0 < k < n oraz ¢, # 0. Podobnie przyjmujemy, ze W(z) =0 jest
wielomianem stopnia —oo. Liczby ¢y, gdzie 0 < k < n, nazywamy wspdélezynnikami
wielomianu W.

Uwaga. Kazdy wiclomian rzeczywisty mozna traktowaé jako wielomian zespolony
rozszerzajac jego dziedzing z R na C. Tak bedziemy postepowadé przy omawianiu
pierwiastkéw zespolonych wielomianéw rzeczywistych. Wielomian zespolony lub
rzeczywisty bedziemy nazywali krétko wielomianem.

Przyktad 2.1.4
Funkcje W(z) = 1—2i, V(2) = 2> + 1 oraz U(z) = iz'® + (2 — 30)2° + 4 — i s
wielomianami zespolonymi odpowiednio stopnia 0, 2 oraz 15.



Niech P i Q beda wielomianami. Sume, réznice¢ i iloczyn wielomianéw P i Q@
okreslamy w sposéb naturalny, tj. przyjmujemy:

de
(P+Q)(=) & P(z) £ Q),
de
(P-Q)(=) € P(z)- Q).
Uwaga. Oczywiécie suma i iloczyn wielomianéw nadal s3 wielomianami.

0 Cwiczenie 2.1.6
Obliczyé sumy i réznice podanych wielomianéw:

a) P(z) =1-1°, Q(z) = —1+ 5z + z%;

b) P(z) = 22° — 52° + z, Q(z) = 22° — 2z + 3;

c) W(z)=(1+1i)2° =22, V(z) =iz® — 2 =1 +51.
o Cwiczenie 2.1.7

Obliczyé¢ iloczyny podanych wielomianéw:

a) P(z) =4 —12°, Q(z) = 1+ 2z%;

b) P(z)=1-12,Q(z) =2+’ +z + 1;

Q) W(z)=2"+1, V(2) = (1 —1)z° +iz+3 — 21.

Méwimy, ze wielomian S jest ilorazem, a wielomian R resztg z dzielenia wielomianu
P przez wielomian @, jezeli dla kazdego z € R (¢ € C) spelniony jest warunek

P(z) = Q(z) - S(z) + R(z)

oraz stopien reszty R jest mniejszy od stopnia dzielnika Q.
Jezeli R(z) = 0, to méwimy, ze wielomian P jest podzielny przez wielomian Q.

0 Cwiczenie 2.1.9
Obliczy¢ ilorazy i reszty powstale z dzielenia podanych wielomianéw:

a) P(z) = 8z* +32° + 52 -6, Q(z) =z + 1;
b) P(z) =z° +27, Q(z) =2 =32+ 9;

¢) P(z) =42> + 22 — 1 + 3, Q(z) = z — 2i;
d) P(z) =z +1, Q(z) = 2> — 4.

2.2 Pierwiastki wielomianow

cja 2.2.1 (pi

Liczbe rzeczywista (zespolonq) o nazywamy pierwiastkiem rzeczywistym (zespo-
lonym) wielomianu W, jezeli W (o) = 0.




0 Cwiczenie 2.2.2
Sprawdzi¢, ze podane liczby sa pierwiastkami wskazanych wielomianéw:

)i =-1,z2=1,23=—i, 24 =1, W(z) =z - 1
bz =-2,z2=1—14, 23 =141, W(z)=x3—21+4;
c)zr =141, z2=—1-3i, W(z) = 2> + 2iz+ 2 — 4i.

0 Cwiczenie 2.2.3
Nie wykonujac dzialan obliczyé reszty z dzielenia wielomianu P przez wielomian Q, jezeli:

a) P(z) =z* -1, Q(z) =z —2;
b) P(z) ="' +42° +1, Q(z)=2>—1;
) P(z) = 2% 4+ 52, Q(z) =z%+1.
B Twierdzenie 2.2.4 (Bézout*)
Liczba zg jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wie-

lomian P taki, ze
W(z) = (z — zo) P(z).

Uwaga. Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian z —zg jest réwna W (o) -

0 Cwiczenie* 2.2.5
Znalei¢ wszystkie wielomiany W, ktére dla kazdego ¢ € R spelniaja warunek

sW(z — 1) = (z — 26)W(z).

relomianu)

Liczba z¢ jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje wielomian P taki, ze

W(z) = (z — zo)" P(z) oraz P (zo) # 0.

Uwaga. Jezeli z; jest ki-krotnym pierwiastkiem, z jest ko-krotnym pierwiastkiem,
-+ Tm jest kp-krotnym pierwiastkiem wielomianu, to wielomian ten jest podzielny
przez iloczyn

(2 —z1)" (z — 22)* . (z - zm)fm

0 Cwiczenie 2.2.7

Znalez¢ krotnosci pierwiastkéw podanych wielomianéw:
a) 1o =2, W(z)=1z"— 3z +2; b) zo =0, W(z) =1z° — 42°,

)

) 2o = V2, W(z)=z"—-4z% +4; d) zo = —1, W(z) = (22 + 1)4 .

*Etienne Bézout (1730-1783), matematyk francuski.



® Fakt* 2.2.8 (o pierwiastkach wielokrotnych wielomianu)
Liczba g jest pierwiastkiem k—krotnym wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy

W(zo) = Wi (zg)=...= WE=1D (zo) = 0 oraz WH) (zg) # 0.

B Twierdzenie 2.2.9 (o pierwiastkach catkowitych wielomianu)
Niech
W(z) = anz™ + an_1z" 1+ . 4 arz +ao
bedzie wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych oraz niech liczba calkowita

p # 0 bedzie pierwiastkiem wielomianu W. Wtedy p jest dzielnikiem wyrazu wol-
nego ao.

Uwaga. Wielomian o wspélczynnikach catkowitych moze nie mieé pierwiastkéw
catkowitych. Przyktadami takich wielomianéw sg: 23 -2 22+ 1.

Cwiczenie 2.2.10

Znalezé wszystkie pierwiastki catkowite podanych wielomiandéw:

a) W(z) =z° - 22° + 52+ 8; b) W(z) =1z +2° — 52+ 3;

o) W(z)=z* —72° + 4r° +3; d) W(z) =4z —42® - 72° —z - 2.

B Twierdzenie 2.2.11 (o pierwiastkach wymiernych wielomianu)
Niech

W(z) = apz™ + 12" 4. 4 arz +ag
bedzie wielomianem stopnia n o wspétczynnikach catkowitych oraz niech liczba
wymierna E, gdzie p i ¢ sa liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, bedzie

pierwiastkiem wielomianu W. Wtedy p jest dzielnikiem wspdlczynnika ag, a g jest
dzielnikiem wspétczynnika a, tego wielomianu.

Uwaga. Jezeli a,, = 1, to wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu sa catkowite.

0 Cwiczenie 2.2.12
Znalezé wszystkie pierwiastki wymierne podanych wielomiandéw:

a) W(z) = 4z* + 2° - 3z + 1, b) W(z) = 4z° — 182> — 22 + 5;
c) W(z) =24z —102° =3z +1; d) W(z) = 2 + zxz + %m + %

Fakt 2.2.13 (pierwiastki trdjmianu kwadratowego)
Wielomian zespolony W(z) = az? + bz + ¢, gdzie a,b,c € C oraz a # 0, ma dwa
pierwiastki zespolone:

b-6 b+
2a ' 27 T9q

Z] =

gdzie A = 6% = b? — 4ac.



Dla wspélczynnikéw rzeczywistych a, b, ¢ mozliwe sg trzy przypadki:

1. jezeli A > 0, to wielomian W ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste;

2. jezeli A = 0, to wielomian W ma jeden pierwiastek rzeczywisty dwukrotny

21 =22 = %4’
3. jezeli A < 0, to wielomian W nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, ma natomiast
dwa pierwiastki zespolone z;, z3 spelniajace zwiazek 2, = 7.

Cwiczenie 2.2.14

Znalez¢ pierwiastki podanych tréjmianéw kwadratowych:

a) W(z) =2 — 2042 b) W(z) = 22> 4 (6 — 2i)z + 4 — 34;
OW(z)=2"+(2—14)z+3—1i; d) W(z) =62+ (5i—3)z —1—1i.

Twierdzenie* 2.2.15 (wzory Cardana)

Wielomian zespolony W(z) = z® + pz + ¢, gdzie p,q € C, ma trzy pierwiastki

zespolone:
21 =u—+v, 22 :6u+52v, 23 :52u+5v,

—q—96 —q+96 4p3 —1+4+4V/3
gziew® = L% 3= q2+ , A=82=¢+ 2% oraz € = ———;Z—\/_, prz
czym wielkoéci u 1 v nalezy tak dobraé, aby 3uv = —p.

Dla wspétczynnikéw rzeczywistych p, ¢ mozliwe sa trzy przypadki:

3 _q_é - 3 —q+5

o . 2 V2
pierwiastek rzeczywisty z; oraz dwa pierwiastki zespolone zy = Z3;

2. jezeli A <0, to u = v i wielomian W ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste

1. jezei A > 0, to u = 1 wielomian W ma jeden

z1 = 2Reu, z3 =2Re (eu), 23 = 2Re (ezu);

3. Jezeli A = 0, to wielomian W ma trzy pierwiastki rzeczywiste, przy czym co
najmniej dwa z nich sa réwne, tzn.

21:~2§/E, 29 = 23 = 3%.

Uwaga*. Pierwiastki réwnan otrzymane ze wzoréw Cardano maja zwykle skom-
plikowana postaé. Np. pierwiastek z; = 1 réwnania z3 + 3z — 4 = 0 otrzymujemy

w postaci </2 -5+ \3/2 + V5. Kazde réwnanie az3 + b2 + ¢z +d = 0, gdzie

. . b .,
a,b,c,d € C oraz a # 0, mozna przez podstawienie z = y — 3a sprowadzi¢ do
a

postaci y3 + py + ¢ = 0.
Notka historyczna. Wzory na pierwiastki wielomianéw stopnia 3 i 4 zostaly od-
kryte w XVI wieku. Dla wielomianéw stopnia 3 znalazt je Tartaglia!, ucze Car-

"Nicollo Tartaglia (1500-1557), matematyk wloski.



dana, za$ dla wielominéw stopnia 4 Ferrarit. W XIX wieku Abel® i Galois" udo-
wodnili, ze dla wielomianéw wyzszych stopni takie wzory nie istnieja.

Cwiczenie* 2.2.16
Stosujac wzory Cardana znalez¢ pierwiastki podanych wielomiandw:

a) W(z)=z2"+32—4 b) W)=z +2+1; c)W(z):zs—Bz—i-\/g;
d) W(z)=2>—92"+21z -5, e) W(z)= 2 =3242 f)W(z)= ZS_\/§z+§{‘/§,

2.3 Zasadnicze twierdzenie algebry

Twierdzenie 2.3.1 (zasadnicze twierdzenie algebry)
Kazdy wielomian zespolony stopnia dodatniego ma co najmniej jeden pierwiastek
zespolony.

Uwaga. W tabeli ponizej podane sg przyktady réwnan wielomianowych o wspdl-
czynnikach z danej klasy liczbowej, ktére nie maja pierwiastkéw w tej klasie, ale
maja je w nastepnej.

Klasa liczb Oznaczenie Réwnanie
liczby naturalne N z+5=0
liczby catkowite Z 4z +5=0
liczby wymierne Q z2-2=0
liczby rzeczywiste R 22 +3=0
liczby zespolone (o kazde réwnanie ma pierwiastek zespolony

Notka historyczna. Zasadnicze twierdzenie algebry zostato sformutowane w X VIIT
wieku przez Maclaurinall i Eulera. Twierdzenie to prébowali udowodnié najwigksi
matematycy osiemnastowieczni: d’Alembert**, Euler, Lagrange!!. Kilka dowodéw
tego twierdzenia podal Gauss w XIX wieku. W znanych wspodtczesnie dowodach
wykorzystuje sie metody analizy matematycznej lub zaawansowane metody alge-
bry.

M Fakt 2.3.2 (0 przedstawianiu wielomianu w postaci iloczynu dwumiandw)

1. Kazdy wielomian zespolony stopnia n € N ma doktadnie n pierwiastkéw ze-
spolonych (uwzgledniajac pierwiastki wielokrotne).

{Ludovico Ferrari (1522-1565), matematyk wioski.

$Niels Henrik Abel (1802-1829), matematyk norweski.

I Evariste Galois (1811-1832), matematyk francuski.

lColin Maclaurin (1698-1746), matematyk szkocki.

**Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), matematyk i fizyk francuski.
' Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matematyk i fizyk francuski.



2. Niech wielomian W stopnia n € N ma pierwiastki zespolone z; o krotno$ciach
odpowiednio kj, gdzie kj; € Ndlal < j < moraz ky+ ko + ...+ ky, = n.
Wtedy

W(2) =cn(2—21)" (z = 22)2 .. (2 = zn)*™,

gdzie ¢, jest wspdlezynnikiem przy 2" w wielomianie W.

® Przyktad 2.3.3 Imz
Na rysunku obok pokazano przy- .2
ktadowe rozmieszczenie pierwiast-
kéow wielomianu zespolonego stop- 22
nia 6smego. Wielomian ten ma
dwa pierwiastki jednokrotne, jeden
pierwiastek dwukrotny oraz jeden
4-krotny.

L]
Zs=2¢=z7=2g

o Cwiczenie 2.3.4
Podane wielomiany rozlozyé na iloczyny dwumiandw:

a) W(z) = 2% +1; b) W(z) = 2> +1;
<) W(z) =2° +32* +322 4+ 1; d) W(z) =z* +1;
e) W(z) =2 442 + 6;m f) W(z) =2 — (1 + ).

® Fakt* 2.3.5 (wzory Viéte’att)
Niech W(z) = ¢n2” 4+ cn12™ 1 4+ ...+ 12 + o bedzie wielomianem zespolo-
nym stopnia n € N. Wéwczas liczby z1, 29, .. ., 2, sa pierwiastkami wielomianu W
(z uwzglednieniem krotnosci) wtedy i tylko wtedy, gdy

Cn—1
21420+ ... +2, = - ,
Cn
Cn—-2
21z + 2123+ ...+ 2Zp_12y = ,
Cn
< Cn-3
212223 + 212224 + ...+ Zn_o2Zpn_12, = P
n
Co
n
212223 .. . Zn_12n = (=1)"—.
\ Cn

0 Cwiczenie* 2.3.6
a) Obliczyé sumg kwadratéw wszystkich elementéw zbioru v=3;

b) Znalez¢ sume odwrotnosci pierwiastkéw zespolonych wielomianu z*+3z° — 224527,
c) Znaleié pierwiastki wielomianu z* — 2% — 722 4 232 — 20 wiedzac, ze iloczyn dwéch
z nich jest réwny —5.

HFrangois Viete (1540-1603), matematyk francuski.



0 Cwiczenie 2.3.7
Niech W bedzie wielomianem zespolonym o wspélczynnikach rzeczywistych. Sprawdzi¢,
ze W(z) = W (z) dla kazdego z € C.

M Fakt 2.3.8 (o picrwiastkach zespolonych wielomianu rzeczywistego)

Niech W bedzie wielomianem o wspdtczynnikach rzeczywistych. Wéwezas liczba
zespolona zp jest k—krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba Zg jest k—krotnym pierwiastkiem tego wielomianu.

Cwiczenie 2.3.9
Znajac jeden z pierwiastkéw podanych wielomianéw rzeczywistych znalezé pozostale pier-
wiastki tych wielomiandéw:

) W(z)=2>—(2+V3) s +2(1+V8)z-2v3, o1 = 1—3;

b) W(z) =z* — 2+ 2> + 92— 10, z; = 1+ 23;

c) W(m)=z4+ba:2+c, T =2 — 1, gdzie b,c € R;

d) W(z) =z* + 45 + cz? + dz + 100, z; = —3 +1, gdzie ¢,d € R.

Cwiczenie 2.3.10

Sprawdzié, ze liczba z1 = i jest pierwiastkiem wielomianu
W(z)=z2" —(14+1)z>+ (3 +14)2> +(5—3i)z — 51

i nastepnie znale#é jego pozostale pierwiastki.

Przyktad 2.3.11

Na rysunku obok przedstawiono przy-
kladowe rozmieszczenie plewiastkow
wielomianu rzeczywistego stopnia je- ¢
denastego. Wielomian ten ma dwa i
pierwiastki rzeczywiste jednokrotne, je- |
den pierwiastek rzeczywisty trzykrotny, :

Im z

28=2g

Re z
Z23=Z4=2py

dwa pierwiastki zespolone jednokrotne %1
oraz dwa pierwiastki zespolone dwu-

krotne. Widoczna jest symetria zbioru
pierwiastkéw wielomianu wzgledem osi
rzeczywistej.

210=211

M Twierdzenie 2.3.12 (o rozktadzie wiclomianu rzeczywistego na czynniki rzeczywiste)

Niech W bedzie wielomianem stopnia n € N o wspélczynnikach rzeczywistych.
Ponadto niech z; beda pierwiastkami rzeczywistymi tego wielomianu o krotno-
éci kj, gdzie 1 < j < r oraz niech z;, 7;, gdzie Imz; > 0, beda pierwiast-
kami zespolonymi tego wielomianu o krotnosci l;, gdzie 1 < j < s, przy czym
(k14 ...+ k) +2(Li+ ...+ 1) =n. Wtedy

I

W(z) = a, (z — zl)k‘ (= zr)k’ (m2 +piz+ ql) (:1:2 + psz + q,)l' ,



gdzie p; = —2Rez; oraz g; = |zj|2 dla 1 < j < s, a a, jest wspStezynnikiem
wielomianu W przy z".

Inaczej méwiac, kazdy wielomian rzeczywisty mozna przedstawié¢ w postaci ilo-
czynu wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego. Méwimy wéwczas
o rozktadzie wielomianu rzeczywistego na rzeczywiste czynniki nierozktadalne.

Uwaga. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze kazdy wielomian rzeczywisty stopnia
nieparzystego ma pierwiastek rzeczywisty.

0 Cwiczenie 2.3.13
Podane wielomiany przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw rzeczywistych nieroz-
ktadalnych:

a) W(z)=2~8; b) W(z)=z"+16; c) W(z) =¢* — 3z 4 2;
A W(z)=2"-1; e) W(z)=1"+22+1; f) W(z) =z° + 271.

2.4 Utamki proste

® Definicja 2.4.1 (funkcja wymiei‘na) ‘ ‘
Funkcja wymierna rzeczywista (zespolona) nazywamy iloraz dwéch wielomianéw
rzeczywistych (zespolonych), przy czym dzielnik nie jest wielomianem zerowym.

® Definicja 2.4.2 (funkcja'wymi‘ernd 'ibfdsfciwa)
Funkcje wymierng nazywamy wtaiciwa, jezeli stopieri wielomianu w liczniku utamka
okreslajacego te funkcje jest mniejszy od stopnia wielomianu w mianowniku.

Uwaga. Kazda funkcja wymierna jest suma wielomianu oraz funkcji wymiernej
wlasciwej.

o Cwiczenie 2.4.3
Podane funkcje wymierne roztozyé na sume wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwej:
a) z4+41:+1. b) 15+z. c) iz4+22+3—i

z2 +2 341’ 224 2—-1

® Definicja 2.4.4 (ulamk: proste) » . » ‘ »
1. Zespolonym utamkiem prostym nazywamy zespolong funkcje wymierna postaci:

A .
m, gdzie A,a € C oraz ne€ N.

2. Rzeczywistym ulamkiem prostym plerwszego rodzaju nazywamy rzeczywista
funkcje wymierna postaci:

A
m—, gdzie a,A € R oraz n € N.



3. Rzeczywistym ulamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy rzeczywista
funkcje wymierna postaci:

Az + B .
m’ gdzie p,q, A, B,€ R oraz n € N, przy czym A = p?—4q < 0.

® Przyktad 2.4.5
Funkcje wymierne
i 1-3: 1
244" (z—19)° (2 — 14 20)°

s3 zespolonymi utamkami prostymi, a funkcje

-1 5 2
z+2 (z—3)4 %

sa rzeczywistymi utamkami prostymi pierwszego rodzaju.

Natomiast funkcje wymierne

1 2—z T 3z —5H
.’L’2+1’$2+2$+5,(m2+4)20’(1‘2~4.’£+19)100

s3 rzeczywistymi ulamkami prostymi drugiego rodzaju.

® Twierdzenie 2.4.6 (o rozktadzie funkcji wymiernej na utamki proste)
Kazda funkcja wymierna wlaéciwa rzeczywista (zespolona) jest suma rzeczywi-
stych (zespolonych) utamkéw prostych. Przedstawienie to jest jednoznaczne.
1. Zespolona funkcja wymierna wtasciwa

P(z)

en (2 — zl)lcl (z— 22)k2

(2= zm)E

jest suma ki + ko + ... + kn, zespolonych utamkéw prostych, przy czym czyn-
nikowi (z — zi)k‘ odpowiada suma k; utamkéw prostych postaci:
Ai1 n Aiz Ak,

R
-z (z—z) (z— z)*

gdzie A;1, Aia, .. LAk, € Cdlal i< m.
2. Rzeczywista funkcja wymierna whasciwa
P(x)
an(x—ml)k‘(z—xz)kz. . .(:L‘——x,.)k'(z2+p1x+q1)11(x2+p2z+q2)l"". . .(:c2+psx+qs)1’ ’

jest suma ki 4k +. . .+k, 1zeczywistych utamkéw prostych pierwszego rodzaju
oraz Iy + ls + ... + I, rzeczywistych utamkéw prostych drugiego rodzaju, przy
czym



e czynnikowi (z — x;)k‘ odpowiada suma k; utamkéw prostych pierwszego ro-

dzaju postaci:

A Aiz + Ak,
—_ 2 T ki’
PSR P

gdzie A;y, Aia, ..., Air, e Rdla1<i<r,
e a czynnikowi (:L'2 + pjT + qj)lj odpowiada suma /; utamkéw prostych dru-
giego rodzaju postaci:
Bj1:B+C]'1 n Bj2x+Cj2 1 lej17+cjlj
2+ piT+q; (22 +pje+ q;)° (22 4 pjz + ¢;)""

gdzie Bj1, Bjs, .. -y Bji;, Cj1, Cja, . ..,lej €ERdlal<j<s.

o Cwiczenie 2.4.7
Napisa¢ ogélny rozktad podanych zespolonych funkcji wymiernych na zespolone utamki
proste (nie oblicza¢ wspélczynnikéw):
a) 4z+1 )1+i+i22‘ c 23+22. ) 1

22 (z+14)" =16 7 (24102 (241 (2427

0 Cwiczenie 2.4.8
Podane zespolone funkcje wymierne wlasciwe roztozy¢é na sume zespolonych ulamkéw

prostych:
22 z+4 1 22 —222 4238
i b ; - ;o d .
) i Vv Yz 9 216

0 Cwiczenie 2.4.9
Napisa¢ ogdlny rozktad podanych rzeczywistych funkcji wymiernych na rzeczywiste utamki
proste pierwszego lub drugiego rodzaju (nie obliczaé wspétczynnikéw):

a) 3z3+412+:c+1' b) 2x2+3x—1. o) 3z )
z(z +1)3 ’ 3~z (22 +1)° (22 - 9)’
zs+z2+1 ) e) z7+z6+z5 . ) 3z +4

(@2 +4° (@2 +1) 7 (@43 (22—  (c+3) (e +z+1)
0 Cwiczenie 2.4.10
Podane rzeczywiste funkcje wymierne wlagciwe rozlozy¢ na sume rzeczywistych ulamkéw

prostych pierwszego lub drugiego rodzaju:

1 z? 2z% 43z —1
a) ———5; b) ; C) —5———j;
z2(z — 1)? 3 +222 4+ 2z + 1 3 —z
2
d) 2z 6z — 9 10z + 3 f T

£t +62° + 922’ ) z8 427’ )(x2+1)2'



® Twierdzenie* 2.4.11 (o wspdtczynnikach rozktadu funkcji wymiernej na utamki proste)
Niech wielomian rzeczywisty @ ma tylko parami rdzne pierwiastki rzeczywiste

z1,Z2, ..., Ty oraz niech wielomian P ma stopien mniejszy niz n. Wtedy
P(.’E) A1 A2 An . P (1:,) .
= e dzie A; = dla 1<i<n.
Q(z) :c—:c1+:c—:c2+ +x—:cn’ gaze Q' (z:) 2 =

0 Cwiczenie* 2.4.12
Korzystajac z powyzszego twierdzenia znalezé rozklady podanych funkcji wymiernych na
utamki proste:
2
1
2) 5—; b) Tl g :
z?2 -9 z(z — 1)(z + 2) (z —=3)(z —1)(z+1)(z +3)

2.5 Dowody wybranych twierdzen i faktow

B Dowéd Twierdzenia 2.2.4 (Bézout)
Niech W (zo) = 0. Dzielac wielomian W przez z — zo otrzymamy W(z) = (z — zo) P(z)+
¢, gdzie ¢ € R. Poniewas W (z0) = 0, zatem ¢ = 0 i ostatecznie W(z) = (z — z0) P(z).
Z drugiej strony niech W(z) = (z — zo) P(z) dla pewnego wielomianu P. Wdwczas
W (z0) = 0, wiec liczba zo jest pierwiastkiem wielomianu W.

M Dowéd Twierdzenia 2.2.9 (o pierwiastkach catkowitych wielomianu)
Niech p # 0 bedzie calkowitym pierwiastkiem wielomianu W. Oznacza to, ze

n—1

anp” +an1p” +...+ar1p+ao=0.

Stad
-2

a0 =p(—anp" " —an_1p" 7l = —a1) .

Poniewaz czynnik w nawiasie oraz liczba ao sa liczbami catkowitymi, wiec p jest dzielni-
kiem ao.

B Dowdd Twierdzenia 2.2.11 (o pierwiastkach wymiernych wielomianu)

M
amy n n—1
W<£)=an<£> + an—1 (£> +---+a1£+ao=0,
q q q q

gdzie p i ¢ sa liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi. Stad
anp” + an1p" g+ . 4 a1pg” Tt 4 aog™ = 0.

Niech

k=anp™ '+ an-1p""2q+...+a1¢""" oraz I = Gne1p”  tan—2p” 2g+ ... +aog" " .
Liczby k, | sa calkowite i spelniaja zaleznosci pk + aoq™ = 0 oraz a,p™ + gl = 0. Liczba
p jest wiec dzielnikiem liczby aoq”, lecz nie jest dzielnikiem ¢™. Stad wynika, ze p jest
dzielnikiem liczby ao. Podobnie liczba [ dzieli anp™, ale nie dzieli p™, wigc dzieli an.
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B Dowdéd Faktu 2.3.2 (o przedstawieniu wielomianu w postaci iloczynu dwumiandw)

1. Dowdd przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej. Wielomian zespolony stop-

nia 1 postaci W(z) = c12z + co, gdzie ¢1 # 0, ma dokladnie jeden pierwiastek zo = —gg.
Zalézmy, ze kazdy wielomian zespolony stopnia n ma dokltadnie n, niekoniecznie réz'nycil,
pierwiastkéw. Niech W bedzie teraz wielomianem stopnia n + 1. Z zasadniczego twier-
dzenia algebry wynika, ze wielomian W ma pierwiastek z;. Na mocy twierdzenia Bézout
istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — z0) P(2). Oczywiécie W (z) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy z = z lub P(z) = 0. Stopienn wiclomianu P jest réwny m, wiec na mocy
zalozenia indukcyjnego ma on doktadnie n pierwiastkéw zespolonych z uwzglednieniem
pierwiastkéw wielokrotnych. Sa one jednoczesnie pierwiastkami wielomianu W, a liczba
zo jest (n + 1)-szym pierwiastkiem tego wielomianu. Koficzy to dowéd indukcyjny.

2. Niech liczby zespolone z1, 22, ..., 2, beda pierwiastkami wielomianu zespolonego

W(z)=cnz" +cno12™ 4+ .. +erz+co stopnia n.

Na mocy twierdzenia Bézout istnieja wielomiany P stopnia k dla k = 0,1,...,n — 1
takie, ze
W(z) = (s — 1) Paos(2)

= (z—zl)(z—zz)P"_z(z) =... =(z—zl)(z—22)...(z-—zn)Po(z).

Oczywiscie Po(z) = cn. Zatem W(z) = cn (2 — 21)...(z — z,). Grupujemy teraz pier-
wiastki jednakowe w m grup o liczebno$ciach réwnych krotnosci reprezentanta danej
grupy 1 otrzymujemy zadang posta¢ wielomianu.

B Dowdd Faktu 2.3.8 (o pierwiastkach zespolonych wielomianu rzeczywistego)
Zgodnie z definicja pierwiastka k-krotnego wielomianu W istnieje wielomian P taki, ze

W(z) = (2 — z0)* P(z) oraz P(z0) #0.
Poniewaz W jest wielomianem o wspdtezynnikach rzeczywistych, wigc W(z) = W (z).
Stad

W (Z) = (z — 20)* P(z) = (= %0)* P(2).
Wstawiajac w powyzsze] réwnosci z w miejsce Z otrzymujemy W(z) = (2 — %) P (7).
Przyjmijmy, ze Q(z) = P (Z). Funkcja Q jest wiclomianem zmienne] z, ktérego wspét-
czynniki sa liczbami sprzezonymi do odpowiednich wspétczynnikéw wielomianu P. Po-
nadto Q(Zo) = P (z0) # 0 oraz W(z) = (2 — Zo)* Q(z), zatem liczba %, Jest k-krotnym
pierwiastkiem wielomianu W.

B Dowdd Twierdzenia 2.3.12 (o rozktadzie wielomianu na czynniki rzeczywiste)
Korzystajac z Faktu 2.3.2 przedstawimy najpierw wielomian W w postaci iloczynu dwu-
mianéw. Mamy zatem

Wiz) =an(z - zl)k‘ sz =)k (z — zl)l‘ (z — El)l‘ co(z =zt (z — Es)l” .
Laczac parami pierwiastki sprzezone otrzymamy
Ly G =\ — 2 — — 14
(z—2,)7 (2 - z,)7 = [(z = z;) (¢ — z;)]7 = [5’ ~z(z +7;) + ZJZJ]

[2:2 — 2z Rez; + IzJ]QJIj = [:52 +p;z + QJ]lj

dla I €7 <'s. OtrzymaliSmy w ten sposéb zadana postaé wielomianu.
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yowiedzi i wskazowki

2.6 Odpowiedzi i wskazéwki

2.1.6 a) suma 5z, réznica —2z°—5z+42; b) suma 22°—322—z+3, réznica 2z° —72%+31—3;
c) suma iz° + i2° —22—1+51 réznica —1z +(2+z)z —22+1—51

217a)—21: +8z° —z + 4; b)—z +2° -t -+ 1,

c) (1—14)z°+(1+2i)2° +(3—2i)2" —z+3i+2.

2.1.9 a) iloraz 8z° —8z2 41126, reszta 0; b) iloraz £+3, reszta 0; c) iloraz 122 —2z+42—41,
reszta 7 + 71; d) iloraz 22 +1, reszta 0.

2.2.3 a) 15; b) 6; ¢) 4z.

2.2.5% W(z) = az(z — 1)(z — 2)...(z — 25), gdzie a € R.

2.2.7 a) 1; b) 3; ¢) 2;d) 4.

2.2.10 a) —1, b) {1,-3}; c¢) brak; d) {-1,2}.

1 1 1 1 1
212 a) = b) =5 ¢) =, —=, — d) —~.
22128) Lib) o) 2 -5 ) -3
2.2.14a)zl=1—i,z2=1+i;b)zl=22=l_ c)z1=—-1—1, 20 =—142
1—1 1
d) z; = 3 2 =g

2.2.16 a) 7 = \’/2—x/'+f/2+x/__1
z23 =Z3 = —l+l\/§{/2—— lﬁm——— \/_;

18 2 18
e Y3 [V _ 1 ;/w L2 ef20 3V
2=V 122 16 144 16 128 128 128 128 | %

18’ 18

57 11 177
c)z1—2cos— 22—2cosl—;r,z3—2cos— d) z; =5, 22_2—\/§,ZS=2+\/§;
e)21=~2,Z2=23=1;f)z1=— 1

2
%) 22223:%.
2.3.4 a) <z— 1\/_5’) <2+1_\;§’>;b) (- +1) (z_ 1+22\/§) <z_1‘2“/§>;

C) (Z—f—l)a(Z—l)B’d) (Z— l\j.gz) <Z—1—\;‘—_2_—l'> (Z+1—\}F—2—l> (Z+l—\7_—2'—l)v

e) (z—\/g(l—i)> z+ (1—i))(z—1—i)(z+l+i);

) (z—1=0)(z=1+0)(z+1+1)(z+1—1).
2.3.6* a) 0; b) -;i; c) —1+6, ﬁ%ﬁ
2.3.9a) 1+i,v3;b) 1-2i, =2, 1;¢) 2414, —2+1, —2—1,d) =3 —14, 1 +3i, 1 — 30
2.3.10 z2 = —1, z3 =1+2i, zg =1 — 21.
2.3.13 a) (z — 2) (¢® 4+ 2z +4); b) (2 — 2v2z +4) (2% +2v2z +4);
¢) (z—1)(z +1) (z — V2) (z + V2);
V5 -1

2 4
d) (z -1) <z2 — 2z cos ?W + 1) (z2 — 2z cos —51 + 1), gdzie cos :—251 = —— oraz

o=




osgz—M;e) (zz—x+l) (zz+:v+1);f) (z2—31+3) (z2+3) (z2+3:c+3).

5 4
4z +5 2 T —z2 _ (=1-3)z+4+1
243a)z’ —24 — > 232 ;b) o° + =— Py ;c) iz’ —iz4+142i+ P .
A B o D A B C D
2472) 2+ 5 z41 (z+i)2’b)z—2+z+2 s T zya0
c)~+ B + ¢ + b__.
z z+1  (z241)2  (z241)¥’
iy L, < D, F L F G
z z+1 z—1 Z+\/§z (Z+\/§1)2 z—\/z_i (z—\/gz)2
1 1 1 4—1 1 1
2.4.8 a - ;b + ; )
)z+3z+z—3z )z+1 (z+1)? )2\/_(z—f+z) 2\/§(z+\/§+i)
Q- 1 1
2z +2)  2(z-2) " 2(z—2) " 2(z+21)
A B C D A B C
2.4.9(’1);"‘z 1+(z+1)2+($+1)3’b)}'+;__1+(z_+_ﬁ’
A B Cz+ D Ez + F
c) + + ;

z4+3 z-3 z2 +1 (z2+1)2’
Az +B Cz+ D Fz + F Gz+H_
241 0 2244 (22 44)2 0 (22 44)°
A B C D Ez + F Gz + H A Bz +C
e)z_2+(z_2)2+z+2+(z+2)2 x2+3+(z2+3)2’f)z+3 2+ 41"
2 1 2 1 1 1 1 1 2
2.4.10 -4+ — - : — . Bl S T
! a)x+z2 z—l+(:c—1)2’b)z+l x2+z+1’c)z x+1+:1;—1’
3 1 1 z+4 .
- . — : t .
d) EEEE x2,e) 273 12-3z+9’f) to jest ulamek prosty.
UL T T S R S
2.4.12% a) _2 2 .4y _2._3 6 48 16 48
Vo atra Y Tt et 9 s oo +z+1+:c+3

d)
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MACIERZE | WYZNACZNIKI

3.1 Macierze — podstawowe okreslenia

® Definicja 3.1.1 (macierz rzeczywista i zespolona)
Macierza rzeczywista (zespolona) wymiaru m X n, gdzie m,n € N, nazywamy
prostokatna tablice ztozona z mn liczb rzeczywistych (zespolonych) ustawionych
w m wierszach 1 n kolumnach.
ay; a2 - a,lj R T
asy Qazg - -- azj .. QAgp

Aml Am2 --- @mj| --- Gmn

— p—

Uwaga. Macierze bedziemy oznaczali duzymi literami alfabetu np. A, B, X itp.
Element macierzy A stojacy w i—tym wierszu oraz w j-tej kolumnie oznaczamy
przez a;;. Macierz A mozna takze zapisywaé w postaci [@ij),nxn Tub [ai], gdy
znany jest jej wymiar. Macierze A lub B s3 réwne, gdy maja te same wymiary
m x n oraz a;; = b;; dla kazdego 1 < i< moraz 1< j<n Rozwaza si¢ takze
macierze, ktérych elementami sa funkcje rzeczywiste lub zespolone.

® Przyktad 3.1.2
Podane ponizej macierze:

1—i 1234
A= 10 -3 . B= 2 o= 4456 D= e coE:c
57 0 143 7890 —coszx e %
5672

maja odpowiednio wymiary 2x 3, 3x 1,4 x4, 2x 2. Macierze A i C' sg rzeczywiste,
macierz B jest zespolona, a D jest macierzg funkcyjna (rzeczywista).



1. Macierz wymiaru m x n, ktérej wszystkie elementy sa réwne 0 nazywamy ma-
clerza zerowa wymiaru m X n i oznaczamy przez Omxn lub przez 0, gdy znamy

Jej wymiar.
00 0 0
J 0 0 o0 0
Oan é’[ . m wierszy
00 0 ---0
—_— o
n kolumn

2. Macierz, ktérej liczba wierszy réwna sie liczbie kolumn nazywamy macierzg
kwadratowa. Liczbe wierszy (kolumn) nazywamy wtedy stopniem maclerzy
kwadratowej. Elementy macierzy, ktére maja ten sam numer wiersza co ko-
lumny, tworza gtéwna przekatna macierzy.

gléwna przekatna ay; a2 .. QAln
~N
a a o.oa
20z G
N
an1 Qp2 e Qpp

3. Macierz kwadratowa stopnia n > 2, w ktdrej wszystkie elementy stojace nad
gléwna przekatng sg réwne 0, nazywamy macierzg tréjkatna dolna.

a: 0 0 - 0

az az () -0

asy ag2 azz --- ()
Qnacierz tréjkatna dolna

An) Qpz Ap3 ... QApp

Podobnie okresla si¢ macierz tréjkatna gérna.

ay; a2 aiz - Qaip macierz tréjkatna go’rna
0 @22 a3z .. ay,
0 0 a3z --- as,
0 0 0 co. Qpp

4. Macierz kwadratowa stopnia n, w ktérej wszystkie elementy nie stojace na
gléwnej przekatnej sa réwne 0, nazywamy macierzg diagonalna.



a0 0
0 a2 0
0 0 ass
0 0 0

- Qnn

51

Macierz diagonalna stopnia n, w ktérej wszystkie elementy gléwnej przekatnej
sa réwne 1, nazywamy macierza jednostkowa. Macierz jednostkowa stopnia n
oznaczamy przez I, lub przez I, gdy znany jest jej stopien.

0 O
1 0
0 1
0 0

[e=3 e R wn]

5. Macierz, ktéra utworzono z macierzy A;j, gdzie 1 < ¢ < moraz 1 < j < n,
ustawionych w m wierszach i n kolumnach nazywamy macierza blokowa.

A1 | A2 | A1s Alnw

Ag1 | Azz | Ass Azn

A3z1 | A3z | Ass Asn

_Aml Am2 Am.’i Amn_
Macierze A;i, Ais, - .., Ain stojace w i-tym wierszu macierzy blokowej musza
mieé te same liczby wierszy. Podobnie macierze Aij, Asj, ..., Amj stojace w

j-tej kolumnie tej macierzy musza mieé te same liczby kolumn.

® Przyktad 3.1.4

00 00000]
a) Macierze A = [0], B=|00],C = sa macierzami zerowymi
00 00000
odpowiednio wymiardw 1 x 1, 3 x 2, 2 x 5.
[0 10 1
. . 123
b) Macierze A = _ll+l.,B: 456|,C = -1 204 sg macie-
32-5i 789 5 13 -2
3-10 5
rzami kwadratowymi odpowiednio stopnia 2, 3 i 4. Macierze B i C sa rzeczywiste,

a macierz A jest zespolona.
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12345
1 0 142 0 0 01234
c)MacierzeA:[Q_?)],B: -t 2—-70,C=]00123]| s3 ma-
3 =5 4 00012
00001
cierzami tréjkatnymi odpowiednio stopnia 2, 3 i 5. Macierze A i B s3 macierzami
tréjkatnymi dolnymi, a macierz C macierza tréjkatna gbrna.
o g oo [l
d) Macierze A = [ 0 2+5i]’ B = 8(1) (1) , C= 0030 | S&macierzami
0004
diagonalnymi odpowiednio stopnia 2, 3 i 4. Macierz B jest macierza jednostkowa
0 0 1l-1 1l3 10 01 11
0|2 21 2 3
0 1 0f 1-1/3 012 204 5 6
e) Macierze A = 1 0 0]-1 1}3], B = sa macie-
0001331
2-2 2/ 0 1{5
9 9.9 1 ols 010 0(3 13
0|0 01 33
rzami blokowymi zbudowanymi odpowiednio z 6 i 9 blokéw (macierzy).
3.2 Dziatania na macierzach
Definicja 3.2.1 (suma i rdznica macierzy)
Niech A = [a;;] i B = [b;;] beda macierzami wymiaru m x n. Suma (réznica)

macierzy A 1 B nazywamy macierz C = [cij], ktdrej elementy sa okrelone wzorem:

def
Cij = a;; =+ by;

dlal < i< moraz 1 <j < n. Piszemy wtedy C = A + B.

art Q@12 ... Qin b1 bz ... bin
az1 Q2 ... Qan bar bz ... bog
Aml Am2 ... Amnp b1 bma ... bmn

a1 b1 apptbiy ... ap, +bi,

def | @21Eb21 asEbay ... ap, by,

@m1 £ b Ao Ebma ... Amn £ bmn

0 Cwiczenie 3.2.2

Obliczy¢ sumy i réznice podanych par macierzy:

[1-23 [ o 2 3] 12 [ s
a)A_[s 67}’3_[—-4~5—2]’ ,b)A“[3+5iJ’B"[—2J'
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Niech A = [a;;] bedzie macierza wymiaru m X n oraz niech o bedzie liczbg rze-
czywista lub zespolona. Iloczynem macierzy A przez liczbe o nazywamy macierz
B = [b;;], ktdrej elementy sa okrelone wzorem:

d
bij 'g aagj

dlal < i< moraz 1 <j < n. Piszemy wtedy B = aA.

ayl] a2 ... Qin aayj; aaiz ... «adin
ag1 Aaz2 ... A2n def aag; azy ... dap
[0 =
aAm1l Gm2 ... Amn aldml X¥Am2 ... XAmn
0 Cwiczenie 3.2.4
Obliczy¢ iloczyny podanych liczb 1 macierzy:
. . —4 8 —24
. 1 03+21 5 3
a)a:(l—z),A:[ . . .]; b)a=—--,A=|-812 12 .

1412 =31 1—1 4 16 0 4

® Fakt 3.2.5 (wtasnosci dziatari na macierzach)
Niech 4, B, C beda dowolnymi macierzami rzeczywistymi (zespolonymi) tego sa-
mego wymiaru oraz niech «, § beda liczbami rzeczywistymi (zespolonymi). Wtedy

1.A+B=B+A;
3.bA+0=0+4+A= A4,
5. a(A+ B) = aA+ aB;

2. A+ (B+C)=(A+B)+C;
4. A+ (=4) = 0;
6. (o + B)A = aA + BA;

7.1- A=A 8. (af)A = a(BA).

0 Cwiczenie* 3.2.6
Uzasadnié¢ tozsamosci podane w powyzszym fakcie.

inicja 3.2.7 (iloczyn macie

Niech macierz A = [a;;] ma wymiar m x n, a macierz B = [b;;] wymiar n X k.
lloczynem macierzy A i B nazywamy macierz C' = [¢;;] wymiaru m x k, ktdrej
elementy okreslone sa wzorem:

def
cij = aithyj + aisbyj + ... + Ginbn;

dlal i< moraz 1 <j < k. Piszemy wtedy C = AB.

Uwaga. Element c¢;; iloczynu macierzy A i B otrzymujemy sumujac iloczyny odpo-
wiadajacych sobie elementdw i-tego wiersza macierzy A i j—tej kolumny macierzy
B. Iloczyn macierzy A i B mozna obliczyé tylko wtedy, gdy liczba kolumn macie-
rzy A réwna sie liczbie wierszy macierzy B.



N

Wprowadzajac oznaczenie Z o J = z1y1 + 22y2 + ... + znyn dla wektoréw z =
(z1, 22, ... Zn), T= (Y1,¥2,- -, Yn) (odpowiadajace dlan = 2 i n = 3 iloczynowi
skalarnemu) iloczyn AB macierzy mozna zapisaé w postaci

’(7)1 'l-l.JlOkl 'l-l‘ilokg ﬂ‘nokk
W - o - Wyok, Wyoky ... g0 ki
AB = Bk k= :
Wm Wmok; Wmoky ... Wyoks
. JEET— -
dzie @, Wa, ..., W,, oznaczaja wektory wierszowe macierz A, zas ki, ko, ... kg
1, ) ) ’

wektory kolumnowe macierzy B.

.

L bl]
——— [ by,

e* | -1 s+ | macierzB

L —J
. — . —_
. . element stojacy
. . w i-tym wierszu i
/ w j-tej kolumnie
a“lanl"}a"l”'—,a‘"l R P
. .
. .
. L . _
macierz A macierz C = AB

Rys. 3.2.1. Schemat obliczania iloczynu macierzy.

0 Cwiczenie 3.2.8
Obliczy¢ iloczyny podanych par macierzy:

3
: 21 5
a)A=[_13_2},B=[—;}, b) A=

i) [ -1 -
C)A_[-32—3i]’3_[5+i4—3iJ‘

0 Cwiczenie 3.2.9

B O O
|
—_
S
I

—
|
W =
|
[S208 ]
—_

Obliczy¢ iloczyny ABi BAdla A=[1234], B=

=N W
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0 Cwiczenie 3.2.10
Wykonujac mnozenie odpowiednich macierzy wyrazi¢ zmienne z,y,2,¢ w zaleznosci od
zmiennych p, q,r, jezeli

z = 2u + 3v
y= u— 4v u= p+q-+2r
z=3u+ v oraz {v=3p—q—r'
t = u— v

0 Cwiczenie 3.2.11
Uktadajac i rozwiazujac odpowiedni uktad réwnaii znalezé rozwigzania podanych réwnan
macierzowych:

15 2 —4 3]
e)X~X=[01:|; f){—l 2]X:[0 .

Cwiczenie 3.2.12

Dane sa macierze

34 3
10161
10 9 11
03241
A: s B= 544,
27122 76 8
15020
23 2

przy czym element a;x macierzy A oznacza ilo§é¢ sztuk towaru T, ktéry chce kupi¢ klient
K, zaé element byx; macierzy B oznacza ceng towaru Tk w sklepie Sj, gdzie 1 < ¢ < 4,
1<k <5o0raz 1< 3 <3. Obliczyé iloczyn AB, a z otrzymanego wyniku odczytac:
kwote, jaka zaptacitby klient K3 w sklepie Sa;

)

o
~ —

kwote, jaka zaptaciliby tacznie wszyscy klienci w sklepie Si;

numer sklepu, w ktérym klient K4 zaplacilby najmniej;

o 0
~—

numer sklepu, w ktérym klient K> zaplacilby najwiecej.

Cwiczenie* 3.2.13

Niech L bedzie przeksztalceniem ptaszczyzny postaci L(z,y) = (az + by, cz + dy), gdzie
a b

cd

a) Uzasadnié, ze skladaniu przeksztalceri postaci L odpowiada mnozenie macierzy (ten.,
ze ALox = ALAK);
b) Napisaé¢ macierz symetrii S wzgledem osi Oz;

a,b,¢c,d € R. Przeksztalceniu L przyporzadkowujemy macierz AL =

c) Napisa¢ macierz obrotu O o kat g— wokdt poczatku uktadu wspéirzednych w kierunku

przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara;



d) Napisa¢ macierze ztozei So O oraz Oo S.

0 Cwiczenie* 3.2.14
Uzasadnié, ze iloczyn macierzy:

a) diagonalnych jest macierza diagonalna;
b) tréjkatnych gérnych (dolnych) jest macierza tréjkatna gérna (dolng).

W Fakt 3.2.15 (wlasnosci iloczynu macierzy)
1. Niech macierz A ma wymiar m x n, a macierze B i C wymiar n X k. Wtedy

A(B+C) = AB + AC.

2. Niech macierze A, B maja wymiar m x n, a macierz C wymiar n X k. Wtedy
(A+ B)C = AC + BC.

3. Niech macierz A ma wymiar m x n, a macierz B wymiar n X k oraz niech «
bedzie liczbg rzeczywista lub zespolona. Wtedy

A(aB) = (ad)B = a(AB).

4. Niech macierz A ma wymiar m x n, macierz B ma wymiar n X k, a macierz C
wymiar k x [. Wtedy
(AB)C = A(BC).

5. Niech macierz A ma wymiar m x n. Wtedy

Al, = I,A=A.

Uwaga. Wtasnosci podane w punktach 1. i 2. nazywamy rozdzielno$cig dodawania
wzgledem mnozenia, a wlasno$é podang w punkcie 4. tacznoscia mnozenia. Mno-
zenie macierzy kwadratowych nie jest przemienne, bowiem na ogét AB # BA.
Zamiast AA...A bedziemy pisali A”.

—

n czynnikéw

0 Cwiczenie 3.2.16
Poda¢ przyklady macierzy A, B, ktére spetniaja podane relacje:

a) AB # BA; b) AB = BA;
c)AB=0iA#0iB#0; d) A°=0iA%+# 0.

o Cwiczenie 3.2.17
Niech macierze kwadratowe A, B maja ten sam stopiefi oraz niech beda przemienne, tzn.
spelniaja réwnoé¢ AB = BA. Uzasadnié¢ podane tozsamodci:

a) (A+ B)? = A> + 2AB + B%, b) A2 - B? =(A+ B)(A- B);
c) (AB)? = A®B?; d) (A+B)’ = A> + 34°B + 3AB? + B®.



0 Cwiczenie 3.2.18
Rozwigzaé réwnanie macierzowe

200 500 -3 0 6
X|l020]-1050]|X= 0 9 3.
002 005 015 —12
0 Cwiczenie 3.2.19

Dla podanych macierzy A obliczy¢ A% A% At

011 111
a) A=[001]; b)A=]011].
000 001
0 Cwiczenie 3.2.20
Dla podanych macierzy A wyprowadzi¢ wzory ogélne na macierze A", gdzie n € IV:

101
a) A= 22; byA=1010].
11 101

Udowodnié otrzymane wzory za pomoca indukcji matematycznej.

0 Cwiczenie* 3.2.21
Rysunek ponizej przedstawia schemat polaczen pieciu stacji kolejki linowej. Elementy ai;
macierzy polaczen A sa okres$lone wzorem

- 1, gdy stacje 1 oraz j maja bezposrednie polaczenie,
71 0, w przeciwnym przypadku.

a) Napisa¢ macierz A;

b) Uzasadnié, ze element c;; macierzy A™
jest réwny liczbie réznych tras lacza-
cych stacje 1 ze stacja j zloZonych z n
odcinkéw;

c) Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe n, dla
ktérej mozliwe jest dotarcie z dowol-
nej stacji poczatkowej do dowolnej sta-
cji koficowej w n odcinkach;

d) Mieszkamy w schronisku przy stacji 2
1 mamy karnet na cztery przejazdy. Ile
réznych wycieczek mozemy zrobic¢?

® Definicja 3.2.22 (macierz transponowana)

Niech A = [a;;] bedzie macierza wymiaru m x n. Macierza transponowanq do
macierzy A nazywamy macierz B = [b;;] wymiaru n x m, ktdrej elementy sa

okreslone wzorem:
b ded
ij = Gji,
gdzie 1 <1 < noraz 1 < j < m. Maclerz transponowang do macierzy A oznaczamy
przez AT,



Uwaga. Przy transponowaniu, kolejne wiersze macierzy wyjéciowe]j staja sie kolej-
nymi kolumnami macierzy transponowanej. Ilustrujemy to na przyktadzie macie-
rzy wymiaru 3 x 5.

lau 212 G413 A14 alS' a1 |jaz||as:

aiz ||az2||asz

A= | |a21 as; azs azq azs] |, AT = | |ais||a2s||ass
14| |0G24 || 34

|<131 a32 433 34 035] ays | |azs || ass

o Cwiczenie 3.2.23
Napisa¢ macierze transponowane do podanych:

1-2: 123
A=[;_§ 2]; Bz[—s J; C=[012].
B 2+ 001
M Fakt 3.2.24 (wtasnosci transpozycji macierzy)
1. Niech A1 B beda macierzami wymiaru m x n. Wtedy

(A+B) = AT 4+ BT.

2. Niech A bedzie macierzag wymiaru m x n oraz niech o bedzie liczba rzeczywista
lub zespolong. Wtedy

(AT)T = A oraz (aA)T = aAT.
3. Niech A bedzie macierzg wymiaru m x n, a B macierza wymiaru n x k. Wtedy
(AB)T = BT AT,
4. Niech A bedzie macierzg kwadratows oraz niech r € N. Wtedy
(A1) = (aT)".

® Definicja 3.2.25 (macierz symetryczna i antysymetryczna)
1. Macierz kwadratowa A jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
AT = 4.
2. Macierz kwadratowa A jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
AT = —4.

Uwaga. Macierz jest symetryczna, gdy jej elementy polozone symetrycznie wzgle-
dem gléwnej przekatnej sa sobie réwne. Macierz Jest antysymetryczna, gdy jej
elementy polozone symetrycznie wzgledem gtéwnej przekatnej réznig sie tylko zna-
kiem, a elementy gltéwnej przekatnej sa réwne 0.
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0 Cwiczenie 3.2.26
Wskazaé, ktére z podanych macierzy sa symetryczne, a ktére antysymetryczne:

1: 4
12 04
40 3

00 2 0 -3 —4
C)C=|' 00——].:1; d)D:l:S 2 5}.

-21 0 4 -5 0

a.)A:[;f]; b) B =

B Fakt* 3.2.27 (wtasnosci macierzy symetrycznych 1 antysymetrycznych)
1. Niech A bedzie macierza kwadratowa. Wtedy

a) macierz A + AT jest symetryczna;
b) macierz A — AT jest antysymetryczna.

2. Niech A bedzie macierza dowolnego wymiaru. Wtedy macierze AAT 1 AT A s
symetryczne.

3. Kazda macierz kwadratowg mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej 1 antysymetryczne);

A:%(A+AT)+%(A——AT).

0 Cwiczenie* 3.2.28

Niech macierze kwadratowe A 1 B tego samego stopnia beda symetryczne. Pokazal, ze
ich iloczyn jest macierza symetryczna wtedy 1 tylko wtedy, gdy AB = BA.

3.3 Definicja indukcyjna wyznacznika

® Definicja 3.3.1 (wyznacenik macierzy)

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej nazywamy funkcje, ktéra kazdej macierzy
rzeczywistej (zespolonej) A = [a;;] przypisuje liczbe rzeczywista (zespolona) det A.
Funkcja ta jest okre$lona wzorem indukcyjnym:

1. jezeli macierz A ma stopien n =1, to

det A = ajq;

2. jezeli macierz A ma stopien n > 2, to
det A = (—1)1+1(111 detA11 + (—1)1+2(112 det A12 + ...+ (—1)1+"a1n det A}n

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymana z macierzy A przez skreslenie
i-tego wiersza 1 j—tej kolumny.

Uwaga. Wyznacznik macierzy A oznaczamy takze przez det [a;;] lub |A], a w



formie rozwinietej przez

aip aio oo Qinp a aio co. Qin

a1 QGz2 ... Q2 az1 Q22 ... Q4
det . . . lub

an1 Qp2 ... Qpp an1 Qn2 ... GQnp

Bedziemy moéwili zamiennie: stopied wyznacznika «— stopieri macierzy, element
wyznacznika «— element macierzy, wiersz wyznacznika «— wiersz macierzy, ko-
lumna wyznacznika « kolumna macierzy.

0 Cwiczenie 3.3.2
Korzystajac z definicji obliczyé wyznaczniki podanych macierzy:

000-30

5 3 24 1 ‘11 ?i‘l’ 010 00
a)[lG];b) 10-11;¢) |, j,olid 000 05
0 bosae {000 00

Reguta obliczania wyznacznikéw stopnia drugiego

N,
det [cxd} = ad — be.
RN

S @

Reguta Sarrusa™ obliczania wyznacznikéw stopnia trzeciego

\\\///
id/ = (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi).

/

696

Uwaga. Sposéb ten nie przenosi sie na wyznaczniki wyzszych stopni.

0 Cwiczenie 3.3.3
Korzystajac z powyzszych wzoréw obliczyé podane wyznaczniki:

. . 123 1 1—14
2|73 b)r_*;’gf’zz. Og-201f; d)|0 —24a+3
513 21 0 5

*Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861), matematyk francuski.
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B Interpretacja geometryczna wyznacznikéw 2-go i 3-go stopnia

1. Niech D oznacza réwnoleglobok rozpigty na wektorach % = (a,b), ¥ = (c,d)
(rys. 3.3.1). Pole | D| tego réwnolegtoboku wyraza si¢ wzorem:

a b
|D|_|det[c d]l

Rys. 3.3.1. Interpretacja geometryczna
wyznacznika drugiego stopnia.

2. Niech V oznacza réwnolegloécian rozpigty na wektorach @ = (a,b,¢), ¥ =
(d,e, f), @ = (g,h,i) (rys. 3.3.2). Objetoé¢ |V| tego réwnolegloscianu wyraza
sie wzorem:

|V| = |det [

Q Qe
> o o~

Rys. 3.3.2. Interpretacja geometryczna
wyznacznika trzeciego stopnia.

Uwaga*. Prawdziwe sa takze analogiczne interpretacje geometryczne dla wyznacz-
nikéw wyzszych stopni.

0 Cwiczenie 3.3.4
Obliczyé pola podanych obszaréw ptaskich:

a) réwnoleglobok rozpiety na wektorach @ = (-1,3), ¥ = (2,5);
b) tréjkat o wierzchotkach A = (1,-1), B = (3,4), C = (-2,5).

0 Cwiczenie 3.3.5
Obliczyé objetosci podanych bryt:
a) réwnolegloscian rozpiety na wektorach 4 = (1,1,1), ¥ = (-1,0, 5), w=(1,-2,-3);
b) czworodcian o wierzchotkach A = (0,1,2), B = (1,-2,3), C = (0,-1,5), D =
(=1,-3,0).



® Definicja 3.3.6, (do; Sh
Niech A = [a;;] bedzie macierzq kwadratowa stopnia n > 2. Dopelnieniem alge-
braicznym elementu a;; macierzy A nazywamy liczbe:

Di; £L(=1)+ det A5,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang przez skreélenie 1—-tego wiersza
1 j—tej kolumny macierzy A.

0 Cwiczenie 3.3.7
W podanych macierzach obliczyé dopetnienia algebraiczne zaznaczonych elementdéw:

01 o 1 23 4

14 -3 ] 3 _ _| o-1[s5] 1
a)A_[ 2—5i]’ b) B = _:_i R B
4 2 3 -1

® Twierdzenie 3.3.8 (rozwinigcia Laplace’al wyznacznika)
Niech A = [a;;] bedzie macierzq kwadratowa stopnia n > 2 oraz niech liczby na-
turalne ¢ oraz j, gdzie 1 < 4,5 < n, beda ustalone. Wtedy wyznacznik macierzy A
mozna obliczyé ze wzordéw:

1. det A = a;1D;1 + a;2Djs + ... + ainDin.

Inacze] méwiac, wyznacznik macierzy jest réwny sumie iloczynéw elementéw
i—tego wiersza i ich dopelnieri algebraicznych. Wzdér ten nazywamy rozwinie-
ciem Laplace’a wyznacznika wzgledem i-tego wiersza;

2. detA:aljD1j+a2jD2j+...+an]~Dnj.

Inacze] méwiae, wyznacznik macierzy jest réwny sumie iloczynéw elementéw
J—tej kolumny i ich dopelnien algebraicznych. Wzér ten nazywamy rozwinie-
ciem Laplace’a wyznacznika wzgledem j—tej kolumny.

Uwaga*. Dla ustalonych liczb naturalnych r oraz s, gdzie 1 < r,s < n,r#s,
prawdziwe sg wzory:

as1Dr1 + asoDrg + ...+ asnDrp =0,
a1sD1r + agsDyr + ... + ans Dy = 0.

Inaczej mowigce, suma iloczynéw elementéw dowolnego wiersza i dopelnien alge-
braicznych elementéw innego wiersza jest réwna 0. Podobnie, suma iloczynéw ele-
mentéw dowolnej kolumny i odpowiadajacych im dopetnien algebraicznych innej
kolumny jest réwna 0.

o Cwiczenie 3.3.9
Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a obliczyé podane wyznaczniki. Wyznaczniki rozwinaé
wzgledem wiersza lub kolumny, ktére zawieraja najwiecej zer:

"Pierre Simon de Laplace (1749-1827), matematyk, fizyk i astronom francuski.
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1 02 0 0
i 0 -3 _g_f ég 0 20 1-3

)| 2 —1+i 5 |5 b)| T, o, s 93 40 01
1+i 3 -2 o 5 04 5 04-2 0
0-12-2 0

M Fakt 3.3.10 (wyznacznik macierzy tro;kqtne])
Wyznacznik macierzy tréjkatnej dolnej lub gérnej jest réwny iloczynowi elementéw
stojacych na jego gltéwnej przekatnej.

ai) 0 e 0 ail a9 Ain
az; Qany ... 0 0 aszs ... Q3n

det . . . . = det . . . . =ai1-az2-... Qnn.
Gn1 Qpo ... Qnp 0 0 ... ann

0 Cwiczenie 3.3.11
Korzystajac ze wzoru podanego w ostatnim fakcie obliczy¢ wyznaczniki macierzy tréj-
katnych:
1—2141 2 4-—-3
1 00 . . .
a) I:——l 20:|; b) g 2(: 3_31 _-2-!_1
1-23 -
0 0 0 51

0 Cwiczenie 3.3.12
Obliczy¢ podane wyznaczniki:

nnn. n

2 -5 31 L

lg'g’_b 0 4-20| L = "o

a) | 4 By 3 g0l D3ss.o
=20 0 4 0 00 220...0
100...0

3.4 Inne definicje wyznacznika*

Wszystkie podane w tym paragrafie definicje wyznacznika sa réwnowazne z wpro-
wadzona poprzednio definicja indukcyjna.
® Definicja* 3.4.1 (permutacja)

Permutacja n—elementowa, gd21e n 6 N, nazywamy kazde roznowartosc10we od-
wzorowanie p zbioru {1,2,...,n} na siebie. Permutacje taka zapisujemy w postaci

12 ...4¢...n
= lub krétko = opi ),
<P1p2‘..pi...pn> p=(p1p2 j2 p)

gdzie p; oznacza warto$é permutacji p dla i. Zbidr wszystkich permutacji n—elementowych
oznaczamy przez Pp.
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Uwaga*. Istnieje n! réznych permutacji n—elementowych.

Cwiczenie* 3.4.1
Napisa¢ wszystkie permutacje 2—, 3— i 4-elementowe.

Definicja* 3.4.2 (inwersja, znak permutacji)
. 12 ...4 ...7 n> . .

Niech p = bedzie permutacja n—elementowa. Para
P <p1p2...p,'”‘pj...pn ¢ p 12 2

{pi, pj} elementéw tej permutacji tworzy inwersje, gdy

p: > p; oraz ¢ < j.

Znak permutacji p jest okreslony wzorem

sgn (p) & (-1)*,

gdzie k oznacza liczbe par elementéw tej permutacji, ktére tworza inwersje.

Cwiczenie* 3.4.2
Wypisal wszystkie pary elementéw podanych permutacji, ktére tworza inwersje oraz
okresli¢ znaki tych permutacji:

(123, (123458 (123456789
DP={143) P=\615243)" 9P \135786429)"
Definicja* 3.4.3 (permutacyjne okreslenie wyznacznika)

Niech A = [a;;] bedzie macierzag kwadratowa stopnia n. Wyznacznikiem macierzy
A nazywamy liczbe det A okre$long wzorem:

d
det 4% Z sgn (p) aip,azp, ... anp,,
PEP,

1 2 ... n

sdzie p =
. P ( Pr P2 ... Dn
tacje n—elementowe.

) , a sumowanie obejmuje wszystkie (tj. n!) permu-

Cwiczenie* 3.4.3
Korzystajac z definicji permutacyjnej obliczyé wyznaczniki podanych macierzy:

030 000
000 010 13 54
| 000500 by |02 13 ) (1)(1)3
Yl 200 000’ 00-31]" ¢ a0l
000 004 00 05 '

g 006 000

Cwiczenie* 3.4.4
Korzystajac z definicji permutacyjnej napisaé wzory ogdlne na wyznaczniki macierzy
stopnian=1,n=21in=3.



inne definicje wyznacznika* . : 65

inicja* 3.4.4 (aksjomatycane okreslenie wyznacznika)

Niech n bedzie ustalong liczba naturalng. Wyznacznikiem nazywamy funkcje rze-
czywista (zespolona) det okreslong na zbiorze macierzy kwadratowych stopnia n
spelniajaca warunki:
1. det[ky...ckj... ko) =cdet[ky.. . k.. k]
dla kazdego ¢ € R (c € C), gdzie k; oznacza j-ta kolumne macierzy;

. et[kl -k +k’ ]-—det [ky . .. n]-i—det[k'l k‘n},
3. det [k .. ]:—det[k1 k ki k)
4. det I, = 1.

Uwaga*. Mozna udowodnié, ze det jest jedyna funkcja spetniajaca warunki 1.-4.
Warunek 3. mozna zastapié réwnowaznie warunkiem

det [ky ... ki .. ki ... kn] =0,

gdzie k; = k;. Podane wyzej warunki mozna przyjaé za deﬁmch tzw. zorientowa-

nej objetosci réwnolegloécianu rozpietego na wektorach k1, kg, . k € R™. Pole
réwnolegtoboku (dla n = 2) oraz objeto$é réwnolegloscianu (dla n = 3) spelniaja
z doktadnoécia do znaku te cztery warunki.

Interpretacja geometryczna do aksjomatycznej definicji wyznacznika (dlan=2)

-

b ch 1. det [ b] = cdet [t-i, E],

hitha
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® Definicja* 3.4.5 (definicja wyznacanike wedlug Cauch ,
Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [ai;], gdzie 1 < 4,5 < n, nazywamy

liczbe det A okre$lona wzorem:
d n n
det A %4 (H ak) . H (a1 —ak) |,
k=1 1<k<ign

przy czym w rozwinigciu prawej strony wzoru czynnik (a;)’ nalezy zastapié przez
Qjj.

0 Cwiczenie* 3.4.5
Napisa¢ podany wyzej wzér dla n = 2 oraz n = 3.

3.5 Wiasnosci wyznacznikéw

W Fakt 3.5.1 (wlasnosci wyznacznikéw)
1. Wyznacznik macierzy kwadratowej majacej kolumng (wiersz) ztozong z samych
zer jest réwny 0.

aip aigz ... co. Qin
as) asy ... ... Qop

=0.
An1 Apa ... c.. Qpn

2. Wyznacznik macierzy kwadratowej zmieni znak, jezeli przestawimy miedzy
sobg dwie (dwa) kolumny (wiersze).

ay; aij a; ay;
ay; as; as; ay;
Qnj Qnj Anj Ang

3. Wyznacznik macierzy kwadratowej majacej dwie (dwa) jednakowe kolumny
(wiersze) jest réwny 0.

' Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematyk francuski.
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Jeieli wszystkie elementy pewnej kolumny (pewnego wiersza) macierzy kwa-
dratowej zawieraja wspdlny czynnik, to czynnik ten mozna wylaczyé przed
wyznacznik tej macierzy.

ayy @iz ...|CAjj ... Q1n ap; a2 ...|41; ... Q1n
agy A2 ...[CA25 ... A2n agy az2 ...|A2 ... GQ2n
=c
anl An2 -..|CAnpj|. .- Ann anl An2 .. |Qnj|. .- Apn
Ponadto
caiy caiz ... Cain ayp aiz ... Qin
Cag1 Cagzy ... Can n a1 a2 ... Aan
=cC
Cdpy CApy ... Chpn Anl An2 ... AQnn

Wyznacznik macierzy kwadratowej, ktdrej elementy pewnej kolumny (pewnego
wiersza) sa sumami dwéch sktadnikéw jest réwny sumie wyznacznikéw macie-
rzy, w ktérych elementy tej kolumny (tego wiersza) sa zastapione tymi sktad-
nikami.

7
ay, ai2 ... a1j+a1j ... Q1n
/
as asy ... (12]'+(12j ... Q2n
/
ap1 An2 .‘.anj-l—anj ... Qpn
7
ayy a2 -..|@15|... CQin aiy alg...alj...aln
/
agy agg...a%‘..agn an a22...a2j...a2n
= + .
i
anlang...anj...a,m anlanz..,anj,..ann

Wyznacznik macierzy nie zmieni sig, jezeli do elementéw dowolnej kolumny
(wiersza) dodamy odpowiadajace im elementy innej kolumny (innego wiersza)
tej macierzy pomnozone przez dowolng liczbe.

aj; aiz ...{Q1|..-|Q15|. .- Q1n aiy; a1z ...|ay; +cay;|...|ayj|... Gin
as1 @z ...|Q2|...|A25|... Q2n as; asy ...\ + cazj|...|@2|. .. A2n
n1 Ap2 .. -|@nil|..-|Qnj|-.- Gnn An1 An2 - .|@ni + CApj|..-|Anj|.-- Ann

Ogdlnie: wyznacznik macierzy nie zmieni sig, jezeli do elementéw dowolnego
wiersza (kolumny) dodamy sume odpowiadajacych im elementéw innych wier-
szy (kolumn) tej macierzy pomnozonych przez dowolne liczby.



68 . . . v Macierze i wyznaczniki

7. Wyznaczniki macierzy kwadratowej i jej transpozycji sg réwne.

a1 Gi2 ... Qip a1 @ ... Gn1
az1 @z ... Az aiz azz ... Qpa
an1 Qp2 ... Gpp Qin A2n ... Qnnp
8. Niech Ay, Ay, ..., Ak beda macierzami kwadratowymi, niekoniecznie tych sa-

mych stopni. Wtedy

Ay | O | ... 0
T4 .| o

det - : . = det A, - det Ay ... det A,
T Ax

gdzie symbole 0 oznaczaja macierze zerowe, a symbole ? dowolne macierze
odpowiednich wymiaréw.

Uwaga A. Niech det [k ... k,] oznacza wyznacznik macierzy o kolumnach kq, .. .,
krn. Wlasnosci 1. — 6. wyznacznikéw mozna zapisaé nastepujaco:

1. det[k;...0...k,]=0;

2. detfky.. ki ki k)= —det[ky.. . kj.. ki kp);

3. detfky...kj...kj.. k,]=0;

4. det(ky...ckj.. kn]=cdet[ky.. k.. ky);

5. det[ki.. . kj+kj.. ko] =det[ky.. kj.. kn]+det (k1. k). . kn];
6. det[kl...ki...kj.../cn]:det[kl...ki+ckj...k‘j.../cn].

Analogiczne wzory zachodza dla wierszy.

Uwaga B. Korzystajac z powyzszych wlasnosci wyznacznikéw mozna istotnie
uprosci¢ ich obliczanie. Pozwalaja one tak przeksztalcié wyznacznik, aby w jego
wybranym wierszu lub kolumnie pozostawié co najwyzej jeden element niezerowy.
Do oznaczania operacji na macierzach bedziemy stosowali nastepujace symbole:

1. w; —— wj - oznacza zamiane miedzy sobg i~tego oraz Jj—tego wiersza;
ki — k; — oznacza zamiang miedzy sobg i-tej oraz j-tej kolumny:;
cw; — oznacza pomnozenie i~tego wiersza przez liczbe ¢, gdzie ¢ #0;

ck; - oznacza pomnozenie j-tej kolumny przez liczbe ¢, gdzie ¢ # 0;

S

w;i + cw; — oznacza dodanie do elementdw i—tego wiersza odpowiadajacych im

elementéw j-tego wiersza pomnozonych przez liczbe ¢;

6. k; + ck; - oznacza dodanie do elementéw i-tej kolumny odpowiadajacych im
elementéw j-tej kolumny pomnozonych przez liczbe c;

Podane wyzej przeksztatcenia macierzy nazywamy operacjamzi elementarnymi.
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Cwiczenie 3.5.2

Wykorzystujac wlasnosci wyznacznikéw oraz prawidlowosci w ulozeniu elementéw ma-
cierzy obliczyé podane wyznaczniki (zapisa¢ operacje elementarne jakie wykonano na
macierzach):

TTTTT
1111 5222 7
1211 2522 4TTTT
a) ; b) ;c)|44TTT
1131 2252
1114 2225 44477
44447

Cwiczenie 3.5.3
Wykorzystujac whasnoéci wyznacznikéw zapisaé czedé rzeczywista podanego wyznacznika
w postaci sumy wyznacznikéw o elementach rzeczywistych:

541 6—-T11

3431 7T+21 4

2—1 1415

Cwiczenie* 3.5.4
Z liczb 1,2,...,n% utworzono wszystkie mozliwe wyznaczniki stopnia n (wykorzystujac
w kazdym z nich wszystkie liczby). Obliczy¢ sume tych wyznacznikéw.

Algorytm Gaussa obliczania wyznacznikéw

Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 3 oraz niech a;y # 0.
Wéwczas stopien wyznacznika macierzy A mozna obnizy¢ o 1 stosujac nastepujacy
schemat:

@12 A1n

il =N ai; a1z ... @
1 oo wy — agywy 11 /12 /1n
wy :aj] 11 11 w3 — aziwi 0 a ... a
— a a a —— 22 2n
det A a ?1 ?2 ?n —_— )
. / /
Anl Ap2 ... Gnn wnw1 ‘a:lllm 0 a,, ...a;,,
/ /
gy .- Q3n
= an| : -
/ /
Apg - App
ayj

] / —_— .. .
gdzie a;; = Qi — Qi1 ——.
. all . ’ . . .
Uwaga. Zamiast elementu a;; # 0 mozna wybraé inny niezerowy element i analo-

gicznie przeksztatcaé odpowiednie wiersze.

Cwiczenie 3.5.5
Obliczy¢ podane wyznaczniki stosujac algorytm Gaussa do obnizania ich stopni:

3 1-12 1
142 4 72 gg:gé -2 3 14 3
a)| 357 b)|-1 30} ¢ 51 42 a1 4 23 1
-421 1-58 07 61 5 -2 =35 -1

-1 1 23 2
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M Algorytm Chié obliczania wyznacznikéw*

Niech [a;;] bedzie macierza kwadratows stopnia n > 2 oraz niech aq; # 0. Wéwczas

@ a1z 413 ain

- /
ag) | Azp asy .- a2] ... QA9p a/22 a123 .. a2j . al2n
. !
asi {asz2 azz --- A3j ... asp ‘132 a/33 cooagy - aén
P 1 :
N Cln—.2 / 2 / ’
@ @iz a3 in 1 fal, aly al,
. ! / / /
Anl | Any Apz - .- an] B ) Qpo Apg - an]. e ang

gdzie aﬁj = 8 dlaz,7=2,3,...,n.
Qa;j

Uwaga*. Algorytm Chié stosujemy gtéwnie do obliczania wyznacznikéw macierzy
niewielkich stopni, ktérych elementy sa liczbami catkowitymi.

0 Cwiczenie* 3.5.6
Stosujac algorytm Chié obliczyé wyznaczniki podanych macierzy:

32-1 1

423 10 1 2

a) 25 11]; b) 21 2 -1
-6 2 11 1 0

M Twierdzenie 3.5.7 (Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macterzy)
Niech A i B beda macierzami kwadratowymi tego samego stopnia. Wtedy

det(A - B) = det A - det B.
Uwaga. Z twierdzenia Cauchy’ego wynika, ze dla n € N mamy
det (A™) = (det A)™.

Na ogél wyznacznik sumy macierzy nie réwna sie sumie ich wyznaczni-

kéw, np.
10 -1 0 10 -1 0
det([01}+[ 0_1])¢det[01]+det[ 0_].

0 Cwiczenie 3.5.8

1
a) Niech A= |0
1

O BN
W N W

J . Obliczy¢ det (AT);
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b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy X spelniajacej réwnanie
10 O 1 01 1 736
00 -3 2 -20]| =512 0};
3 00 3 0 0

02 0
¢) Niech A i B beda macierzami kwadratowymi stopnia 3 spelniajacymi warunki det A =
2, det B = 3. Obliczyé

X

det [(%A)s] oraz  det [A'*(——B)] .

0 Cwiczenie 3.5.9
Uzasadnié, ze nie istnieje macierz A spelniajaca jednoczesnie warunki:

200 003
A*=]020/, A*=1030|.
002 300
W Fakt* 3.5.10 (wyznacznik Vandermonde’d®)
Niech n > 2 oraz niech 21, z3, ..., zn beda liczbami zespolonymi. Wtedy
|1 2 22 z?_i
1 2z 22 ... Z0°
def 2 2 2
V(lez'la"',zn — . . . . . = H (ZI—Zk).

o : - : 1<k<ign
1 oz, 22 ... 27!

Jezeli liczby z1, 29, ..., z, sa parami rézne, to

Vizi,29,...,20) # 0.

0 Cwiczenie* 3.5.11
Obliczyé podane wyznaczniki Vandermonde’a:

2 .3 111 ... 1

-1 1 1 zlfl fi 122% .. 277!
a) |1 416|; b) . ;<) . .
_3 9 1 — =1 1 . :

1 2 4 8 17 n2 et

3.6 Macierz odwrotna

® Definicja 3.6.1 (macierz odwroina)

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Macierza odwrotng do macierzy
A nazywamy macierz oznaczona przez A~!, ktdra spetnia warunek:

AAT V= AT A= 1,

gdzie I, jest macierza jednostkowsa stopnia n.

$Alexandre Téophil Vandermonde (1735-1796), matematyk francuski.
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Uwaga. Jezeli macierz A ma macierz odwrotna, to nazywamy ja odwracalng i
woéwczas det A # 0. Macierz odwrotna jest okreélona jednoznacznie.

o Cwiczenie 3.6.2
Uktadajac odpowiednie réwnania zbadaé, czy podane macierze sa odwracalne:

. 123
a)A:[(l)(l)]; b)B:[li_zz}; c)c={234J.

345

0 Cwiczenie 3.6.3
Obliczy¢ macierz A? i na tej podstawie wyznaczy¢ A7Y jezeli

11 1 1

1 3 1 1-1-1
a)A*[s—l}' b)A=17_1 1.1
1-1-1 1

o Cwiczenie* 3.6.4
Niech macierz A spelnia warunek

A* 4+ 3A% 4+ 24 +41 = 0.

Uzasadni¢, ze macierz ta jest odwracalna i nastepnie wyrazi¢ A~ w zaleznodci od A.

0 Cwiczenie 3.6.5
Niech di; #0dla 1 =1,2,...,n. Pokazaé, ze

da o0 ... 0o 71°¢ (d11)~} 0 0
0 do ... 0 0 (d22)™t ... 0
0 0 ... dnn 0 0 oo (dnn)?

O Cwiczenie* 3.6.6
Pokazaé, ze macierz odwrotna jest okreslona jednoznacznie.

0 Cwiczenie* 3.6.7
Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Uzasadnié, ze jezeli istnieje macierz B
taka, ze AB = I, gdzie I, oznacza macierz jednostkowa stopnia n, to réwniez BA = I,,.

® Definicja 3.6.8 (macierz osobliwa i nieosobliwa)

Macierz kwadratows A nazywamy macierza osobliwg, gdy
det A = 0.

W przeciwnym przypadku méwimy, ze macierz A jest nieosobliwa.



B Twierdzenie 3.6.9 (o0 macierzy odwrotnej)
1. Macierz kwadratowa jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa.

2. Jezeli macierz A = [a;;] stopnia n jest nieosobliwa, to

T
D11 D12 Dln
Aot 1 Dy1 Dyy ... Dy
"~ det A : oo ’
Dn,i Dpas ... Dnun

gdzie D;; oznaczaja dopelnienia algebraiczne elementéw a;; macierzy A.

Uwaga. Macierz [D;;] oznaczamy symbolem AP i nazywamy macierza dopelnien
algebraicznych. Zatem

T
L)
det A -

W szczegolnodci, jesli macierz [Z d] jest nieosobliwa, to

ab]™t 1 d —b
cd T ad—bec|—c al|’
0 Cwiczenie 3.6.10

Korzystajac z powyzszego twierdzenia znalez¢ macierze odwrotne do podanych:

. 12 -3
a) [41}; b)[ 2 .1+z]; c) [02 1];
23 1—: 3 00 1

1200 11 1 1
3500 1 1-1-1
O looes 911 1-1
0011 1-1-1 1

0 Cwiczenie 3.6.11

Wykorzystujac operacje odwracania macierzy rozwiaza¢ podane réwnania macierzowe:
25 4 —6 21 13 53
1 1-1 |13 1-10 3 -1 0
OX-|2 1 0 =[4 32]; d*) 2X+X-|0 32|=| 0—-10 —4|;
1 -1 1 5 04 15 0 18
1-1 2 1 -1 2 31\ 1 -4 -3
e) [0 111 -X=1]1]; %) 13X + 4 2 -3 = 1 -5-3]1.
1 2 1 4 5 —4 =2 -1 6 4

M Fakt 3.6.12 (wtasnosci macierzy odwrotnych)
Niech macierze A i B tego samego stopnia beda odwracalne oraz niech a € C\ {0},
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n € N. Wtedy macierze A~', AT AB, aA, A" takze sg odwracalne 1 prawdziwe
s3 réwnosci:

L det (A71) = (det A)7'; 2. (A7) 7 = 4 3. (AT)_l = (47,
4. (AB)"' =B~ 1471, 5. (ad)™! = é (A7) 6. (A™) = (4"

Cwiczenie 3.6.13
Niech macierze kwadratowe A, B 1 C tego samego stopnia beda nieosobliwe. Wyprowadzi¢
wzOr na macierz odwrotna do macierzy ABC.

Cwiczenie 3.6.14

Znalei¢ macierz, jezeli macierz odwrotna do niej ma postaé:

610
a)[;_(l)]; b)%[041}.

003

Cwiczenie* 3.6.15
Pokaza¢, ze macierz odwrotna (o ile istnieje) do macierzy

a) tréjkatnej gérnej (dolnej) jest macierza tréjkatng gérna (dolna);
b) symetrycznej (antysymetrycznej) jest macierza symetryczna (antysymetryczna).
B Bezwyznacznikowy algorytm znajdowania macierzy odwrotnej

Niech A bedzie macierza nieosobliwg. Aby znalez¢ macierz odwrotna do ma-
clerzy A postepujemy w nastepujacy sposéb. Z prawej strony macierzy A dopi-
sujemy macierz jednostkowa I tego samego stopnia. Na wierszach otrzymanej
w ten sposéb macierzy blokowej [A|I] bedziemy wykonywaé nastepujace operacje
elementarne:

1. przestawia¢ migdzy soba dwa dowolne wiersze (w; «—— w;);
2. dowolny wiersz mnozy¢ przez statg rézng od zera (cw;);

3. do elementéw dowolnego wiersza dodawaé sumy odpowiadajacych im elemen-
téw innych wierszy pomnozonych przez dowolne liczby (w; + cw;).

Przy pomocy tych operacji sprowadzamy macierz blokowa [A4]I] do postaci [I|B].
Macierz B jest wtedy macierza odwrotna do macierzy A, tj. B = A~1.

!! I operacje elementarne I A ].
na wierszach .

Rys. 3.6.1. Schemat bezwyznacznikowej metody znajdowania macierzy odwrotnej.

Uwaga. Metoda bezwyznacznikowa jest tez nazywana metoda przeksztalcer ele-
mentarych. '

Cwiczenie 3.6.16

Korzystajac z powyzszego algorytmu znalezé macierze odwrotne do podanych:



r 2 23
a) :13;, b) 1-101;

- -1 21

- [ 2-1 0 0 0
(l)(l)}i -1 2-1 0 0
c) ; d) 0-1 2-1 0
1101 0 0-1 2-1
L1110 [ 0 0 0-1 2

3.7 Algorytm Gaussa

Algorytm Gaussa
Niech A bedzie macierza nieosobliwg stopnia n > 2. Macierz t¢ mozna przeksztal-
cié do macierzy jednostkowej I, wykonujac nastepujace operacje elementarne na
jej wierszach:
1. zamiane miedzy soba dwéch dowolnych wierszy;
2. mnozenie dowolnego wiersza przez liczbe rézna od zera;
3. dodanie do elementéw dowolnego wiersza odpowiadajacych im elementéw in-
nego wiersza pomnozonych przez dowolna liczbe.
Macierz jednostkowa uzyskamy w dwéch krokach:

| krok. Otrzymanie macierzy tréjkatnej gérnej z jedynkami na gtéwnej przekatne;:

biz biz - bin

—

1
0||1| baz -+ bon
0

: b3n

-
Operacje elementarne wykonujemy tak, aby kolejne kolumny macierzy A uzyskalty
przedstawiong powyzej postaé. Przeksztalcenia zaczynamy od uzyskania odpo-

wiedniej postaci pierwszej kolumny. Jezeli ayy # 0, to wiersze wi, wa, ..., Wn
macierzy A przeksztatcamy kolejno na wiersze wi, wh, ..., w;, wedtug wzoréw:

010

— ]

’ w1
1 )

/ 411 1
Wy = Wy — aA21Wy,

’ /
W, = Wp — An1W).
Jezeli natomiast aj; = 0, to wiersze macierzy A przestawiamy tak, aby w jej le-

wym gérnym rogu znalaz! sie element niezerowy i dalej wykonujemy wymienione
wczednie] operacje.



Kolejne kolumny z jedynkami na przekatnej i zerami ponizej przekatnej uzy-
skujemy stosujac przedstawione wyzej postgpowanie do macierzy coraz nizszych
stopni, poczawszy od stopnia n — 1 az do stopnia 1 wtacznie.

Il krok. Otrzymanie macierzy jednostkowej postaci:

— -
1[-:- 0 0o o]
0 -1
0 -~ 0 1[0]
0 0 0 1
Wiersze wy,, wy,_, ..., w] otrzymanej macierzy tréjkatnej przeksztalcamy kolejno
na wiersze wy, wy,_y, ..., wY macierzy jednostkowej w nastepujacy sposéb:
1" —_ !
W = wl, ,
_ !/
wn—l = Wp_y— ba_1nwy,
! 1" "
Wy_9 = W,_o —bn—Zn—lwn_l _bn—2nwn;
1" " 1" 1"
wi = w’l—blzwz—b13w3—...—blnwn.
Dowolna I krok Macierz II krok Maci
v >t .t : aclerz
maclerz 19l katna jednostkowa
nieosobliwa gorna

Rys. 3.7.1. Schemat dzialania algorytmu Gaussa.

Uwaga. Algorytm Gaussa jest wygodnym narzedziem do obliczania wyznaczni-
kéw, odwracania macierzy, okre$lania ich rzedéw oraz do rozwigzywania ukladéw
réwnan liniowych. Macierzy osobliwej nie mozna sprowadzié stosujac operacje ele-
mentarne do macierzy jednostkowe;j.

0 Cwiczenie 3.7.1
Korzystajac z algorytmu Gaussa przeksztalci¢ podane macierze do postaci jednostkowej
(zapisa¢ operacje elementarne jakie wykonano na macierzach):

14-3 0 1 2 3 1 2 6 -2 4
01 2 5 0 1-3 4 2 9 —510
Dloo 1-1]" Py 4 7 1|5 9 -1-3 1 3
00 0 1 0-1 5-5 3 7 1 6

o Cwiczenie 3.7.2
Obliczy¢ podane wyznaczniki stosujac pierwszy krok algorytmu Gaussa do jednej z ko-
lumn macierzy i obnizajac w ten sposéb stopiet wyznacznika:



sy

iody wybranych tw

3 23 23 2

3-36 9 4 14 51 5

-1 32 -5 1 44 14 4

Al 9 94 of Pl 11 11 1
3-57 1 2 21 12 1

1-11-11-1

0 Cwiczenie 3.7.3
7Znalezé macierze odwrotne do podanych stosujac algorytm Gaussa:

11111

120 ;gg; 10111
a) [131]; b) 00 1-2|° c)|11011
023 00 -1 1 11101
11110

3.8 Dowody wybranych twierdzen i faktow

B Dowdd Faktu 3.2.15 (wtasnosci iloczynu macierzy)
Przedstawimy jedynie dowdd wtlasnosci 4. Niech [Y],.J oznacza element i-tego wiersza 1
j-tej kolumny macierz Y. Wystarczy udowodnié, ze dla dowolnych liczb naturalnych ¢, 5,
gdzie 1 = 1,...,m, j = 1,...,1, zachodzi réwnos¢ [(AB)C];; = [A(BC)];;. Z definicji
mnozenia macierzy wynikaja réwnosci

(AB)C], = > [AB],[Cl, =) (E [Alis [B]ﬁa) [Cla,
= Z (Z Bl [CL,J) =Y [Al4[BCl,, = [A(BO),
a=1 B=1

M Dowdd Faktu 3.2.24 (wlasnosci transpozycyi macierzy)
Przedstawimy jedynie dowdd wlasnosci 3. Stosujac oznaczenia jak w dowodzie powyze]
wystarczy uzasadnié, ze dla dowolnych liczb naturalnych 1,5, gdzie 1 = 1,...,k, 5 =
1,...,m, zachodzi réwnosé

[(aB)T], = [B"A"] .

Z definicji mnozenia macierzy wynika, ze
[(4B)"],) = (4B, = Z (AL 1Bl = D [47],, [B7],,
— T T 2T
Z (8], [A7],, = [B"AT] .

M Dowdd Faktu* 3.2.27 (wtasnosci macierzy symetrycznych i antysymetrycznych)
1. Z wlasnoéci transpozycji macierzy wynikaja réwnosci

(A+ AT =aT 4 (A7) =AT+Aa=4+4".



Zatem macierz A + AT jest symetryczna. Podobnie
(A-aT) = AT - (AT) = AT —A=—(4-4T),

wiec macierz A — AT jest antysymetryczna.

2. Mamy (AAT)T = (AT)TAT = AAT oraz (ATA)T = AT (AT)T = AT 4, wiec ma-

cierze AAT 1 ATA sa symetryczne.
. 1 Ty - . . 1 T
3. Macierz B = 3 (A + A ) Jjest symetryczna, zas$ macierz C = 3 (A —A ) antysyme-

tryczna. Ponadto A = B + C. Gdyby istnialy macierze B, symetryczna i C; antysyme-
tryczna takie, ze A = By + Ci, to mielibyémy

B+C=B1+C = B-Bi=C-C= (B-B))" =(C, - )7
= B-Bi=-(C1-C)=C-C=2(C: —C)=0
=>Cl—C=0=>Bl—B=O=>Bl=Bicl=C.

Przedstawienie jest zatem jednoznaczne.

M Dowéd interpretacji geometrycznej wyznacznikéw 2-go i 3-go stopnia
Dowéd wzoru 1. przedstawiono na rysunkach ponizej. Dowéd ten pochodzi od Davida
Gau (zobacz R.B.Nelsen, Proofs without words, MAA, Washington 1993).

ad—bc

Wzér 2. wynika z Faktéw 5.4.3 1 5.4.4.

B Dowdéd Faktu 3.3.10 (wyznacznik macierzy tréjkatne;)
Dowéd przeprowadzimy dla macierzy tréjkatnej gérnej stopnia n > 2 metoda induk-
cji matematycznej. Przy przeksztalcaniu wyznacznikéw bedziemy stosowaé rozwiniecia
Laplace’a wzgledem ich pierwszych kolumn. Dla n = 2 mamy

a1 a12

0 =an(~1)"an +0- (=1)* a1, = ay; - az.
az2
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Zalézmy teraz, ze wzér zachodzi dla macierzy tréjkatnych gérnych stopnia n — 1. Uza-
sadnimy jego prawdziwoéé dla macierzy tréjkatnej gérnej [ai;] stopnia n. Mamy

a1 a12 ... Qin
az2 ... a2n
0 a2 ... az2n 141
. = an(-1)
) 0 . Gnn
0 0 . Qnn
zal.
= an (a2 ... @un) =a1 - @22 ... Gnn.
ind.

B Dowéd Faktu 3.5.1 (wlasnosci wyznacznikéw)

Dowody wlasnoéci 1.-6. przeprowadzimy dla kolumn. Symbolem [kik2 ... k,] bedziemy
oznaczaé macierz A = [a,;] stopnia n o kolumnach ki, k2, ..., kn.

1. Zalézmy, ze kolumna k; jest zerowa. Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem tej
kolumny otrzymujemy

det[ki...0...kn]=0-D1;40-Do;+...40-Dn; =0.

2. Stosujemy indukcj¢ matematyczna ze wzgledu na n. Dla n = 2 mamy

ail @12
a1 az2

det [kl kz] =

a12 al
az2 az21

= a31a22 — a12a21 = —

= —det [k2ki1].

Zalézmy tefaz, ze dla dowolnej macierzy stopnia n przy przestawieniu kolumn wyznacznik
zmienia znak. Niech A bedzie macierza stopnia n+1. Rozwijamy wyznacznik tej macierzy
wzgledem kolumny, ktéra nie ulega przestawieniu, np. kolumny kn41 otrzymujac

det[ky... ki .. kj...knt1] = a1n41 D101 +a2n41D2n41 + .- + @Gnt1 041 Dnginyr.

Oznaczmy przez Dj, ., gdzie 1 <1 < n+1, dopelnienia algebraiczne elementéw ostatniej

kolumny macierzy A po przestawieniu kolumn k; i k;. Z zalozenia indukcyjnego wynika,
ze Dinp1 = —Diny1, zatem

det A = — (a1 n+1D1 nt1 + a2 n+1D£ nt1 T oo+ anpr n+1D:1+l n+1)

= ——det[kl...k]‘...k,'...knkn+1].

3. Niech k; = k;. Korzystajac z wlasnosci 2. otrzymamy

det[kl...k_,...k]‘...knkn.{.l]=—det[kl...k]...kJ...knkn+1].
Stad

2det[k1... k.. kj...knknt1] =0, czyli det[ki... k;... k;.. . knkny1] =0.

4. Zastosujemy rozwiniecie Laplace’a wyznacznika wzgledem j-tej kolumny. Mamy

det [k] .. .ij o kn] = caUDu +Cll2JD2J + ...+ can]Dn]

c(a;D1; + az; D25 + ...+ anjDny) =cdet [k ... k; ... kn].
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5. Rozwijamy wyznacznik wzgledem j—tej kolumny otrzymujac

det [k1...k; + k... kn| = (a1; +ai;) Dij + (az; +a3;) Do; + ...+ (an; +ah;) Dn,

(a1; D15 4+ az2; D25 + ... + anj Dny)
+ (a;]‘Dlj +a;jD2] + ... +a;”DnJ)
= det[ki...k;... ko] +det [ki.. k). . kn].

6. Wykorzystujemy wtlasnosdci 5., 4. oraz 3. zaznaczajac ten fakt nad réwnoscia. Mamy

det[kr.. ki +cky.. k.. kn] 2 det[k.. ki ky.. kn]+det[ks...ch;.. . k; . kn]
Lodetlbr.. ki ks kn]+cdet[kr.. ks k.. kn]
3 detfky.. ki kj.. kn]+c 0
= det[kr.. . Ki.. . k; ... kn].

7. Zastosujemy dowéd indukcyjny. Dla n = 1 réwnoéé macierzy A = AT implikuje réw-
no$é ich wyznacznikéw. Zalézmy teraz, ze réwnoéé¢ det B = det BT zachodzi dla kazdej
macierzy B stopnia n—1. Udowodnimy, ze det A = det AT dla macierzy A = [ai;] stopnia
n. Zauwazmy najpierw, ze (A.',')T = (AT)I,]_ , gdzie A;j i (AT)',J_ oznaczaja macierze stop-
nia n—1 powstale przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny odpowiednio macierzy A i
AT 7 zalozenia indukcyjnego zachodzi zatem réwnosé det (AT).,J, = det (A;;)" = det Aj;.

Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika macierzy AT wzgledem ostatniego wiersza daje réw-
noscl
det AT = a1n(—1)"" det (AT)1n+a2n(—-1)"’+2 det (AT)2n+. coFBnn(—=1)"" det (AT)nn
= a1n(—1)"" det A1n+azn(=1)"? det Azn+...+ann(—1)""det Ann
= det A.
8. Wzér wystarczy udowodni¢ dla K = 2. W przypadku K > 2 stosuje sie indukcje

matematyczna. Niech zatem A, B,C beda macierzami o wymiarach odpowiednio n x n,
k x k, k x n oraz niech 0 bedzie macierza zerowa wymiaru n x k. Uzasadnimy, ze

det [—é-}%] = det A - det B.

Dowdd przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej ze wzgledu na k przy ustalonym
n. Znak 7 wpisany w bloku macierzy oznacza, ze elementy tam znajdujace sie sa nieistotne
w rozwazaniach. Niech B = [b;;] bedzie macierza stopnia k. Dla k = 1 mamy

det[ é bO ] = (=1)"DH D det A = by - det A = det A - det B.
11

Zalézmy teraz, ze wzdr z tezy zachodzi dla dowolnej macierzy B stopnia k — 1. Pokazemy,
ze zachodzi on takze dla dowolnej macierzy B stopnia k. Przy obliczaniu wyznacznika
zastosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem ostatniej kolumny. Mamy

-[#4]-



(DR Al o (2 (nR) Al O

= (-1) bik - det [Ti—fﬁ]'f'( 1) bok - det [T}-B;;
? | Bk

zal.

= (=1)"""bixdet A - det Bk + (=1)***bax det A - det Bax

4. 4+ (=1)F** by det A - det By
= det A [(—1)"**bik det Bix + (—1)°**bok det Bax b4 (=1 E by det Bi]
= det A-det B.

B Dowéd algorytmu Chié obliczania wyznacznikéw

Mamy
1 a2 Ain
ai; a2 ... @ —_— =
11 12 in an a1
a1 azz ... Q2n wy @ ajy a21 @22 ... G2n
011
Anl @n2 ... Qnn An] An2 ... Gnan
1 ai2 Ain
a1 a1
- a2 ain
a w
w2 —a21%1 0 az2 —a21— ... G2n — @21
w3 —azjwi ali al
—_— A]1
wn — apl Wy aiz ain
Oanz—anl—'.uann_anl'a_
a 11
! !
a2 a2n , ,
a ail Aoy ... Qop
_ 141 .. . _ an
= ann - 1-(=1) : A = -1
’ / @11 ' '
%n2 Gnn Gn2 - Gnn
a1 aii
! !
. azy ... Gop
- . : r | a1 ay
= =z | . | gdzie a;; = @i i
ay, B , i1 17
n2 +-- Qpn

B Dowéd Twierdzenia 3.5.7 (Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy)
| sposéb. Z whasnosci 8. wyznacznikéw (Fakt 3.5.1) wynika, ze

det [fI g] = det A - det B,

gdzie 0, I s3 macierzami odpowiednio zerowg i jednostkowa stopnia n. Pokazemy nizej,
ze stosujac odpowiednie operacje elementarne na n poczatkowych wierszach macierzy



blokowej

mozna otrzymaé macierz

0 |AB
-I| B
Rzeczywiicie, mamy bowiem
a1l a12...a1n00.‘.0'
a1 a22...azn00...0
Ao}
—I1Bl~ ; N N :
Anl Gn2 ... Ann|0 0 ... 0
T | B |
[0 @12 ... ain|a11b11 @a11d12 ... a11b1a
wy +ajjwnyg 0 a2z ... @2n|a21b11 a21b12 ... a21b1n
wa +a31wnqy
—_— . . . . .
wn + a1 0 aGn2 ... Gnn|@nib11 @nibi2 ... anibin
n nlWn41 i —I | B
[0 0 ... ain|@11bi1 + a12b21 @11b12 +a12b22 ... a11b1n + a12b2n
wy +a12wny 00 ... a2n|a21b11 +az2b21 a21b12 + az2ba2 ... a21b1n + az2bon
wy +a2Wny2
—_— . . . . . .
: 00 ... ann|@n1bi1 4 @n2ba1 @n1biz + an2boz ... @nibin + anzban
wn + apawny2 "y B

00...0 Ci1 Ci12 ... Cin
00

wy + AnWnin .0 C21 C22 ... C2n
w2 + a2nWnin A .. . _ 0 AB
: . Y : . . = 7 B ,
+an 00...0|ch1 Cn2-... Cnn
wn + GnnWppn —y; I B

gdzie

n
Ciy = E aixbr; dlal1<i,7 <n.
k=1
Poniewaz operacje elementarne nie zmieniaja wyznacznika, wiec

- (2f5] - [24#]

Dla zakoriczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze

0 | AB
det[_l B ]:det(AB).

Zastosujemy rozwinigcie Laplace’a do wyznacznika po lewej stronie réwnodci. Stosujac
n-krotnie to rozwinigcie do pierwszych kolumn kolejno otrzymywanych wyznacznikéw
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dostaniemy

dt[ -7 ABB]=(—1)2("2+")det(AB)=det(AB)-

Il sposéb. Dowdd przeprowadzimy korzystajac z definicji permutacyjnej wyznaczmka
Niech A = [ai;], B = [b;;] oraz AB = C = [ci;] dla 1 < 4,5 < n. Symbolami aj,
b,, ¢; oznaczamy odpowiednio j-te kolumny macierzy A, B C. Rozwazane macierze

mozemy teraz zapisaé w postaci A = [d1d2 . .. @n), B= [b1 b, .. b ] C=[¢7¢... ¢
n

Zauwazmy, ze C; = Z dpbp,. Zatem
p=1
n
det(AB) = det[E18z... En] =det | Y dpbpy18z. .. En

p1=1

n
> by det[dp ... ] = ... =

P1=1

ZZ melbm2 bpondet[dp, dpy ... Bpn]-

p1=1p2=1 pn=1

Jezeli p; = p; dla 1 # j, to det[dp, Gp, ... @p,] = 0. Dlatego sumowanie wystarczy prze-
prowadzié po zbiorze P, wszystkich permutacji p = (p1,p2,...,pn) zbioru {1,2,... ,n}.
Mamy zatem

det(AB) = Y bpi1bps2 .- bpnsgn (p) -det A =det A-det B.
PEPn

B Dowéd Faktu* 3.5.10 (wyznacznik Vandermonde’a)

Dowéd przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej. Dla n = 2 mamy

21

V(Zl’z2)= 1 =z

=22 — 21,

wiec wzér jest prawdziwy. Zalézmy teraz, ze wzdr jest prawdziwy dla liczby naturalnej
n > 2. Mamy zatem

V(z1,22,...,2n) = H (z1 — zk) .

1gk<i€n

Uzasadnimy, ze

V (21,22, 2n, Zn41) = H (21 — 2x) .

1<k<i<nt1

Mamy
1 2 n n—1
Z1 — Zn41 21 — Zn4121 ... 2] — Zn412;
kn41l — 2ng1kn 1 n n—1
23 — 2 25 — 2 22 ... 2y — Z z
kn "zn-{-lkn—l n+41 2 n+122 2 n+1<2
V(zl,ZQ,...,Zn+1) ; . : . . =
. 2 n n—1
Ky = zny1k1 1 2n — Zn41 25 — Zn412n ... Zn — Zn41%g

0 0 0



= (—l)n+2 (21 —-zn+1)(z2 —zn+1)~... . (zn —zn+1)V(zl,z2,...,zn)

=[G -2 [ m-m0= I (a-=).
k=1

1<k<ign 1gk<ign+1
Z zasady indukcji matematycznej wynika, ze wzdér jest prawdziwy dla dowolnej liczby
naturalnej n > 2.

M Dowéd Twierdzenia 3.6.9 (o macierzy odwrotnej)
1. Zalézmy najpierw, ze macierz A jest odwracalna i niech B bedzie macierza odwrotna do
A. Wéwczas z réwnosci AB = I wynika, ze det(AB) = 1. Korzystajac teraz z twierdzenia
Cauchy’ego otrzymamy det A -det B = 1, czyli det A # 0, co $wiadczy o nieosobliwosci
macierzy A.
Z drugiej strony niech det A # 0. Definiujemy macierz C = [c,,] zaleznoécia
¢, = Dis
7T det A’
gdzie Dji jest dopelnieniem algebraicznym elementu aj; macierzy A. Wykazemy, ze C
Jjest macierza odwrotna do A, tzn., ze AC = CA = I. Niech bi=1dlai=joraz §; =0
dla 1 # j. Oczywiscie I = [6;;]. Wystarczy sprawdzié, ze
[AC]'-]. = [C’A],-J- =6;; dla 1 <14,7< n.
n

n
Zauwazmy najpierw, ze dla 1 < 1 < n sumy Za;kD.'k, Zangk; sa rozwinigciami La-

k=1 k=1
n

n
place’a wyznacznika macierzy A,za§dla 1 <i,5 < n, 1 # j, sumy Za;kD,k, Z ak; Dii
k=1 k=1
sa réwne 0, bo s3 one rozwinigciami Laplace’a wyznacznikéw o dwéch jednakowych wier-
szach lub kolumnach. Stad i z definicji mnozenia macierzy otrzymujemy wzory

n n
1 §,det A
[AC),; = ;atkch = ot A ;a:ijk = Jaa %o
- 1 - . _ bi;detA
[CA]'-J = ;C!ka’kj = —detA gaijk. = _—detA = 5”,

2. Wzér na macierz odwrotna pojawit si¢ w sposéb naturalny jako fragment dowodu
czesci 1. Wystarczy zauwazyé, ze A7 = C.

B Dowdd Faktu 3.6.12 (wlasnosci macierzy odwrotnych)
Uzasadnimy jedynie wzér 4. Zaléimy, ze macierze A, B sa odwracalne. Sa wiec one
nieosobliwe. Stad i z twierdzenia Cauchy’ego wynika, ze det(AB) = det A - det B # 0,
wiec macierz AB jest nieosobliwa i ma macierz odwrotna. Dla dowodu wzoru wystarczy
sprawdzié, ze macierza odwrotna jest macierz B~1 A}, Mamy

(AB)(BT'A™') = (B™'A™') (AB) = 1.

Réwnoéci te wynikaja z tacznoéci mnozenia macierzy i z definicji macierzy odwrotne;j.
Mamy bowiem

(AB)(B7*A™Y)
(B~'A7') (AB)

A(BB') AT = AIA™ = AA™ =T oraz
B (A'A)B=B'IB=B'B=1.



B Dowéd bezwyznacznikowej metoday znajdowania macierzy odwrotnej
Niech A bedzie macierza nieosobliwa stopnia n. Oznaczamy symbolem F;; macierz
stopnia n, ktéra ma jedynke na przecigciu i-tego wiersza i j-tej kolumny, a poza tym
same zera. Niech teraz Bi; = I — Ei; — E;; + Ei; + Eji, Ci =1+ (¢ = 1)Ei,
Di; =1 + Ei, gdzie ¢ # 0 (zob. 1ys.)
T

Zauwazmy tu, ze mnozac lewostronnie macierz A przez macierze Bij, C; oraz Dy
wykonujemy odpowiednio operacje zamiany wiersza i-tego z j-tym, mnozenia t-tego
wiersza przez stala ¢ oraz dodania wiersza j-tego do i-tego. Macierze postaci Bi,, Ci,
D;, sa zatem macierzami operacji elementarnych na wierszach macierzy A. Niech teraz
E=En-En—1-... E: bedzie zlozeniem operacji elementarnych sprowadzajacych
macierz A do postaci I, tzn. EA = I, przy czym Ex dla k=1,2,...,N sa macierzami
typu Bi;, Ci, Dij. Stad wynika, ze £ = A~ 1 zachodzi implikacja

EA=1=> EI = A",

tlumaczaca schemat dziatania tej metody odwracania macierzy. Kolejne etapy
przeksztalcania macierzy blokowej mozna zatem przedstawi¢ w postaci

— [EvEn-1... BAA|ENEn—: ... E\]] = [ATA|A7Y ] = [I|A7"].

3.9 Odpowiedzi i wskazéwki

3.2.2 a) A+B = [1 0 6],A—B= [1 —4 0];1)) A+B = [ 1+ ],A_Bz [1“51];

115 9 119 14512 5451
. . . 3 —6 18
1+ 0 5—1 5—2051
3.2.4a)[ . ‘ .];b) 6 -9 9.
2 2—-21 -3—-31 —2 ~12 0 -3
-1 2
15 ] 7 11| 34+10i 11+ 50
3.2.8 2) [ —10]’b) 3 5[ [16—13i —1—151‘]'
-13 23
48 12 16
36 912
3.2.9 AB=[20], BA= |5 ¢
12 3 4
3.210z=1lp—q+7,y=—11p+5¢+6r, z=6p+2¢+ 5r, t = —2p + 2¢ + 37.
a b
1 1 l1—a 2-0
-1 2 - a O .
3.2.11a) {0 1];Db) 13 ; €) 4 4 ; d) A , gdziea,c € R;
2 -1 34+a b—2 .

2 2



5 5
e) [ 5], [—l —§J ; ) nie ma takiej macierzy.
0

01 -1
52 47 57
70 62 75
3.2.12 AB= | oo o0 100 |5 @) 93, b) 288; ¢) 25 d) 3.
67 61 74
V3 o1 V3 1 V3 1]
10 2 2 2 2 22
3.2.13 b Q¢ :d , .
SR R N Iy
2 2 2 2 2 2
1 01
3.2.16 a) A= [3 ],B [12]
011]
b)A:["1 :1‘] [ i} c)A=B= [0 ];d)A [001
000 ]
1 0 -2
3.2.18 |0 -3 —1].
0 -5 4
001 000
3.2.19 a) A? 000|,a°=A*=]000|;
000 000
123 136 1410
b) 4° 012, A=(013|,A*=]01 4
001 001 00 1
2n—102n—1
3.2.20 a) A" =3"""4; b) A" 0 1 0
2n—102n—1

0
1
3.2.21%a) A= |1
1
1

1
3.2.23 AT = [—2

1

1

0

1

0

100

],BT=[1—zi -32+i],CcT= [z 1 OJ.
0 —4

321

3.2.26 a), b) symetryczne; c) antysymetryczna; d) nie jest symetryczna ani antysyme-
tryczna.

3.3.2 a) 27; b) —14; ¢) 0; d) —120.
3.3.3 a) —29; b) 5+ 21i; ¢) 15; d) —2 + 2i.
3.3.4 a) 11; b) 22—7

3.3.5 a) 14, b) 3631
3.3.7 a) 33 b) 10; c) 59.
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3.3.9 a) 11 — 16i; b) 201; c) 130.
3.3.11 a) 6; b) —30 — 30i.

E(3) |

3.3.12 a) —30; b) —24; c*) (—1)

12 12
* 4 _ . .
3.4.1* Permutacje 2-elementowe: <1 9 >, (2 1 ),
3 elementowe (123 123 123 123 123 123
emento 123/ \132 ) \213)' \231) \312)"\321)
telementowe [ 1234 1234 1234 1234 1234 1234
elementowe { 1934 /0 \1243/)°\1324 ) \1342/) \1423) \1432
1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234
2134 )\ 2143 )\ 2314 )"\ 2341/ \2413) \ 2431/ \3124)°
1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234
3142 ) \3214 )\ 3241 ) \3412)" \3421) \4123) \4132)°
1234 1234 1234 1234
4213 ) \4231)' \4312) \4321 )

3.4.2* a) brak inwersji, sgn p = 1; b) 9 inwersji, sgn p = —1, {6,1}, {6,5}, {6,2}, {6,4},
{6,3}, {5,2}, {5,4}, {5,3}, {4,3}; ¢) 12 inwersji, sgnp = —1, {3,2}, {5,4}, {5,2}, {7,6},
{7,4}, {7,2}, {8,6}, {8,4}, {8,2}, {6,4}, {6,2}, {4,2}.

3.4.3% a) —720; b) —30; ¢) 13.

ail a2

3-4-4* |a11| = ai1,
a1 a2

= ajlaz2 — a12a21,

ay; a12 ai3
a1 a2 @23
a3y as2 @33

3.5.2 a) 6; b) 11-3% ¢) 7-3*

= a11822a33 + 212023431 + 313021332 — @13422431 — 311323432 — 12021433.

561 -1-71
353|374+ |-3 24/|.
215 1 15

3.5.4% 1 dlan=1oraz 0dlan > 2.

3.5.5 a) —81; b) 156; c) —65; d*) 446.

3.5.6* a) —45; b) —12.

3.5.8 a) 2'*; b) —36; ¢) é, —48.

3.5.11* a) 70; b) 10iz> — 20iz° + 105z — 203; ¢) 2!3!...(n — 1)L

3.6.2 a), c) nie; b) tak.

1 1
3.6. 1= 4 1= CA
3a)A 10A,b)A 4A

1., 3 1
3.6.4% —— A2 "A— ]
A A5l



2 1 00
e) [1];1‘*) {—1 -1 1}.
0 -2 21

3.6.13 C”'B7 1471,

oL 2 -6 24
3.6.14 a) ? ;i b) [0 3—12].
-1 ¢ 0 0 4
[2 =5 1-4-3 2 111
3616a) [ 11 11 ip)y| 1-5-3]| ¢l 1721 1}
1 3 1 6 4 3| 1 1-2 1
L1111 11 1-2
54321
NEEXEE:
d) (36963
24684
12345

3.7.1 a) w3 + wy, w2 — 2wz — Swy, w; — 4wy + 3ws; b) w3 — 2wy, ws + w2, wy — 2ws,
w3 + wy, w2 + 3wz — 4wy, wy — 2wy — Jws — Wy; C) w2, wp — 2wy, w3 + wy, wy — 3w,
w2 1 3, wy + 2wz, w3 —— wq, w3 : 2, wy : 5, w3 — 2wy, w2 + w3 — 2wy, w1 — 3wy + ws — 2w,

3.7.2 a) —90; b) 0.

-3 1 1 1 1

7 -6 2 _g_f_f_l; 1-1.0 0 o0

3783a) | -3 3-13b) | & o Clie)| 1 0-1 0 0
2-2 1 0 0—1 -1 1 0 0-1 0

1 0 0 0-1



4

UKLADY ROWNAN
LINIOWYCH

4.1 Podstawowe okreslenia

nazywamy uklad réwnan postaci:

a1y + @122 + ...+ ainn = by,
a1 + @z + ...+ awTp = by,
Am1T1 + AmaT2 + ... + AmpTn = bm,

gdzieajj E R, ;e Rdlal<i<morazl<j<n

Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych nazywamy ciag (1,2, .. .,2n) liczb rze-
czywistych spetniajacych ten uklad. Uklad réwnan, ktéry nie ma rozwiazania,
nazywamy ukladem sprzecznym.

Uwaga. Powyzszy uktad réwnan liniowych mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;:

AX = B,
gdzie
aii ai e Ain Tq bl
A déf ag asg . aon , X déf Z2 ) B déf b2
aAm1 QAm2 ... QGmn Tn bm

Macierz A nazywamy macierza gtéwna uktadu réwnan liniowych, macierz X macie-
rza (kolumna) niewiadomych, a B macierzg (kolumna) wyrazéw wolnych. Rozwaza
sie takze uktady réwnan liniowych, w ktérych macierze A, X oraz B sa zespolone.
W przypadku ,matej liczby” niewiadomych bedziemy je zwykle oznaczaé literami
z, Y, 2, tu, v w.



0 Cwiczenie 4.1.2
Podane uklady réwnari zapisa¢ w postaci macierzowej:

T—2y+3z= 1
r-y= 0 3y—2z= 0

a)s y+z= 2; b) yz+t: g c) 242y =3y+2z=3—-2z+t=u—>5.
z=-5 z+z—-3u = -5

Uktad réwnan liniowych postaci

AX =0,

gdzie A jest macierzag wymiaru m x n, natomiast 0 jest macierza Zerowg wymiaru
m x 1, nazywamy uktadem jednorodnym. Uktad réwnari liniowych postaci

AX = B,
w ktérym B jest macierza niezerowg nazywamy uktadem niejednorodnym.

Uwaga. Jednym z rozwiazan ukladu jednorodnego AX = 0 jest macierz zerowa

0

0
wymiaru n x 1, gdzie n oznacza liczbe kolumn macierzy A.

4.2 Uktady Cramera

® Definicja 4.2.1 (uklad Cramera®)

Uktadem Cramera nazywamy uktad réwnan hnlowych
AX = B,
w ktérym A jest macierzg kwadratowa nieosobliwg.

B Twierdzenie 4.2.2 (wzér Cramera)
Uklad Cramera AX = B ma doktadnie jedno rozwiazanie. Rozwiazanie to jest
okreslone wzorem:

det A1
1 det Ag

" det A '
det A,

gdzie n oznacza stopieri macierzy A, natomiast A; dla 1 < j < n oznacza macierz
A, w ktdrej j—ta kolumne zastagpiono kolumna wyrazéw wolnych B (rys. 4.2.1).

*Gabriel Cramer (1704-1752), matematyk szwajcarski.



Uwaga. Réwnoéé okreslajaca rozwigzanie ukladu réwnan liniowych nazywamy
wzorem Cramera. Réwnoéé ta po rozpisaniu przyjmuje postac:

. _ det Ay . _det Ay o = det A,
1= et A’ 27 detA’T7 T detA’

zwang wzorami Cramera.

a a2 ain
kolumna
asgy az2 aon wyrazéw
wolnych
def
[ dn1 Gn2 Ann

(j—ta kolumna macierzy AJ

Rys. 4.2.1. Zasada tworzenia macierzy A; we wzorach Cramera

0 Cwiczenie 4.2.3
Korzystajac ze wzoréw Cramera znalezé rozwiazania podanych uktadéw réwnan:

y—3z+4v=0

z— y— z= 1
z+5y= 2 _ . T — 2z =0
L e L Pttt}
- 4z — 5z =0

B Fakt 4.2.4 (metoda macierzy odwrotnej)
Rozwigzanie uktadu Cramera AX = B jest okre$lone wzorem:

X =A"!'B.

0 Cwiczenie 4.2.5
Przy pomocy metody macierzy odwrotnej rozwigzaé podane uklady réwnas:

. Ty =2 T+ 4y = 2 ﬁf:fjjiilg
a){2$+3y=5; g 22113y+6 i1(2j; VN +2 —v= 1
y o= W4z +v=13
0 Cwiczenie 4.2.6 111
Rozwiqzaéukladréwnaﬁ[zyz][ 840]:[40——5].
—-809

0 Cwiczenie 4.2.7
a) Korzystajac z twierdzei o uktadach réwnan linjowych pokazaé, ze istnieje doktadnie
jedna plaszczyzna przechodzaca przez trzy niewspétliniowe punkty w przestrzeni;
b*) Niech n bedzie dowolna liczba naturalng. Udowodnié, ze jezeli liczby 1, z2, ..., Tn41
spelniaja nieréwnoéci z; < 2 < ... < Zn41, to dla dowolnych liczb rzeczywistych
Y1, Y2, - - -, Ynt1 istnieje dokladnie jeden wielomian W, stopnia nie wigkszego niz n,
spetniajacy warunki W (z;) =y dla 1 <1< n+1.



P

0 Cwiczenie 4.2.8
a) Znalez¢ wielomian W mozliwie najnizszego stopnia, ktéry dla k = 0,1,2,3 spelnia
warunek

W(k) = k!;
b) Znalez¢ wielomian W, ktéry spelnia warunek
W"(z) +2W'(z) = 3W(z) = —32% + 13z — 1;
c) Znalezé wspdtczynniki A, B, C, D wielomianu trygonometrycznego postaci
T(z) = Asinz + Bcosz + C'sin 2z + D cos 2z,
ktdéry spelnia warunek

T"(z) 4+ T(z) = sinz — cos z + 8sin 2z + cos 2z.

0 Cwiczenie* 4.2.9
a) Przypusémy, ze wzdér wyrazajacy pole wie-
lokata o wierzchotkach w punktach krato-
wych (o wspdlrzednych catkowitych) ma
postaé

S=aW + 8B+,

gdzie W oznacza liczbe punktéw krato-
wych wewnatrz wielokata, B liczbe takich
punktéw na jego brzegu, natomiast o, 8 1
v sa nieznanymi wspdlczynnikami. Znalezé
te wspdtczynniki;

b) Pryzmatoidem nazywamy bryle wypukla,
ktérej wszystkie wierzchotki leza w dwdéch z

plaszczyznach réwnolegtych. Przypusémy,
ze wzdér na objeto$¢ pryzmatoidu ma po- ﬂ
staé H i N\

V = H (aSo +bSi/s +¢51). Sz

W=
T
P,
[

We wzorze tym H oznacza odlegtosé

plaszczyzn réwnoleglych, a S, pole prze-
kroju bryty plaszczyzna réwnolegta do 4
tych plaszczyzn polozona na wysokoéci
zH. Znalezé wspdlczynniki a, b, c.

¢) Dla ustalonej liczby naturalnej k wyprowadzié¢ wzér na sume
Sp = 1k+2k+...+nk, gdzie n € N,
zakladajac, ze ma on postaé
Sn = ak+1nk+1 + aknk + ...+ ain + ao,

gdzie akt1,ax,...,a1,a0 sa odpowiednio dobranymi liczbami rzeczywistymi.



0

Obliczenia przeprowadzié dla:

k=2 u)k=3; ii)k=4
Uwaga. Wyznaczanie wspéStczynnikéw a, 3,7 w Ewiczeniu a), wspétczynnikéw a,b,c w
¢éwiczeniu b) oraz wspdlczynnikéw ao, a1, ..., ak+1 W ¢wiczeniu c) nie oznacza jeszcze, ze
udowodniono te wzory (dlaczego?).

4.3 Metoda eliminacji Gaussa
dla uktadéw Cramera

B Metoda eliminacji Gaussa dla uktadéw Cramera

Niech AX = B bedzie ukladem Cramera, w ktérym A jest macierza stopnia n.
Rozwiazanie tego uktadu znajdujemy w nastepujacy sposéb:

1. budujemy macierz rozszerzona ukladu postaci

a1 @12 @13 ... @1p | b
a1 Gz a3 ... Gan | b1
[A|B] = :
an1 An2 QGnp3 ... GQnpn bl

2. przeksztalcamy macierz rozszerzona do postaci [I|X] wykonujac na jej wier-
szach nastepujace operacje elementarne:

a) zamiang miedzy sobg dwéch dowolnych wierszy (w; — w;);
b) pomnozenie dowolnego wiersza przez liczbe rézng od zera (cw;);

c) dodanie do elementéw dowolnego wiersza odpowiadajacych im elementéw
innego wiersza pomnozonego przez dowolng liczbe (w; + cw;).
Operacje te maja na celu doprowadzenie macierzy rozszerzonej do postaci:

10 0 ... 0}z
01 0 0| zo
mx)={ . . |
0o 0 0 ... 1|z,

Ostatnia kolumna macierzy rozszerzonej (macierz X) jest wtedy rozwigzaniem
wyjéciowego uktadu réwnan.
Uwaga. Przy przeksztalcaniu macierzy rozszerzonej uktadu do postaci koncowej
mozemy wykorzystaé algorytm Gaussa sprowadzania macierzy nieosobliwej do pos-
taci jednostkowe;.

4 B operacje elementarne ! S:
na wierszach

Rys. 4.3.1. Schemat metody eliminacji Gaussa
rozwigzywania ukladéw réwnar liniowych.
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0 Cwiczenie 4.3.1
Korzystajac z metody eliminacji Gaussa rozwiazaé¢ podane uktady Cramera:

3z — 2y = 6 T+ y—2z= 5 T —2y+3z2=1
a){51+4y=3; b) 2y +3z2= 6; c) 2z — y+4+5z=1;
-z + y — 5z = -3 3z — 4y + 8z =3
T + 4y + 2z — ¢t = 3
rry+z =5 2 49y + 62— 2 — 3u= 5
d) ytztt=5. s42 — z— t45u= 5.
z+ti=3 22 — Ty 4+ 2+ 3t — du = —5
z +i=6 5 — 5y — z 4+ 3t+6u= 4

Metoda kolumn jednostkowych dla uktadéw Cramera

Praktyczng wersja metody eliminacji Gaussa dla uktadéw Cramera jest me-
toda kolumn jednostkowych. Polega ona na przeksztalcaniu macierzy rozszerzonej
uktadu w celu doprowadzenia wszystkich kolumn macierzy tego uktadu do postaci
Jednostkowej (tzn. z jedng jedynka i reszta zer). Jedynki z réznych kolumn musza
si¢ przy tym znalezé w réinych wierszach. Kofcowa postaé [I’|X’] macierzy roz-
szerzone] bedzie si¢ r6znic od postaci [I|X] jedynie kolejnoscig wierszy. Dla uktadu
Cramera z n niewiadomymi metoda ta wymaga n krokéw, gdyz w kazdym kroku
przeksztalca si¢ ostatecznie cala kolumne. Kolejnosé przeksztatcanych kolumn
oraz polozenie koricowych ,jedynek” jest dowolna, przy czym wygodnie jest do
przeksztalcenia wybiera¢ kolumne sktadajaca si¢ z jedynki, ,malych” liczb cal-
kowitych i ,duzej” liczby zer. W poréwnaniu z klasycznym algorytmem Gaussa
metoda ta nie wymaga przestawiania wierszy ani budowania macierzy tréjkatne;.
Wymaga jednak wykonania wigkszej liczby mmnozes.

Algorytm przeksztatcania j—tej kolumny

Chcac w miejsce niezerowego elementu a;; otrzymaé »jedynke”, a na pozostatych
miejscach j-tej kolumny zera, wystarczy i-ty wiersz macierzy rozszerzone) podzie-
li¢ przez a;;. Nastepnie nalezy od pozostalych kolejnych wierszy odejmowad i-ty
wiersz mnozony odpowiednio przez a,;, @25, ..., Gi—1j, 415, .., anj. Schematycz-
nie przedstawimy to ponizej

- - - - -
( ay; .. RIS U A .0
w] —ajyw; ..
.ai_lj w; : ay; .ai_lj wi—1°;1i—1j“'i .0 ..
a; ...f-|— ... 1 | - ... 1...|
J Witl —Gip1gw;
BN T ...a,'+1j...- ) .0
. . Wn = Gy w; E .
L an]- i L a"j J _...0...‘J

Rys. 4.3.2. Schemat przeksztalcania kolumny macierzy do postaci jednostkowej.

0 Cwiczenie 4.3.2
Rozwigza¢ podane uklady Cramera metoda kolumn jednostkowych:
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4z — y + t= -
3c + y— z= —
e I AR N
Tt + 2y + 2z = 5 v+ 2y 4 122 + 2t = 15

*Algorytm rozwiazywania réwnania macierzowego AX = B [3]

Niech 4 i B beda macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, przy czym
det A # 0. Wtedy niewiadoma macierz X spelniajaca réwnanie macierzowe AX =
B mozna otrzymaé postepujac wedlug algorytmu:

1. tworzymy macierz blokowa [A|B],

2. stosujac operacje elementarne na wierszach macierzy [A|B] doprowadzamy ja
do postaci [I|X], w ktérej macierz X jest szukanym rozwigzaniem.

[A B] operacje elementarne [IIX]

na wierszach
Rys. 4.3.3. Schemat algorytmu rozwigzywania réwnania macierzowego AX = B.

Uwaga*. Powyzszy algorytm mozna zastosowal takze do réwnan macierzowych
postaci XA = B. Najpierw jednak nalezy wykonaé operacj¢ transponowania obu
jego stron. Réwnanie przyjmie wtedy postac ATXT = BT,

0 Cwiczenie* 4.3.3
Stosujac powyzszy algorytm rozwigzaé podane réwnania macierzowe:

10 4 4 51 132 18 20 10
a) {21 9|X=]10113|; b)X|541|=11111 4}.

03 26 29 26 3 123 3 7 8

4.4 Metoda eliminacji Gaussa
dla dowolnych uktadéw réwnan liniowych

® Definicja 4.4.1 (rdwnowaznosé ’ukladb’wvfo"wnmi liniowy__ch) L
Niech A4, A’, B, B’ beda macierzami o wymiarach odpowiednio mxn, kxn, mx1,
k x 1. Ponadto niech

X1 .’L‘ll
!
X = o X' = 2
Tn z,
beda macierzami niewiadomych, przy czym ciag (z},z5,...,2,) jest permutacja
ciagu (z1,22,...,Tn) . Méwimy, ze uktady réwnan liniowych

AX=B i AX'=PB

sa réwnowazne, jezeli zbiory ich rozwiazan sa identyczne.
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® Fakt 4.4.2 (o réwnowaznym przeksztatcaniu uktaddw réwnar)
Podane ponizej operacje na wierszach macierzy rozszerzonej [A|B] uktadu réw-
nan liniowych AX = B przeksztalcaja go na uktad réwnowazny:

1.

zamiana migdzy soba wierszy (operacj¢ zamiany wiersza i-tego z k—tym ozna-
czamy pIzez w;——wg);

mnozenie wiersza przez stalg rézng od zera (operacj¢ mnozenia i-tego wiersza
przez liczbe ¢ # 0 oznaczamy przez ¢ - w;);

dodanie do wszystkich wyrazéw ustalonego wiersza odpowiadajacych im wyra-
zOw innego wiersza pomnozonych przez staly (operacje dodania k—tego wiersza
pomnozonego przez stala ¢ do i-tego wiersza oznaczamy przez w; + ¢ - wi);
skreslenie wiersza zlozonego z samych zer (operacje skreélenia i-tego wiersza
oznaczamy przez ;);

skredlenie jednego z wierszy réwnych lub proporcjonalnych (operacje skreslenia
wiersza i—tego, ktéry jest proporcjonalny do wiersza k-tego, oznaczamy przez

Xy~ wg).

niewiadome niewiadome
r A - — A )
© 0 0 .
all"'alj"'all"'aln all"'all"'alj"'aln
a21‘..a2j...a21‘..a2n kj k'I 1121'~~(121~~f12j-~-azn
A= — = A
aml"'amj"'aml"'amn aml"'aml"‘amj"'amn

Dodatkowo otrzymuje si¢ uktad réwnowazny, jezeli w macierzy A zamlenimy miej-
scami dwie kolumny przy jednoczesnej zamianie niewiadomych (operacje
zamiany j-tej kolumny z -t oznaczamy przez kj—k;).

Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réwnan liniowych

Niech AX = B bedzie uktadem réwnan liniowych, gdzie A jest macierzg wymiaru
m x n. Wéwczas uktad ten rozwigzujemy nastepujgco:

1.

budujemy macierz rozszerzona uktadu postaci:

niewiadome
{_.—.L_<._.
Iy T2 Tn
a11 Q12 -+ Qin| by
Q21 @32 ... Q2p| by

[AIB] - . . . : . ;

Am1Am2 - - Amn| b,
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2. na macierzy rozszerzonej dokonujemy réwnowaznych przeksztatcen uktadu
sprowadzajac ja do postaci:

niewiadome parametry
A A "
Tn
- Sin | 21
- S2n | 22
: Sk
Srn | 2r
0 (%r+1

przy czym ostatni wiersz moze nie pojawic sig wcale albo wystapi ze wspdlezyn-

nikiem 2,41 # 0. Wéwczas,

a) jezeli z,41 # 0, to uktad AX = B jest sprzeczny;

b) jezeli ostatni wiersz macierzy [A’|B'] nie pojawi si¢ i n = r, to uklad AX = B
jest réwnowazny uktadowi Cramera (uktad oznaczony) ijego jedyne rozwiazanie
ma postaé z; = z1,T2 = 22, ..., Tn = Zn;

c) jezeli ostatni wiersz macierzy [A’ |B'] nie pojawi si¢ i n > r, to uklad AX = B
ma nieskonczenie wiele rozwigzan (uktad nieoznaczony), przy czym r sposrdd

niewiadomych oznaczanych symbolami z},z5,...,z; zalezy od pozostalych
n — r niewiadomych oznaczonych symbolami z. 1,2, . .., Z;, W nastepujacy
sposdb:
/ /
Ty 21 S1r41 Sir42 --- Sin Tria
/ /
Ty Z2 S2r41 S2r42 --- S2n Tryo
1 /
Z, 2r Srr+1 Srr42 --- Srn T,

W szczegdlnym przypadku r = 0 wszystkie niewiadome sg parametrami i moga
przyjmowaé dowolne wartoéci.

Uwaga. Liczba r jest wyznaczona jednoznacznie. Jest to tzw. rzad macierzy A. Nie-
wiadome &}, x5, ..., z! nazywamy niewiadomymi zaleznymi, a niewiadome
Tryo, - ¢!, parametrami. Podzial niewiadomych na zalezne 1 parametry nie jest
jednoznaczny, ale nie jest tez dowolny. Przy przeksztalcaniu macierzy rozszerzonej
uktadu do postaci koricowej mozemy wykorzystaé algorytm sprowadzania macie-
rzy nieosobliwej do postaci jednostkowej. W przeciwiefistwie do uktadu Cramera
moga pojawié si¢ tu trzy nowe sytuacje:

1. wiersz ztozony z samych zer — wtedy go skreslamy;

2. dwa wiersze réwne lub proporcjonalne — wtedy skreslamy jeden z nich;
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3. brak elementu niezerowego w kolejnej kolumnie powodujacy niemoznoéé usta-
wienia kolejnej jedynki na przekatnej — wtedy cala kolumne wraz z jej niewia-
doma przestawiamy na miejsce przedostatnie przed kolumne wyrazéw wolnych
(niewiadoma ta staje si¢ parametrem).

0 Cwiczenie 4.4.3
Rozwiaza¢ podane uktady réwnan metoda eliminacji Gaussa:

6y — z =20
—:i4z+52=6 T+ 2y +32z — t= -1
a) 3z 4 17 — 9 b)< 3z + 6y +7z+ t= 5 ;
y = 20 4+ 4y + Tz — 4t = —6
2z + 13y + 5z = 8
_ T + 2y + 3z — 2t — u = 6
5’”:3-"’:2212;:‘3 3z + 6y + 52 — 2t — 9u = 1
R = d) { 2 + 4y + 22 - 8u=-5.

2t + y— z+4+ t= 1’

3z — 2y + 2z — 2t = —4 et dy + 72 =5+ uw= 17

T + 2y 4+ 6z — 5t — 10u = 12
Metoda kolumn jednostkowych dla dowolnych uktadéw réwnari liniowych

Praktyczng wersja metody eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réwnan li-
niowych jest metoda kolumn jednostkowych. Jest ona rozszerzeniem metody opi-
sanej dla uktadéw Cramera na przypadek ogélny. Polega ona na réwnowaznym
przeksztatcaniu macierzy rozszerzonej uktadu, w celu doprowadzenia mozliwie naj-
wickszej liczby kolumn do postaci jednostkowej. Jedynki z réznych kolumn Jed-
nostkowych powinny si¢ przy tym znalezé w résnych wierszach. Przeksztatcenie
poszczegélnych kolumn wykonujemy doktadnie tak samo, jak dla ukladéw Cra-
mera. Przy wyborze tych kolumn oraz miejsc na jedynki mamy petna dowolnosé.
Jednoznacznie okreslona jest tylko liczba tych kolumn, ale pojawia sie ona w na-
turalny sposob na kornicu postegpowania. Najwygodniej jest braé do przeksztatcerr
kolumny zawierajace ,male” liczby catkowite i ,duzo” zer. W przypadku dowol-
nych ukladéw réwnan w trakcie post¢powania moga pojawié sie wiersze zerowe -
wtedy je skreslamy, wiersze réwne lub proporcjonalne - wtedy skredlamy jeden z
nich. Moze si¢ takze zdarzy¢, ze w macierzy rozszerzonej uktadu pojawi sle wiersz
zerowy z elementem niezerowym w kolumnic wyrazéw wolnych. Taki uktad réw-
nar jest oczywiscie sprzeczny. Jedli tak sie nie zdarzy, to postepowanie konczy sie
wtedy, gdy liczba wyrdinionych kolumn jest réwna liczbie wierszy, ktére pozostaly
w macierzy. Rozwiazanie uktadu odczytujemy teraz z koricowej postaci macierzy,
wyréznione ,,jedynki” wskazuja niewiadome zalezne.

0 Cwiczenie 4.4.4

Odczyta¢ rozwiazania podanych uktadéw réwnan liniowych z niewiadomymi z,y, z, s, t
zapisanych w postaci macierzy rozszerzonych:

2 0 11 0| 5 0 =5 00 143

0 601 0|3

a) 11 -1 0 0|-21i; b) 1 -7 0 0 0]l2
30 2 0 1|-2 o 810 ol

0 Cwiczenie 4.4.5
Rozwigza¢ podane uklady metoda kolumn jednostkowych:
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_ 6z + 3y + z 4+ 2t= 5
5S¢ — 3y — z+ t= 1 520 4+ Ty + 2+ Tt= 9
2+ y—- z+ t= 2 4r + 11y + 3z + 12t = 13

0 Cwiczenie 4.4.6

Podaé przyktad ukladu:

a) pigciu réwnan liniowych z trzema niewiadomymi, ktéry ma nieskoficzenie wiele roz-
wiazan zaleznych od jednego parametru;

b) czterech réwnafi liniowych z piecioma niewiadomymi, ktéry ma nieskoniczenie wiele
rozwiazan zaleznych od dwéch parametréw;

c) dwdch réwnan liniowych z czterema niewiadomymi, ktdry jest sprzeczny;

d) trzech réwnai liniowych z niewiadomymi z,y, z, ktéry ma nieskoriczenie wiele roz-
wigzan zaleznych od jednego parametru, przy czym jednym z jego rozwigzan jest

e*) trzech réwnan liniowych z niewiadomymi z,y, z, t, ktéry ma nieskoniczenie wiele roz-
) H b
wigzan zaleznych od dwéch parametréw, przy czym dwoma z jego rozwiazan sa:

z=1 y=0, z=1, t=1,
r=3, y=1, z=4, t=2.

4.5 Dowody wybranych twierdzen i faktow

B Dowéd Twierdzenia 4.2.2 (wzdr Cramera)
| sposéb. Niech A = [ai;], gdzie ¢,7 = 1,2,...,n. W postaci rozwinietej uktad réwnan
ma postaé

a11%1 + a12%2 + ... + a12%Tn = by

2121 + a22%2 + ... + a2nTn = b2

an1T1 + an2T2 + ... 4+ annZa = bn
Niech j, gdzie 1 < j < n, bedzie dowolng liczba naturalnag. Po pomnozeniu kolejnych
wierszy tego ukladu przez dopelnienia algebraiczne Dij, Doy, ..., Dn; odpowiednio ele-
mentéw a1j, a2, ..., anj macierzy A uzyskamy uklad réwnan postaci

a1 D11 + a12D1522 + ... + a1nDijza = b1 Dy
a21Dojz1 + az2D2jz2 + ... 4+ a2nDa2jzn = b2 Dy

a‘TLan]II + anansz + ...+ a‘n.nDnJIn = ann]
Dodajac stronami wszystkie réwnania i porzadkujac je otrzymamy réwnosé
zy (@11 D1y +aan Doy + ... + an1 Dn1) + z2 (a12D15 + az2 D2 + ... + an2Dn2) + ...
+Tn (alnD]J +anDoj+ ...+ annDnJ)
=b1Dy; +b2D2; + ...+ bnDnj.

Wspélczynniki przy niewiadomych zi, z2, ..., Tj—1, Tj41, ..., Zn Sa zerami, gdyz sa
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rozwinigciami Laplace’a wyznacznikéw o dwéch identycznych kolumnach. Wspélczynnik
a1;D1j4az; D2y +.. . 4an; Dnjy przy niewiadomej z; jest rozwinieciem Laplace’a wyznacz-
nika macierzy A, za$ wyrazenie po prawej stronie ostatniej réwnosci jest rozwinieciem
Laplace’a wyznacznika macierzy A; opisanej w tezie twierdzenia. Stad

z1-0+2z2-0+...4x5;-det A+... 4z, -0=det A;.

det A;

det A~

1l sposéb. Stosujac zapis macierzowy otrzymujemy zwiazek X = A~ B. Z definicji mno-
zenia macierzy oraz ze wzoru na macierz odwrotna wynika, ze

N4t s~ Dy 1 S det A
%—ZI[A ]j-'b‘_ detJAb'_detA;D”b'_detA]’

1=1

Zatem z; - det A = det A;. Poniewaz det A # 0, wiec z, =

gdzie 1 < j < n.

Ul sposéb. Opracowany na podstawie noty Kong-Ming Chong’a z University of Malaya
umieszczonej w American Mathematical Monthly.

Niech AX = B bedzie uktadem Cramera, gdzie A jest macierza nieosobliwa stopnia n.
Ponadto niech ki, k2,...,kn oraz ei, ez, ..., en oznaczaja kolumny odpowiednio macierzy
A oraz I. Wtedy

det [kl k2 e k¢_1 B k,‘+1 e kn]
det A

det (A7 [k k> ... kica Bhigy ... kn))
det [AT ki A ko AT ki AT B A Kig L AT R

= det[61 €2 ... €51 Xei+1 en] =z,

gdzie z; oznacza element i-tego wiersza macierzy X.

M Dowdd Faktu 4.2.4 (metoda macierzy odwrotne;)
Mnozymy lewostronnie obie strony réwnoéci AX = B przez macierz A™!. Korzystajac
teraz z tacznosci mnozenia macierzy otrzymamy

ATNAX)= (AT'A) X =X =X =A"'B.

B Dowd6d metody eliminacji Gaussa dla uktadéw Cramera

Algorytm Gaussa jest efektywna metoda przeksztalcania macierzy A do macierzy
jednostkowej I. W kazdym kroku operacje elementarne na wierszach macierzy
rozszerzonej ukiadu przeksztalcaja uklad na uklad réwnowaszny. Koficowa postaé
macierzy rozszerzonej jest jawnym wskazaniem rozwiazania. Ujmujac rzecz inaczej
zauwazmy, ze kazda z wykonywanych tu operacji mozna utozsamié z lewostronnym
mnozeniem obu blokéw macierzy rozszerzonej przez pewna macierz nieosobliwg (patrz
dowdd Faktu 3.6.12). Oznaczmy przez E1, Es, ..., Fx macierze odpowiadajace
kolejnym operacjom, za$ przez E iloczyn En - ...  E, - Ey tych macierzy. Z rownosci
EA =1 wynika £ = A7, zatem kolejne etapy rozwiazywania naszego uktadu réwnan
mozemy zapisaé ogdlnie w postaci

[A|B] — [E1A|E\B] — [E2E\A|E;E1B] — ...
— [ENEn-1 .. E\A|ENEn—: ... E1B] = [AT'A|A7 B] = [1|X].
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T
KR AR N PR S O A :
4.1.2a) |0 11 y | = 2 |;b) z | = ;
0 01 _5 1 0 01 O : 3
z 1 0 10-3 -5
u
z
1-1-1 0 0] v 0
olr 2 2-1 o|| z|=| 3].
1 2 0 0-1 t -5
u
1 5 8 2
4.2.3a):c—-—3,y—-1,b):c———1,y——g,z——g,c)z_o,y_E,Z_O,v_—ﬁ.
4 1
4.2.5a)z=1—,1{,y—1—7;b)1:=—14,y=4,z=0;c)m=0,y=3,z=2,v=5.
4.2.6 [zyz]=[4 -1 -1].
4.2.7 b*) Wskazdéwka. Wykorzystaé wyznacznika Vandermondea;
428a)W(z)—l+—z-—lx +—-z,b)W(z)—z —-3r-1;¢)A=1,B=0,C=
0,D=1.
1 1 2 1
* = = - =—b =—b=— = -,
42913)01 LB=27 1 )a 6, 3,10 6,1 1
c)i) n3+—2- + nn)—n + n +4n iii) -5-n5+—2—n4+§n3—%n
15 17 12 2
3.1 = — = ——; = — = — = —; = = — = -2
4 a‘)z ll’y 22!b)z S’y 572 5’(:)z 5’y l)z b
d)z=3,y=2,2=0,t=3;e)z=1,y=0,z=1,t=0,u=1
432a)z=1,y=-2,z=1;b)r=-1,y=0,z=1,t=2.
011 231
4.33%a) |101 120].
110 102
443a)z=-5y= =1‘b):l:=11—-5t—2y,z=—4+2t,gdziey,t€R;c)uklad
7 1 .
jest sprzeczny; d) © = —4 — 2y — =-2-+t,u=—2—,gd21e y,t € R.
4.4.4a)y:—2—x+z,s=5+2z—z,t=—2-—3z—22,gdziex,zeR;
b)z=2+7y, z=1-8y, s=3—6y, t =3+ 5y, gdzie y € R.
445a)z=1,y=1,2z=1+1t, gdziet € R;
b) y =7z —3t—1, z =8 — 27z + Tt, gdzie z,t € R.
T =0
y+ z2=0 : v -
4.4.6 a) _23i2zig,b) P4 2 - uw= 1]
3z -0 — 2z — 4t — 2u = 2
T = 1 T+ Yy —z =0
4+ y+ z+4+ t=1 _ % N L
C){3z+3y+32+3t=2’d){ y+ 2z = 3,e){:c y t=20.
-y —z=-3 2z —z—-1=0
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GEOMETRIA ANALITYCZNA
W PRZESTRZENI

5.1 Wektory

® Definicja 5.1.1 (prztzstmen B

Przestrzeniag R® nazywamy zbidr wszystklch uporzaddkowanych trOJek (z,v,2 ) hczb
rzeczywistych;

RS % {(z,y,2) :z,y,2 € R} .

Uwaga. Przestrzen R® bedziemy interpretowaé geometrycznie na trzy sposoby,

tzn. jako:

1. zbiér wszystkich punktéw P = (z,y,z) w przestrzeni (rys. 5.1.1). W tej in-
terpretacji elementy przestrzeni R3 nazywamy punktami i oznaczamy przez
A, B, C, P, @ itd. Liczby z,y,z nazywamy wtedy wspdlrzednymi punktu
P =(z,y,2).

Rys. 5.1.1. Punkty w przestrzeni Rys. 5.1.2. Wektory zaczepione
—_
2. zbidr wszystkich wektoréw zaczepionych @ =OP w przestrzeni. Wektory te

maja wspdlny poczatek O = (0,0,0), a korice w punktach P = (z,y,z) (rys.

—
5.1.2). Wektor OP nazywamy wektorem wodzacym punktu P. W tej interpre-
tacji elementy przestrzeni R> nazywamy wektorami i oznaczamy przez @, b, ¢,



1

2.

103

%, 3, ¥ itd. Wektory wodzace punktéw bedziemy oznaczali przez 7, 7o, 71
itd. Liczby z,y, z nazywamy wspdtrzednymi wektora @ = (z, y, z). Dodatkowo

przyjmujemy oznaczenia 0 def (0,0,0) oraz — @ def (—z,—y,—z) . Wektor 0 na-
zywamy wektorem zerowym, a wektor — % wektorem przeciwnym (rys. 5.1.11)
do wektora .

zbidr wszystkich wektoréw swobodnych w przestrzeni. Przez wektor swobodny
Z (rys. 5.1.3) rozumiemy tutaj zbidr wszystkich wektoréw zaczepionych w réz-
nych punktach, ktére maja ten sam kierunek, zwrot oraz dlugoé¢ co wektor .
Wektor % nazywamy reprezentantem wektora swobodnego 4. W tej interpre-
tacji elementy przestrzeni R3 takze nazywamy wektorami.

Mow1my, ze punkty A B, C przestrzenl R sg wspollmlowe gdy lstnleje prosta,
do ktdrej nalezg te punkty (rys. 5.1.4).

Rys. 5.1.4. Punkty wspdétliniowe Rys. 5.1.5. Punkty wspéiptaszczyznowe

Méwimy, ze punkty K, L, M, N przestrzeni R3 sa wspdlplaszcayznowe, gdy
istnieje plaszczyzna, do ktérej naleza te punkty (rys. 5.1.5).

° Deﬁ’hié’j_a_ 5.1.3 (wektory wspﬁlh‘hiqwevi",wsﬁﬁi??aszééyéﬁbwé)”f"' .

1.

Mdéwimy, ze wektory @, [3 s3 wspolliniowe, gdy istnieje prosta, w ktdérej zawarte
sa te wektory (rys. 5.1.6). Wektory wspétliniowe bedziemy nazywaé takze wek-
torami réwnoleglymi; piszemy wtedy @ || . Oczywiscie wektor O jest réwnole-
gty do dowolnego wektora.

Méwimy, ze wektory &, ¥, @ sa wspolplaszczyznowe, gdy 1stmeJe plaszczyzna,
w ktdre) zawarte sa te wektory (rys. 5.1.7). Oczywiécie wektor 0 i dwa dowolne
wektory sa wspdlplaszczyznowe.



Rys. 5.1.6. Wektory wspdtliniowe Rys. 5.1.7. Wektory wspétptaszczyznowe

® Definicja 5.1.4 (dzatania na wektorach) _
Niech @ = (z,y,2), @ = (x1,y1,21), ¥ = (22, Y2, 22) oraz niech a € R.
Sume wektoréw @ 1 T (rys. 5.1.8) okreélamy wzorem:

~ | = d
W+ v éf(3L‘1+fl@2,yl+y2,21'1'22)'

Rys. 5.1.8. Suma wektoréw. Rys. 5.1.9. Réznica wektoréw.

Réznicg wektoréw @ i T (rys. 5.1.9) okre$lamy wzorem:

-

-7 e (xl—wz,yl—yz,zl—zz)-

lloczyn wektora # przez liczbe rzeczywista o (rys. 5.1.10) okreslamy wzorem:

ad ¥ (az, ay, az).

il
i
i\ g
’ /\‘_ ;
Rys. 5.1.10. Iloczyn wektora przez liczbe. Rys. 5.1.11. Wektor przeciwny.

® Fakt 5.1.5 (warunkz réwnolegtosci i wspdtptaszczyznowosci wektordw)
1. Wektory @, b sg réwnoleglte wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejg liczby rzeczyw1ste
a,B€R takle e la|+18] >0 i ad+p5=0 W szczegdlnoéed, jezeli @ # 0,
to wektog’y a b sa réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba ¢ € R
taka, ze b = tZi.
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2. Wektory d, b ¢ sg wspolplaszczyznowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby
a, B, v takle ze |a| + |6] + ['yl > 0 oraz ad + 8b +v& = 0. W szczegdlnoici,
jezeli @ |f b to wektory @, b ¢ sa3 wspo}pkaszczyznowe wtedy 1 tylko wtedy,
gdy istnieja liczby s,t € R takie, ze € = sd + th.

® Fakt 5.1.6 (wlasnosci dziatari na wektorach)
Niech %, ¥, ¥ beda dowolnymi wektorami w R? oraz niech o, 3 € R. Wtedy:

1. dodawanie wektoréw jest dzialaniem przemiennym, tj. & + ¥ = ¥ + uU;

2. dodawanie wektoréw jest dziataniem lacznym, tj. @+ (3 + @) = (3 + @) + o;
3. wektor O jest elementem neutralnym dodawania, tj. % + 0= 1u;

4. wektor — % jest elementem przeciwnym do wektora @, tj. @ + (—¥) = 0;

5. 1.-4=4,

6. (af)@ = o (87);

7. (a+B)8=al+pi;

8. a(d+7)=cali+a?v

Fakt 5.1.7 (o wlasnosciach rzutow wektorow)

Niech 4, 3, ¥ beda dowolnymi wektorami w R? oraz niech a € R. Ponadto niech

[ bedzie dowolnq prosta w przestrzeni. Wtedy

1. rzut prostokatny P sumy wektoréw %, ¥ na prosta ! (rys. 5.1.12) jest réwny
sumie rzutéw tych wektoréw na te prosta, tzn.

P(G+73) = P(@)+ P(7);

(
'
|
I
1
1
|
|
i
|
'
'

] i g
p(d) P(i+7) P(79) P(aib) p( ) !
Rys. 5.1.12. Rzut prostokatny Rys. 5.1.13. Rzut prostokatny
sumy wektoréw ilocznynu wektora przez liczbe.

2. rzut prostokatny P iloczynu wektora @ przez liczbe o na prosta [ (rys. 5.1.13)
jest réwny iloczynowi rzutu tego wektora na te prosta przez liczbe o, tzn.

P(a®) = aP ().
Uwaga. Podobny fakt ma miejsce przy rzutowaniu na ustalong ptaszczyzne w R?.

Cwiczenie 5.1.8

a) Wektory @, b sa przekatnymi réwnolegloboku. Wyrazi¢ boki tego réwnolegloboku za
pomoca wektoréw @i b;

b) Korzystajac z rachunku wektorowego uzasadnié, ze ze $rodkowych tréjkata mozna
zbudowad trdjkat;



I, - . , . s
c*) Wektory @, b, ¢, d, &, f tworza krawedzie pewnego czworoécianu. Uzasadnié, ze
niezaleznie od zwrotéw tych wektoréw mamy

i+b+c+d+é+F#0

d) Korzystajac z rachunku wektorowego uzasadnié, ze $rodki dowolnej tamanej zamknieg-
te) w przestrzeni zlozonej z czterech odcinkéw sa wierzchotkami réwnolegtoboku.

[ Def‘mqa 5 1.9 d wspol » -
Uktadem wspoirzgdnych w przestrzem nazywarnwy trzy ustalone proste z, Y, 2z
przecinajace si¢ w jednym punkcie 0, ktére sa wzajemnie prostopadte. Taki uklad
wspdirzednych oznaczamy przez Ozyz. Proste Oz, Oy, Oz nazywamy osiami, a
ptaszczyzny Oy, yOz, Oz ptaszczyznami ukladu wspélrzednych (rys. 5.1.14).

z

w zaleznosc1 od wzajerrlnego polozema osi O:c Oy, Oz uk}adu wspolrzgdnych
wyrézniamy dwie jego orientacje: uktad prawoskretny (rys. 5.1.15) i uktad lewo-

skretny (rys. 5.1.16).

Rys. 5.1.15. Uklad prawoskretny. Rys. 5.1.16. Uklad lewoskretny.
Uwaga. Nazwa ukltad prawoskretny pochodzi od nastepujacej interpretacji: jezeli
prawa reke umiescimy tak, aby kciuk wskazywal dodatnia czeéé osi Oz, to zgiete
palce wskaza kierunek obrotu od osi Oz do osi Oy. Podobng interpretacje ma
uktad lewoskretny.



Wektory 7 (1,0,0), 7 = (0,1,0), k = (0,0,1) nazywamy wersorami odpowiednio
na osiach Oz, Oy, Oz (rys. 5.1.15 1 5.1.16).

Dhugoéé wektora ¥ = (z,y, z) jest okreslona wzorem:

|5|(£i—f 2 +y? + 22

Uwaga. Dlugosé¢ wektora ¥ = (z,y, 2) jest réwna odleglosci punktu P = (z,y, 2)
od poczatku uktadu wspéirzednych (rys. 5.1.17). Kazdy wektor o dtugosci 1 na-
Zywamy wersorem.

xz

x

Rys. 5.1.17. Interpretacja geometryczna dlugosci wektora.

0 Cwiczenie 5.1.13
Obliczyé dlugosci podanych wektoréw:

a) @i =(-3,0,4); b)¥=(v2,v331); ¢ E, gdzie A =(2,1,-3), B = (=1,1,4).

® Fakt 5.1.14 (wiasnosci diugosci wektora)
Niech @, ¥ bedg wektorami w R> oraz niech a € R. Wtedy:
1. |@]| > 0, przy czym |@| = 0<= @ = 0; 2. |ei| = || - |d];
3. @+ 3| < |@] + |3]; 4. ||@| - |3]| < 13 - 3.
Uwaga. Nieréwnoéé 3. jest prawdziwa takze dla dowolnej liczby sktadnikéw. Nie-
réwnoéé te ze wzgledu na jej interpretacje geometryczng nazywamy nieréwnoscig
tréjkata (rys. 5.1.18). Réwnosé w tej nieréwnosci jest mozliwa tylko wtedy, gdy
Z =0 lub ¥ = 0 albo, gdy ¥ = 34 dla pewnego 3 > 0.

Rys. 5.1.18. Ilustracja nieréwnosci tréjkata.
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M Fakt 5.1.15 (potozenie punktu podziatu odcinka)
Niech 7; oraz 73 beda wektorami wodzacymi odpowiednio punktéw A i B. Punkt
P podziatu odcinka AB w stosunku 1 : A, gdzie A > 0, (rys. 5.1.19) ma wektor
wodzacy

- AT+ T
r=—
1+ A y
Rys. 5.1.19. Podzial odcinka AB w stosunku 1: .
Uwaga. Jezeli 71 = (z1,y1,21), T2 = (22,93, z3), to wspdlrzedne wektora

7 = (z,y,2) wyrazaja sie wzorami:

_ Azt _ Aty Z_/\21+22
“T1vx 0 YT T T i

0 Cwiczenie 5.1.16
a) Niech A =(-1,2,5) oraz B = (1,6, ~3). Obliczyé wspéSirzedne érodka odcinka AB,;
b) Punkt P =(0,0,0) dzieli odcinek AB w stosunku 1 : 3. Znales¢ wspolrzedne punktu
B, jezeli A = (-1,2,3).
c) W tréjkacie ABC znane s3 wspélrzedne wierzchotkéw A = (1,-1,0), B = (5,7,3)
oraz punktu przecigcia jego srodkowych S = (2,4,0). Wyznaczyé wspdlrzedne wierz-
chotka C.

5.2 lloczyn skalarny

® Definicja 5.2.1 (iloczyn skalarny . .
Niech @, ¥ beda dowolnymi wektorami w R®. Tloczyn skalarny wektoréw @ i @
okreslamy wzorem:

&.
<

€

do®d = |d|: || cosyp,

gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami @ i ¥ (rys. 5.2.1).

z

Rys. 5.2.1. Tlustracja do definicji iloczynu skalarnego.



0 Cwiczenie 5.2.2
Uzasadnié, ze rzut prostokatny wektora @ na wektor ¥ wyraza si¢ wzorem:

=1
QU

Lo
w = mz"v.

B Fakt 5.2.3 (wzdr do obliczania iloczynu skalarnego)
Niech & = (z1,y1,21) oraz T = (z2,ys, 22) beda wektorami w R3. Wtedy

doT =z +y1y2 + 2122

0 Cwiczenie 5.2.4
Obliczyé iloczyny skalarne podanych wektoréw:

a) i =(-1,2,-3), 3= (2,0,—1); b) @=(v2,V3,V5), = (V8,-v27,0).

0 Cwiczenie 5.2.5
Uzasadnié, ze kat miedzy wektorami niezerowymi @ = (z1,y1,21) 1 ¥ = (22,92, 22)
wyraza si¢ wzorem:

122 +Y1Y2 + 2122

(¢ = arccos .
VEi i+ 2 /2R 4k + 2

0 Cwiczenie 5.2.6
Obliczyé katy miedzy podanymi parami wektoréw:
a) @ =(3,-1,2), = (4,2,-5); b) @=(3,-1,2), 3=(1,2,3).

® Fakt 5.2.7 (wtasnosci iloczynu skalarnego)
Niech 4, 3, @ beda dowolnymi wektorami w R3 oraz niech a € R. Wtedy

1. 4o T =To 1, 2. (at)o ¥ =a(loT);
3. 4od=|4d |2, 4. (i+70)o W= do W+7To W;

5. | o ¥| < |d|-|F]; 6. wektory @i T sa prostopadlte <= G o ¥ = 0.

Uwaga. Réwnoé¢ podana w punkcie 4. jest prawdziwa takze dla dowolnej liczby
wektoréw sktadnikéw. Réwnoéé w nierédwnoséci 5. jest mozliwa tylko wtedy, gdy
wektory 4 1 T sg réownolegle.

0 Cwiczenie* 5.2.8
Uzasadni¢ podane powyzej stwierdzenia.

0 Cwiczenie 5.2.9

a) Obliczy¢ iloczyn skalarny wektoréw d i b, jezeli @ = 3p — 2§, b = p— 54, przy czym
P 1 ¢ sa wzajemnie prostopadlymi wersorami;

b) Obliczy¢ dlugosé wektora @ = 5P — 4@, jezeli P i § sa wzajemnie prostopadlymi
wersorami;

c*) Jakie warunki musza spelniaé wektory P, g, 7, aby istnial prostopadtoscian, ktérego
przekatnymi écian wychodzacymi z jednego wierzchotka beda te wektory?

d*) Czy istnieje czworoécian, ktérego podstawa jest tréjkat prostokatny i ktérego wszyst-
kie katy plaskie przy wierzcholtku nie nalezacym do podstawy sa proste?
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0 Cwiczenie 5.2.10
Korzystajac z rachunku wektorowego obliczy¢:

a) kat miedzy przekatnymi sasiadujacych ze soba Scian szeicianu;

b*) kat nachylenia krawedzi bocznej czworoécianu foremnego do ptaszczyzny podstawy.

0 Cwiczenie 5.2.11
a) Znalez’c’ wektor @ o dlugosci 1, ktdry jest prostopadly do wektoréw 4 = (1,-2,0),

b) Znalei¢ wektor € o diugosci 1, ktdry z wektorami @ = (1,0,0), b = (1 V3, 0) tworzy

t —
kw3

5.3 lloczyn wektorowy

® Definicja 5.3.1 (orientacja trdjki wektorow) ,
Niech @ = (z1,y1,21), ¥ = (z2,Y2,22), ® = (z3,y3, 23) beda wektorami w R3.
Méwimy, ze wektory 4, @, @ tworza uktad o orientacji zgodnej z orientacja uktadu
wspolrzednych, jezeli

1 %1 2
To Y2 29 | >0.
3 Ys 23

W przypadku, gdy podany wyznacznik jest ujemny méwimy, ze orientacja ukladu
wektoréw 4, @,  jest przeciwna do orientacji uktadu wspélrzednych. Uktad @, %,
@ nazywamy prawoskretnym (lewoskretnym), gdy jest on zgodny z prawosqutnym
(lewoskretnym) uktadem wspdtrzednych.

® Definicja 5.3.2 (iloczyn wektorowy)

Niech % i ¥ beda niewspdtliniowymi Wektorarm w R3. lloczynem wektorowym
uporzadkowanej pary wektoréw @ 1 ¥ nazywamy wektor @, ktéry spetnia warunki:

1. jest prostopadly do plaszczyzny rozpietej na wektorach @ i @ (rys. 5.3.1-2);

2. jego dlugost jest réwna polu réwnolegtoboku rozpietego na wektorach @ i v,
tj. rdwna
|%] - |5] sing,
gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami % i ¥;
3. orientacja tréjki wektoréw @, ¥, @ jest zgodna z orientacja uktadu wspdtrze-
dnych Ozyz.
Iloczyn wektorowy pary wektoréw # i ¥ oznaczamy przez @ x . Jezeli jeden z
wektorow 4, ¥ jest wektorem zerowym lub jezeli wektory te s3 wspdtliniowe, to
przyjmujemy, ze @ x 8 = 0.



. M1

Aa"lll

W=UxD
Rys. 5.3.1. Wektor @ jest iloczynem Rys. 5.3.2. Wektor  jest iloczynem
wektorowym wektoréw 41 o wektorowym wektoréw 4 i ¥
w ukladzie prawoskretnym. w ukladzie lewoskretnym.

M Fakt 5.3.3 (wzdr do obliczania tloczynu wektorowego)
Niech @& = (z1,y1,21) oraz ¥ = (Z2, Y2, 22) beda wektorami w R3. Wtedy

- =+ 7

1 )k
AxT=|21 y1 21 |
T2 Y2 22

gdzie 7, 7, E oznaczaja wersory odpowiednio na osiach Oz, Oy, Oz.

Uwaga. Przy obliczaniu powyzszego wyznacznika wersory 7{, ;, E nalezy traktowad
formalnie tak jak liczby.

0 Cwiczenie 5.3.4
Korzystajac z powyzszego wzoru obliczy¢ iloczyny wektorowe podanych par wektoréw:

a) 4 =(-1,2,5), = (2,0, -3); b)d=(-1, -3,4), 9= (5,6,—2).
® Fakt 5.3.5 (wlasnoscz iloczynu wektorowego)
Niech #, ¥, @ beda dowolnymi wektorami w R oraz niech a € R. Wtedy
LA xT=—(Tx8); 2. (a@) x ¥ = @ x () = o (i x 9);

Txi, 4. AXx(T+D)=dx T+ dx W,

7 x 3| < |3] - |7]; 6. wektory 4 i ¥ sg réwnolegle <= @x = 0.

Uwaga. Réwnos¢ w nieréwnosci 5. jest

mozliwa tylko wtedy, gdy wektory @ 1 ¥ rx “ 1 I ; I EJ
sa prostopadle. Iloczyn wektorowy wekto- = =T = =
7 " 0| k |-y
réw zapisanych jako sumy wersoréw %7k - 1
pomnozonych przez liczby mozna obhczyc J " —k| 0 1
stosujac powyzsze wlasnosci oraz wykorzy- % " }’ -

stujac tabelke:



0 Cwiczenie* 5.3.6
Uzasadni¢ podane wyzej wlasnosci iloczynu wektorowego.

0 Cwiczenie 5.3.7
Obliczy¢ iloczyny wektorowe podanych wektoréw:

a) 4 =31+25—k, 9= —41+]+5F b) =453k 3=—2]+5Fk.

0 Cwiczenie 5.3.8
Obliczyé pola podanych obszaréw:
a) réwnoleglobok rozpigty na wektorach @ = (0,3, —2), ¥ = (-1, 2, 5);
b) tréjkat o wierzchotkach A = (1,2,3), B = (0, -1,2), C =(0,4,0);
c) powierzchnia réwnolegtoécianu rozpietego na wektorach % = (2,-1,1), 3 = (0,3,1),
= (1,1, 0).

0 Cwiczenie 5.3.9
Uzasadnié tozsamosé
(P+@) < (P-4 =2(Fx7q),
gdzie P, § € R®. Nastepnie pokaza¢, ze pole S réwnolegtoboku o przekatnych P, § wyraza
sie¢ wzorem

S==|pxql|

[ SRR

0 Cwiczenie* 5.3.10
Uzasadni¢ podane tozsamosci dla wektoréw %, 3, & € R®.

a) & x 3|* = (@)* - (3)" ~ (@0 3)*;

- —

b) & x (¥ x W) = (o) —(do?)- .

0 Cwiczenie* 5.3.11 c

W wierzchotku O czworoécianu ABCO wszystkie
katy ptaskie sa proste. Udowodnié ,przestrzenne
twierdzenie Pitagorasa”:

(Sa480)’+(Sapco)’ +(Saaco)? = (Saanc)?,

gdzie Saxyz oznacza pole tréjkata XY Z.

5.4 lloczyn mieszany

® Definicja 5.4.1 (ilo‘c‘z"yn‘mz’cézany) ‘
Niech @, ¥, @ beda wektorami w R3. Iloczyn mieszany uporzadkowanej tréjki

- = -

wektorow @, ¥, @ okre$lamy wzorem:

au
)
I~

(@, 3, )

(T x 7)o .



0 Cwiczenie 5.4.2
Korzystajac z definicji obliczyé¢ iloczyny mieszane podanych uporzadkowanych tréjek
wektoréw:
a) 4 =(1,1,0), = (0,1,1), = (1,0,1);

b) % = (-2,1,3), 3= (4,3,—1), & = (1,0,~2).

M Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego wektoréw

Iloczyn mieszany wektoréw @, ¥,  jest réwny (z dokladnoécia do znaku) objetosci
réwnolegloécianu V rozpigtego na wektorach %, ¥, @ (rys. 5.4.1);

Vi=I(g,73 o)

gt

i
Rys. 5.4.1. Réwnoleglodcian rozpigty na trzech wektorach.

M Fakt 5.4.3 (wzdr do obliczania iloczynu mieszanego)
Niech @& = (z1,1,21), 8 = (%2,¥2,22), W = (3,y3, 23) beda wektorami w R3.
Wtedy

rr 1 o2
(uiv)w) = T2 Y2 22
r3 Y3 23

0 Cwiczenie 5.4.4
Obliczy¢ iloczyny mieszane podanych tréjek wektoréw:

a) @ =(0,1,-1), 3= (1,-2,-3), @ = (1,5,0);
b) 4 = (1,4,-1), ¥ = (3,2,0), @ = (0,0,-3).

0 Cwiczenie 5.4.5
Obliczyé objetosci podanych bryl:

a) réwnolegloscian rozpiety na wektorach d = (1,—1,2), b= (0,3,-2), ¢ =(-1,5,0);
b) czworoécian o wierzcholkach P = (1,1,1), @ = (1,2,3), R =(-1,1,0), S = (0,0,1).

® Fakt 5.4.6 (wiasnosci iloczynu mieszanego)

Niech @, @, @, 7 beda wektorami w R oraz niech « € R. Wtedy

)
2. (@, %, @) = — (3, @, B) ;

)



—

5. wektory %, ¥, @ leza w jednej plaszczyznie <= (%, 3, @) = 0;

Uwaga. Réwnoé¢ w ostatniej nieréwnoéci jest mozliwa tylko wtedy, gdy przynaj-
mnie] jeden z wektoréw @, T, @ jest zerowy albo, gdy te wektory sa wzajemnie
prostopadtle.

O Cwiczenie* 5.4.7
Uzasadni¢ stwierdzenia podane w poprzednim fakcie.

0 Cwiczenie 5.4.8
a) Zbada¢, czy wektory @ = (1,2,3), b= (-=1,0,4), é = (0,—2,6) sa wspélplaszczy-
zZnowe;
b) Zbada¢, czy punkty 4 = (1,0,2), B = (5,1,5), C =(3,-1,2), D = (1,3,5) leza w
Jednej plaszczyénie.

o Cwiczenie* 5.4.9
Udowodni¢, ze objeto$é czworoécianu V o wierzchotkach A; = (z1,91,21), A2 = (22, ¥2, 22),
As = (23,93, 23), As = (24, s, z4) Wyraza sie wzorem:

1 Y1 21

Vo | 2 v
6 T3 Y3 z3

T4 Ysa 24

bt e e

0 Cwiczenie* 5.4.10
Uzasadni¢, ze objetosé réwnolegloécianu V o przekatnych P, g, 7 € R® wyraza sie wzorem

1.5
V= 15,4, 7).

5.5 Zastosowania rachunku wektorowego w mechanice

® Definicja 5.5.1 (wektorowy moment statyczny)

Niech 7; bedzie wektorem wodzacym punktu materialnego o masie m;, gdzie
1 < ¢ < k. Wektorowym momentem statycznym, wzgledem punktu o wektorze
wodzacym 7o, uktadu punktéw materialnych

(mly Fl) 3 (mQa ?2) Yoy (nlkﬁ ;“k)
nazywamy wektor

e de - — — - —~ -
MS :fml(rl—ro)+m2(1‘2—r0)+...+mk(rk—ro).
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Rys. 5.5.1. Uklad punktéw materialnych.

Uwaga. Wektorowy moment statyczny charakteryzuje rozktad masy uktadu punk-
téw materialnych. W przestrzeni dla 7 = (0,0, 0) oraz 7; = (24, ¥i, i) wektorowy
moment statyczny przyjmuje postac:

k k k
MS %L (MS,., MSz., MSzy) = (me, > miy, me) :
i=1 i=1 i=1

Podobnie na plaszczyznie dla 7o = (zo,yo) oraz 7; = (&;,y;) wektorowy moment
statyczny przyjmuje postaé:

Ms & (ms,, MS;) = (Z mizi, ZW%) :
i=1 i=1

® Definicja 5.5.2 ($rodek masy uktadu punktdw materialnych)

Srodkiem masy uktadu punktéw materialnych nazywamy punkt, wzgledem ktdrego
wektorowy moment statyczny tego uktadu jest wektorem zerowym.

Uwaga. Srodek masy uktadu punktéw materialnych jest wyznaczony jednoznacz-
nie. Nalezy on do najmniejszego zbioru wypuktego zawierajacego te punkty (rys.
5.5.2).

"] ﬂmWm“”m“"”"
A

,m\i\\ﬂ“

B

” \\“lllmn.....

Rys. 5.5.2. Srodek masy uktadu punktéw materialnych.

® Fakt 5.5.3 (potozenie Srodka masy uktadu punktéw materialnych)
Wektor wodzacy érodka masy uktadu punktéw materialnych

(ml)?l))(mZan)a"')(mk)?k)



ma postaé

m1TL+ meTy + ...+ my T

=
T =

my; +mgy+ ...+ my

Uwaga. Dla 7; = (z;,y;, 2;) wspOlrzedne wektora wodzacego $rodka masy wyra-
zaja sie wzorami:

(
_ mixy + maTe + ...+ My Ty
o mitmet .. +me
y_mlyl+m2y2+---+mkyk
mi+mo+...+m;
z_m121+m222+...+mkzk
L my+mo+...+mp

O Cwiczenie 5.5.4

a) W wierzcholkach tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych a = 3 i b = 4 umiesz-
czono jednakowe masy. Znale7é poltozenie §rodka masy tego uktadu;

b) W siedmiu wierzchotkach sze$cianu o krawedzi d = 1 umieszczono masy m=1,aw
ésmym umieszczono mas¢ M = 7. Znale#¢ polozenie srodka masy tego uktadu;

c) W wierzchotkach tréjkata umieszczono jednakowe masy. Uzasadnié, ze $rodek masy
tego ukladu pokrywa sie z punktem przecigcia $rodkowych tréjkata;

d*) Korzystajac z pojecia $rodka masy uzasadnié twierdzenie: punkt przeciecia odcin-
kéw taczacych $rodki przeciwleglych bokéw czworokata wypuklego dzieli na polowe
odcinek taczacy érodki przekatnych tego czworokata.

® Definicja 5.5.5 (momenty bezuwladnosei ukladu punkidw materinlngeh)

1. Moment bezwladnosci wzglgdem prostej [ uktadu punktéw materialnych o ma-
sach my,my, ..., m; okredlamy wzorem

I def myd} + mad2 + ... 4 myd},

gdzie di, dy, ..., dy oznaczaja odlegtosci tych punktéw od prostej I.

mo
4> .
B k
my
o) ""1 7'2
my
d ™1
y / O
T3 Tk
m3 do
m my
! m2 3

Rys. 5.5.3. Ilustracje do definicji momentéw bezwladnosci
wzgledem prostej i punktu.
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2. Moment bezwladnosci wzgledem punktu O ukladu punktéw materialnych o
masach my, mo, ..., m, okreSlamy wzorem

def 2 2 2
Io = myri +mary + ...+ mgr,

gdzie ry,7g, ..., 7% oznaczaja odleglosci tych punktéw od O.

® Fakt 5.5.6 (momenty bezwtadnosci wzgledem osi i poczgtku uktadu)
Niech punkty materialne o masach m;, ma, ..., m; majaodpowiednio wspdlrzedne
(z1,91,21), (22,92, 22) , - -, (Tk» Yk, 2&) - Wtedy momenty bezwladnosci tego uktadu
wzgledem osi Oz, Oy, Oz wyrazaja si¢ wzorami:

L=m (¥ +23) +ma(+22)+. +m (i +2),

Iy = mo (34 2) 4 ma (534 23) + .ok e (24 20),

L=mi(2}+y3) +ma(zd+vd) +. . +me (2] +47)

Moment bezwladnosci tego uktadu wzgledem poczatku uktadu wspéhrzednych wy-
raza sle wzorem

Io =my (:L’f+yf+zf)+m2(x§+y%+z§)+...+mk (w%+y,€+z,§).

Uwaga*. Srodek masy uktadu punktéw materialnych pokrywa sie z punktem,
wzgledem ktérego moment bezwladnosdci tego uktadu jest najmniejszy.

Cwiczenie 5.5.7

a) W wierzchotkach podstawy sze$cianu o krawedzi 2 umieszczono masy my = mz =
ma = mg = 1, a w pozostalych wierzchotkach umieszczono masy ms = me = mr =
msg = 3. Obliczyé moment bezwladnosci tego ukladu wzgledem pionowej osi symetrii

szesclanu,

b*) W wierzchotkach czworo$cianu foremnego o krawedzi 1 umieszczono masy jednost-
kowe. Obliczyé moment bezwladnosci tego uktadu wzgledem prostej taczacej $rodki

c*)

skoénych krawedzi czworoscianu;
Pokazaé, ze moment bezwladnosci
wzgledem dowolnej prostej uktadu
punktéw materialnych o lacznej
masie m wyraza sie¢ wzorem Ste-
inera

I = Iy + md?,

gdzie Io jest momentem bezwtad-
noéci tego ukladu wzgledem pro-
stej przechodzacej przez jego $ro-
dek masy i réwnolegltej do poczat-
kowe] prostej, a d jest odlegloécia
tych prostych (rys.)
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® Definicja 5.5.8 (momentsily) ' meee
Momentem sity F przylozonej w punkcie P o wektorze wodzacym 7, wzgledem
punktu Py o wektorze wodzacym 7 nazywamy wektor M okreslony wzorem:

-

M

a
®
I~

(7 — 7o) x F.

Rys. 5.5.4. Moment sity.

Uwaga. Dtugos¢ wektora M wyraza sie wzorem
|M| =d-|F],
gdzie d jest odlegtoscig punktu Py od prostej zawierajacej wektor F'.

0 Cwiczenie 5.5.9
a) Obliczyé moment sity F= 31+ 5;— E przytozonej w punkcie P = (1,0, —1) wzgledem
punktu O = (2,0, -3);
b) Obliczyé moment sity F = 5 N dzialajacej stycznie do obwodu kota TOWEerowego o
$rednicy d = 1 m, wzgledem osi obrotu.

® Fakt 5.5.10 (sita preyciggania grawitacyjnego)
Sita przyciggania grawitacyjnego masy M, umieszczonej w punkcie o wektorze
wodzacym 7o, przez uktad punktéw materialnych

(ma, 71), (ma, 7)), ..., (my, )

wyraza sie wzorem

gdzie G oznacza stala grawitacji.



Rys. 5.5.5. Sila przyciagania grawitacyjnego.

0 Cwiczenie 5.5.11

Obliczy¢ site z jaka masy mi = 1, mp = 2, ms = 3, my = 4 rozmieszczone w wierzchol-
kach kwadratu o boku 2 przyciagaja mase punktowa M = 1 znajdujaca si¢ na wysokosci
h =1 nad érodkiem tego kwadratu.

Cwiczenie* 5.5.12

Zbadaé, czy sila przyciagania grawitacyjnego masy punktowej przez uktad punktéw ma-
terialnych jest réwnolegta do wektora laczacego mase punktowa ze érodkiem masy tego
ukltadu.

5.6 Rownania ptaszczyzny

Fakt 5.6.1 (rédwnanie normalne ptaszczyzny)
Réwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt Py = (zo, Yo, 20) 0 wektorze
wodzacym 7 i prostopadtej do wektora 7t = (A, B,C) # 0 (rys. 5.6.1) ma postaé:

7 (F=Tg)oR =0,

gdzie 7 = (z,y, 2) jest wektorem wodzacym punktéw przestrzeni. Wektor 7 nazy-
wamy wektorem normalnym tej p}aszczyzny.

&y
"Mﬂl .(‘m I\I | “ “

i

Rys. 5.6.1. Plaszczyzna wyznaczona przez punkt i wektor normalny.

W formie rozwinigtej réwnanie ptaszezyzny m przyjmuje postac:
m: A(z—xz0)+ B(y—yo) +C(z —2) =0.

Powyisze zaleznoéci nazywamy réwnaniami normalnymi ptaszczyzny.



0 Cwiczenie 5.6.2
a) Napisaé réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt Py = (-1, 2, 0) i prostopa-
diej do wektora i = (2,-3,1);
b) Napisaé¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez $rodek odcinka AB, gdzie A =
(3,2,-1), B =(5,0,7) i prostopadlej do tego odcinka.

® Fakt 5.6.3 (rdwnanie ogdine plaszczyzny)
Kazde réwnanie postaci:

m: Az + By+Cz+ D =0,

gdzie |A| + [B| + |C| > 0, przedstawia plaszczyzne. Plaszczyzna ta ma wektor
. D
normalny % = (A, B,C) i przecina 0§ Oz w punkcie z = ——,o0ile C # 0 (rys.

filE

Rys. 5.6.2. Plaszczyzna o réwnaniu Az + By+Cz+ D =o0.

0 Cwiczenie 5.6.4
a) Napisaé réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P = (3, -2, 5) 1 réwnoleglej
do plaszczyzny yOz;

b) Napisaé réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt Q = (1,3,-2) i przez o$
Oy.

M Fakt 5.6.5 (réwnanie parametryczne plaszczyzny)
Réwnanie ptaszczyzny m przechodzacej przez punkt Py = (zo,yo,20) o wektorze
wodzacym 7o i rozpiete] na niewspdtliniowych wektorach @ = (a1,b1,¢1) 1 @ =
(az,b2,c¢2) (rys. 5.6.3) ma postaé:

T T =7)+s8+17, gdzie s,t€ R.
lub inaczej
™ (2,4,2) = (2o, Y0, 20) + s (a1,b1,¢1) +t (az, by, c3), gdzie s,t € R.

W formie rozwinigtej réwnanie tej ptaszczyzny przyjmuje postacé:

T = xo+ sa; + tas,
T Y =Yyo+ sby +tby, gdzie s,t € R.
z = z9 + scy + teg,



Powyzsze zaleznoéci nazywamy réwnaniami parametrycznymi plaszczyzny.

]

Rys. 5.6.3. Plaszczyzna rozpigta przez dwa wektory.

o Cwiczenie 5.6.6
a) Napisa¢ réwnanie parametryczne ptaszczyzny przechodzacej przez poczatek ukltadu
wspélrzednych i réwnolegltej do wektoréw @, = (1,2,3), 42 = (0, —1,2);
b) Obliczy¢, w jakim punkcie plaszczyzna

T
T y
V4
o Cwiczenie* 5.6.7

Uzasadni¢, ze krzywa I’ zadana w postaci parametrycznej

-1 4 25 — 1,
2 + 3s + 2t, gdzie s,t € R,
-3 - s+

przecina of Oz.

1 4+ 2cost — sint,
3 — cost + 2sint, gdzie t€ [0,2n],
—2 + cost + 5sint,

i
—N
N 8
o

jest plaska.

M Fakt 5.6.8 (rdwnanie plaszczyzny przechodzqcej przez trzy punkty)
Réwnanie plaszezyzny 7 przechodzace] przez trzy niewspdlliniowe punkty P; =
(zi, i, zi), gdzie 1 <1< 3, (rys. 5.6.4) ma postac:

z y =z 1

ro | F1 94 1 =0.
Ty Y2 22 1
T3 Y3 z3 1

Rys. 5.6.4. Plaszczyzna wyznaczona przez trzy punkty.
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0 Cwiczenie 5.6.9
a) Napisa¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkty P = (0,1,2), Q@ =
(-1,4,5), R = (2,-2,3);
b) Zbada¢, czy punkty P1 = (1,2,-3), P, = (2,3,4), Ps = (0,5,4), Ps = (5,3, 1) naleza
do jednej plaszczyzny.

B Fakt 5.6.10 (rownanie odcinkowe ptaszczyzny)
Réwnanie ptaszczyzny 7 odcinajacej na osiach Oz, Oy, Oz uktadu wspoétrzednych
odpowiednio odcinki (zorientowane) a, b, ¢ # 0 (rys. 5.6.5) ma postaé:

T £+g+£:1.
a b ¢

Powyzsza zalezno$¢ nazywamy réwnaniem odcinkowym ptaszczyzny.

Rys. 5.6.5. Plaszczyzna odcinajaca na osiach ukladu odcinki a, b, c.

0 Cwiczenie 5.6.11
a) Znalez¢ réwnanie plaszczyzny, ktéra przechodzi przez punkt P = (—1,2,3) i odcina
na osiach ukladu odcinki jednakowej dtugosci. Ile rozwiazari ma to zadanie ?
b) Obliczyé¢ objetoéé czworoécianu ograniczonego plaszczyzna m: £+ 2y +32—6 = 0
oraz plaszczyznami ukladu wspélrzednych.

5.7 Réwnania prostej

® Fakt 5.7.1 (rownanie parametryczne prostej)
Réwnanie prostej { przechodzacej przez punkt Py = (zo, ¥0, 20) 0 wektorze wodza-
cym 7y i wyznaczone] przez niezerowy wektor kierunku 7 = = (a,b,¢) (rys. 5.7.1)
ma postaé:
l: 7=7; 419, gdziet € R

lub po rozpisaniu na wspétrzedne:

It (z,y,2) = (z0,Y0,20) +1(a,b,¢), gdzie t € R.
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Powyisza zalezno$é nazywamy réwnaniem parametrycznym prostej w postaci wek-
torowej. Inny zapis tego réwnania ma postaé

r = xo + at,
l: y = yo + b, gdzie t € R.
z = 29 +ct,
Po
v
7o P,
7
(0] y

x

Rys. 5.7.1. Prosta wyznaczona przez punkt i wektor.

Uwaga. Powyzsze réwnania beda przedstawiaty pétproste lub odcinek, gdy para-
metr ¢ bedzie przebiegal odpowiednio przedziaty (—oo, f], [a, c0) lub [, 3]

0 Cwiczenie 5.7.2
a) Napisa¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt Po = (—1,0,3) i
réwnoleglej do wektora 9 = (2, —1, 5);
b) Napisaé¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkty P = (1,2,3),

Q=(321).

M Fakt 5.7.3 (rdwnanie kierunkowe prostej)
Réwnanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (o, yo, 20) 1 wyznaczone] przez
niezerowy wektor kierunku ¥ = (a, b, c) (rys. 5.7.2) ma postaé:

T—Zo _Y—Yo _ 220

l:
a b c

Ten sposéb zapisu réwnania parametrycznego prostej nazywamy jej réwnaniem
kierunkowym.

<L

y
Po
x

Rys. 5.7.2. Prosta [ przechodzi przez punkt Py
i jest réwnolegla do wektora .
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Uwaga. Aby nie ograniczaé zakresu stosowania réwnania kierunkowego prostej
przyjmujemy, ze w mianownikach powyzszych utamkéw moga wystapié zera.

0 Cwiczenie 5.7.4

- . -1 2 -5
a) Znalezé punkty przecigcia prostej { : —_y+?2_z-5

T = T T z ptaszczyznami uktadu

wspOlrzednych;
b) Zbadaé, czy proste
T+ 1 _y+11 _z+1

V4
I : == Iy = =
! 2 -1 3 2 1 2 1

maja punkt wspdlny.

® Definicja 5.7.5 (rdwnanie kmwgdzzowe pmste;)

Prosta [, ktdra jest czeScig wspdlng dwéch merownoleglych p}aszczyzn m o Az +
By + Clz + D1 =0, m . Az + Boy + Coz + Dy = 0 (rys. 5.7.3), bedziemy
zapisywal w postaci:

A1x+B1y+C1z+D1 =0,
Asz + By + Coz 4+ Dy = 0.

Ten sposob zapisu prostej nazywamy jej réwnaniem krawedziowym.

Rys. 5.7.3. Prosta jako cze$é wspélna dwéch plaszczyzn.

M Fakt 5.7.6 (0 wektorze kierunkowym prostej w postaci krawedziowej)

A1I+Bly+C1Z+D1 =0,

Asz 4+ Boy+ Coz+ Dy =0 ma postac

Wektor kierunkowy prostej { : {

¥ = (A1, B1,C1) x (A2, By, Cy) .

0 Cwiczenie 5.7.7
a) Prostal: { bo+2y—2-9=0,

3z 42y 42z —12=0 Z2Pisalw postaci parametrycznej;

z4+y+2+4=0,

3z4+y—z42=0 z plaszczyzna z0z.

b) Znalez¢ punkt przecigcia prostej I : {



5.8 Wzajemne potozenia
punktéw, prostych i ptaszczyzn

Rzutem prostbkqtnym punktu P na plaszczyzne m nazywamy punkt P’ tej ptasz-
czyzny (rys. 5.8.1) spelniajacy warunek:

PP 1.

Rys. 5.8.1. Rzut prostokatny punktu na plaszczyzng
oraz odleglo$é punktu od plaszczyzny.

Podobnie rzutem prostokatnym punktu P na prosta ! nazywamy punkt P’ tej
prostej (rys. 5.8.2) spelniajacy warunek:

PP 11

P

o
P’ l

Rys. 5.8.2. Rzut prostokatny punktu na prosta
oraz odleglto$¢ punktu od proste;j.

Uwaga. W podobny sposdéb definiuje si¢ rzut ukoény punktu na ptaszczyzne lub
na prosta w kierunku ustalonego wektora (rys. 5.8.3, 5.8.4).

P
P
YA
P/ l
Rys. 5.8.3. Rzut uko$ny punktu Rys. 5.8.4. Rzut ukoény punktu

na plaszczyzne. na prosta.



0 Cwiczenie 5.8.2

a) Znalei¢ rzut prostokatny punktu P = (3, -2, 1) na plaszczyzne m: 2z —y 4 32 = 0;

b) Znalei¢ rzut prostokatny punktu P = (2,-1,4) na prostg ! : ;— = —Ll = _ig;

c) Znalei¢ rzut ukosny w kierunku wektora ¥ = (—1,3,0) punktu P = (1,2,-2) na
plaszczyzne 7 : z+y — 4z — 6 = 0;

d) Znalei¢ rzut uko$ny w kierunku wektora ¥ = (4,—1,-3) punktu P = (1,3,1) na
plaszczyzne 7w : 2z —y + 3z + 7 = 0;

e) Znalei¢ rzut uko$ny w kierunku wektora % = (2, —3,1) punktu P = (3,1, 0) na prosta
l: (z,y,2) = (—3—5,5— 5,2+ 2s), gdzie s € R;

f) Znalezé rzut ui{oény wlkierunku wektora ¥ = (—1,—1,1) punktu P = (-2,2,1) na

Tz — y— z

tal: —— = = —,
prosia 2 1 3

B Fakt 5.8.3 (odlegltos¢ punktu od plaszczyzny)
Odlegtos¢ punktu Py = (2o, yo, 20) od plaszczyzny m : Az + By+Cz+ D = 0
wyraza sie wzorem:
_ |Azo+ Byo + Czo + D|
A /AZ + B2 + CZ ’
Uwaga. Odleglos¢ punktu P od ptaszczyzny = jest réwna dhugosci odcinka PP/,
gdzie P’ jest rzutem prostokatnym punktu P na ptaszczyzne w (rys. 5.8.1). Po-

dobnie, odlegtos¢ punktu P od prostej ! jest réwna dtugoéci odcinka PP/, gdzie
P’ oznacza rzut prostokatny punktu P na prosta ! (rys. 5.8.2).

d(Po, 7(')

0 Cwiczenie 5.8.4
a) Obliczy¢ odleglosé¢ punktu P = (5,—1,6) od plaszczyzny = : 3z — 4y + 122 — 12 = 0;

b) Obliczy¢ odlegtoé¢ punktu P = (3,6,—1) od ptaszczyzny = : z = 1 + s + 2ty =
2s —t, z =1, gdzie s,t,€ R.
W Fakt 5.8.5 (odlegtos¢ plaszczyzn réwnoleglych)
Odlegtoé¢ miedzy plaszczyznami réwnolegltymi 7, i 75 o réwnaniach
m: Az + By+Cz+ Dy =0, ma: Az +By+Cz+Dy=0
(rys. 5.8.5) wyraza sie wzorem:
|Dy — Dy

Hmm) = A pr o

Rys. 5.8.5. Odlegto$¢ miedzy plaszczyznami réwnoleglymi.



0 Cwiczenie 5.8.6
Obliczy¢ odlegloéé miedzy danymi plaszczyznami réwnoleglymi:

a) m:3t+y—2—2=0,m:3z+y—2+3=0;
b) m:z—y+2z2-5=0,m: -2z +2y—42—-8=0.

0 Cwiczenie 5.8.7

T =-2+41t,
a) Obliczy¢ odlegto$é¢ punktu P = (3,4,2) od prostej I : { y=1+t, gdzie t € R,
z=3-3t,

b) Obliczyé¢ odlegloé¢ miedzy prostymi réwnolegtymi
z—1 y—1 z+3

z+1 y—2 z—3
lz: = = 3

I = = )
! 3 1 -1 -3 1 1

c) Obliczyé odlegtoé¢ miedzy prostymi sko$nymi

z=—1+41, T = s,
I : y=—1+2t gdziete R, Iy: y=—1+2s, gdzies € R;
z = 2t, z=12—2s,

. , ., . -1
d) Obliczy¢ odlegtosé prostej I : 3—2— = # = ; od plaszczyzny 7 : 2y+2z—5=0.

® Definicja 5.8.8 (kqt“ﬂachylehia‘ prostes do plaszezyzny)
Katem nachylenia prostej ! do plaszczyzny m nazywamy kat ¢ = % — «, gdzie
a jest katem ostrym miedzy wektorem normalnym 7 plaszczyzny = i wektorem

kierunkowym % prostej ! (rys. 5.8.6). Jezeli prosta jest réwnolegta do ptaszczyny,
to przyjmujemy, ze kat jej nachylenia do tej ptaszczyzny jest réwny 0.

Rys. 5.8.6. Kat nachylenia prostej do plaszczyzny.

® Fakt 5.8.9 (wzdr do obliczania kqta nachylenia prostej do plaszczyzny)
Kat nachylenia prostej | o wektorze kierunkowym % do plaszezyzny 7 o wektorze
normalnym 72 wyraza si¢ wzorem:

|72 o B

7] - 3]

J(I,7) = arcsin
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0 Cwiczenie 5.8.10
Obliczy¢ katy nachylenia podanych prostych do wskazanych plaszczyzn:

z—1 z+2
a)l: 5 =%=—j,7r:2z+y+z=0;

. z—-2y+2=0, N
b)l: { doedy—z=0 7 — plaszczyzna yO-z.

® Definicja 5.8.11 (kg rostymi). -
Katem migdzy prostymi nazywamy kat ostry utworzony przez wektory kierunkowe
tych prostych (rys. 5.8.7). Przyjmujemy, ze kat miedzy prostymi réwnoleglymi jest
réwny 0.

I; -
V2
1 -
2 - h \vl\
vy
I -
v2
P
;;2 o

5.8.7. Kat miedzy prostymi przecinajacymi sie
oraz miedzy prostymi sko$nymi.

® Fakt 5.8.12 (wzdr do obliczania kgta migdzy prostymi)
Kat miedzy prostymi [y, I o wektorach kierunkowych odpowiednio %, i U2 wyraza
sle wzorem:

J(l,1z) = arccos

0 Cwiczenie 5.8.13
Obliczy¢ katy miedzy podanymi parami prostych:

= 2t, z=1-3s,
a) ly : y=1-—1t, gdzie te R, I : y=2+s, gdze s€ R;
z = =3,

b) & : 3z —y— 2z =0, L - 4z +y—6z—2 =0,
1 T4+y—2z=0, 2 y—3z+4+2=0.

® Definicja 5.8.14 (kat migdzy plaszcryznami) | e
Katem migdzy ptaszczyznami nazywamy kat ostry migdzy wektorami normalnymi

tych ptaszczyzn (rys. 5.8.8). Przyjmujemy, ze kat miedzy ptaszczyznami réwnole-
glymi jest réwny 0.
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Rys. 5.8.8. Kat miedzy plaszczyznami.

® Fakt 5.8.15 (wzdr do obliczania kqta migdzy plaszczyznami)
Kat miedzy ptaszczyznami m; i mp o wektorach normalnych odpowiednio n1 17,
wyraza si¢ wzorem:

|71 o 7o

|7i1] - 2]

J (71, mp) = arccos

o Cwiczenie 5.8.16
Obliczy¢ katy miedzy podanymi parami plaszczyzn:

a)ym: z—V2y+2z-1=0, T t+V2y—243=0;
z=1+s+1 z=—-1+2t
b) m : y=2+s—t, gdzie s,t€R, mw: y=3s —1t, gdzie s,t € R.
=3—-s++t, z=24+s+1t,
® Fakt* 5.8.17 (wektorowe wzory na rzuty 1 odleglosci punktdw, prostych i ptaszczyzn)
Niech Py, Pi, Py beda punktami w przestrzeni R?® o wektorach wodzacych
odpowiednio 7y, 71, F2 oraz niech 7, ¥ beda niezerowymi, a ¥, ¥, nieréwnole-

glymi wektorami z R3. Dalej niech m, m, 7 beda plaszczyznami odpowiednio o
réwnaniach wektorowych

) 0
7 (P—71)on=0,
Wzi(?—?z) 0

Ponadto niech [, Iy, I3, ky, k2 bedg prostymi, ktérych wektorowe réwnania para-
metryczne sg postaci

1 F=7g+t%, I} : F=7+13, |y : F=Ty+17,
ki : P=T,+1tV1, ko : T = Ty + 17y, gdzie te R.
Woéwezas

1. rzut prostokatny punktu P; na ptaszczyzne m ma wektor wodzacy postaci:

— - r —
F=7P — g T
n



2. rzut prostokatny punktu P; na prosta | ma wektor wodzacy postaci:

(7“1—7“0)0‘3 .
EE Y

Pd

o+

-
T =

3. odlegtoé¢ punktu P; od plaszczyzny w wyraza sie wzorem:

7"1 - FQ) o ’;’il
d(P1,7r) = K—_I—ﬁl—_;

4. odlegtos¢ migdzy réwnoleglymi ptaszczyznami my i 7, wyraza sie wzorem:

71— To)o it
d(ﬁl,ﬂg):——l( ! 2) I

|7 ’
5. odlegtos¢ punktu P; od prostej ! wyraza sie wzorem:
[ (71 — 7o) x T
d(Pr,l) = ——per——
_ ]
6. odlegtos¢ migdzy prostymi réwnolegtymi /5 i I wyraza sie wzorem:
71— 7T2) x B
d(ly, by = 1F1=T2) x 31,
( 1, 2) '1-” )
7. odleglos¢ miedzy prostymi skoénymi k; i k, wyraza si¢ wzorem (rys. 5.8.9):

d(kl,kz) — I(T'l — T2, Vi, 172)| )

IBI X 52'

d(ky k2)
Rys. 5.8.9. Odlegto$é prostych skosnych

5.9 Dowody wybranych twierdzen i faktéw

B Dowdéd Faktu 5.1.15 (potozenie punktu podziatu odcinka)

Potozenie punktu P okresla zalesnoé¢é PB= A AP . Poniewas AP= 7 — 71, ﬁ-—: o — T,
wigc T2 — 7 = X (7 — 71). Stad (14 \) = ATy + 7.



B Dowéd Faktu 5.2.3 (wzdr do obliczania 1loczynu skalarnego)
Jeseli ¥ = 0, to wzér zachodzi. Zalozmy wiec, ze ¥ # 0. Niech P oznacza rzut prostokatny
na prosta o wektorze kierunkowym 9. Z wlasnosci rzutéw (Fakt 5.1.7) wynika, ze

Ale dlugosc rzutu prostokatnego wektora na prosta jest réwna diugosci tego wektora
pomnozonej przez kosinus kata ostrego migdzy wektorem a prosta, zatem uwzgledniajac
zwrot tego rzutu mamy

- v I
P(@)= l—i.)—llulcos X(%, ),

gdzie J (1, ¥) oznacza kat skierowany migdzy wektorami 4 1 v. Dla kolejnych wersoréw
otrzymujemy zaleznosci

P(E) = Tlileos 2G9) = or 12

3| D
_3 3y
(J) 3] | lcos{(j, ) EIER
AT F7) = O 22
P (k) = yl*l cos $(5:5) = 57 5] ;
Stad
T S U [mzy Y1y | 2122
oy [l eos $(8.9) = ( EINC m)’
zatem

l_:;_ (|a|cos ¥(i,9) - 22 +3fb,y|’ +"122) =0.

= 2 . = U T .
Ale ¥ # 0, wigc || cos 4(%, 9) — 122 F YY1 ¥ A2 ) Ogtatecrnie mamy

|9}

do¥=|4]]9|cos X(&, T) = z122 + y1y2 + 2122,

B Dowdd Faktu 5.3.3 (wzdr do obliczania tloczynu wektorowego)
Zapiszemy wektor wystepujacy w wyznaczniku tezy jako @ = (73,3, z3) . Wektor  jest
prostopadly do plaszczyzny rozpietej na wektorach 4 i ¥. Mamy bowiem

v = Iy z 21 91 T1 Y1 21
o o 1 1
UOW =T, 1 =|ZT1 Y1 21 = 0.
Y2 22 T2 22 T2 Y2
! T2 Y2 22

Podobnie $o0 @ =0, czyli w L 4 oraz w L ¥. Dalej

|ib|2 (y122 —y221)2+(z1Z2 —1221)2+(z1y2—x2y1)2

(B34 +2) (B3 +u3+2) —(mz+ny + 2122)°

= |@|*|3|* - (0 9)°
= 1@|*|3|* (1 — cos” 4(d, 7))

(1@l13] sin ¥(d, 9))° -
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Stad wynika, ze || = |4 x ¥|. Ponadto
£y A Y1 z1 1 21 1 Y
T2 Y2 22 = - +z
T3 Y3 23 Y2 22 T2 22 T2 Y2
3

2
= si+yi 42 = v
W okresleniu iloczynu wektorowego wektory #, ¥ sa niewspélliniowe, zatem
|3115] sin (i, 5) # 0.

Stad |ii)|2 > 0, wigc orientacja ukladu wektoréw %, ¥, @ jest zgodna z orientacja ukladu
wspéirzgdnych. UzasadniliSmy, ze wektor @ ma ten sam kierunek, zwrot oraz ta sama
dlugo$é, co wektor % x 9, zatem W = @ x 7.

B Dowdd interpretacji geometrycznej iloczynu mieszanego wektoréw
Przyjmijmy, ze podstawa réwnolegloécianu jest réwnolegtobokiem rozpigtym na
wektorach 4, 9. Objetos¢ |V| tego réwnolegloscianu jest réwna iloczynowi pola

|P| =@ x %] jego podstawy oraz wysokosci h = || |cos (@ x '3, @)|. Stad
V=P h=|%x 3||®]]|cos $(& x 3, ®)| = |(& x B) o B|.
4
i ixv

B Dowdd Faktu 5.4.3 (wzdr do obliczania iloczynu mieszanego)

Mamy
* otz
t 3 k
(4,3, %) = (dxB)oW= |z, y1 2 o (z3,ys, 23)
T2 Y2 22
_ Y1 21 I 21 1 Y1
= - , o (z3,ys, z3)
Y2 22 T2 22 T2 Y2
1 Y1 21
_ | ¥ &z T1 21 T1 Y1
= Z3 = | T2 Y2 22
Y2 22 T2 22 T2 Y2
T3 Y3 z3

B Dowdd Faktu 5.6.5 (réwnanie parametryczne ptaszczyzny)
Jezeli wektor 7 spelnia réwnanie 7 = 7y + st + 13, gdzie s,t € R, to spelnia on réwnanie
normalne plaszczyzny z wektorem normalnym # = % x . Mamy bowiem

(F—To)o @ = (st +t¥)o (@ x B) =sio(ixd)+tdo(dx D)
= s(t,%,0)+t(9,4,0)=s-0+t-0=0.
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Z drugiej strony jezeli (# — 7o) o (% x %) = 0, to po rozpisaniu wektora % x ¥ na wspdt-
rzedne otrzymamy réwnosé

a; by
a2 b2

b1 Ci
b2 Cc2

ay Ci _
(z=20) = |, o, | %)~ (z — 20) = 0.

Pokazemy teraz, ze istnieja liczby s,t € R, dla ktérych mamy 7 = 7o + st +tv. W tym
celu nalezy stwierdzi¢ niesprzeczno$¢ ukladu réwnan

sa; +tay = T — To
sby +thy = y — 9o
sc1 +1tco = z— 20

Poniewaz @ X ¥ # 0, wicc choé jedna ze wspélrzednych tego wektora jest niezerowa. Niech

np. @ by e # 0. Wéwczas pierwsze dwa réwnania tworza uklad Cramera.
az b2 b] by
Rozwiazanie tego ukladu ma postaé
T — Tgo a2 a T — Zo
y—yo b2 b1 ¥y —yo ay az
= — = — 1 _A = .
s " , t 1 ,  gdzie by by

Po podstawieniu uzyskanych wartosci s i ¢ do trzeciego réwnania otrzymujemy tozsamos¢,
bowiem

(bzc1 — bica) (z — 7o) + (a1c2 — az2c1) (¥ — yo)

SCy + tCz =
a; a2
b1 b2
b 1 a; ¢ a1 as
- by c2 (I 170)+ as c2 (y yo) by bo (Z ZO)
— = =z — 20
a; az ay a
b] b2 bl b2

W Dowéd Faktu 5.6.8 (rdwnanie ptaszczyzny przechodzgcej przez 8 punkty)

Réwnanie zapisane w tezie ma postaé zD11 + yDi2 + zDys + Dia = 0, gdzie Dy, dla
j =1,2,3,4 oznaczaja dopelnienia algebraiczne kolejnych elementéw pierwszego wiersza
wyznacznika. Jest to postaé ogélna réwnania plaszczyzny. Wspdlrzedne punktéw Py, P2,
P; spelniaja to réwnanie, bo w odpowiednich wyznacznikach pojawiaja si¢ dwa iden-
tyczne wiersze.

Do takiej postaci réwnania plaszczyzny prowadzi tez nastepujace rozumowanie. Niech

—_— e

% = P, P,, ¥ = Py Ps. Dla wektora normalnego # = % x ¥ plaszczyzny = oraz wektoréw
wodzacych #1 i # = (z,y, z) odpowiednio punktéw P i P z plaszczyzny otrzymujemy
clag réwnowaznoscl

(Foi) Ll <= (F— 7)o (i x 8) =0 (7— 71,1, 3) =0

z y z 1
r—r1 Y—Y1 22—z
1 Y1 211
<= |T2—T1 Y2—Y1 22— 21 | =0 <= =0,
T2 Y2 221
T3 —T1 Y3 — Y1 23 — 21
T3 Y3 231

przy czym ostatnia réwnoéé wynika z wlasnosci wyznacznikéw.



M Dowdd Faktu 5.6.10 (réwnanie odcinkowe ptaszczyzny)
Poniewaz punkty (a,0,0), (0,b,0), (0,0, c) spetniaja réwnanie ogdlne plaszczyzny

1 1 1
- — Zz—-1=0
az+by+cz 1 s

wiec jest to réwnanie szukanej plaszczyzny.

M Dowéd Faktu 5.7.3 (réwnanie kierunkowe proste;)
Dla a,b,¢ # 0 réwnanie to powstaje po wyrugowaniu parametru ¢ z réwnania parame-

trycznego, tzn.
T—%o _ Y—Yo _

zZ— 20
a b c

t =

B Dowdd Faktu 5.7.6 (o wektorze kierunkowym prostej w postaci krawgdziowej)
Wszystkie wektory lezace w plaszczyznie 71 sa prostopadle do wektora normalnego #; =
(A1, B1,C1). Podobnie wszystkie wektory z plaszczyzny sa prostopadle do wektora
normalnego #2 = (Az, B2, ;). Poniewas prosta [ jest czeécia wspdlng obu plaszczyzn,
wigc wszystkie wektory znajdujace si¢ na niej sa prostopadle zaréwno do #; ,Jakido 7.
Kierunek tej prostej wyznacza wiec wektor 7, x 7ip.

B Dowdd Faktu 5.8.3 (odiegtosé punktu od plaszczyzny)
Prosta [ prostopadta do plaszczyzny = i przechodzaca przez punkt P ma réwnanie para-
metryczne
l: z=1z0+ At, y = yo + Bt, z =120+ Ct, gdzie t € R.
Punkt P’ = (z',y',2') (rys. 5.7.1) przeciecia tej prostej z plaszczyzng © wyznaczamy z
warunku

A(zo +At) +B(yo +Bt)+C(Zo +Ct) + D =0.
Stad t (A2 + B+ CZ) = — (Axzo + Byo + Cz + D). Zatem szukana odlegto$é¢ wynosi

d=|PP| = \/(r' = 20)" + (¥ = y0)” + (2 — 20)* = \/(A1)? + (B1)? + (Ct)?
[t (A + B* + C%) | Azo + Byo + Czo + D)

VAZ¥ By C? = JA trB2tC2

B Dowdd Faktu 5.8.5 (odlegtosé ptaszczyzn réwnolegtych)
Niech Pr = (z1,91,21) (rys. 5.7.3) bedzie dowolnym punktem plaszczyzny m;. Wspél-
rzedne tego punktu spetniaja réwnanie Az; + By; + Cz; + D, = 0. Odleglos$é¢ miedzy
plaszczyznami jest réwna odlegloéci punktu P; od plaszczyzny mp. Zatem

[th/A? + B2 + C? =

d= |[Az1 + By: + Cz1 + Ds| _ [=Di+D;|  |Dy— D,
[AZ 1 BZ £ C? VA2 X B2 1 2 VAZX BT C?

5.10 Odpowiedzi i wskazéwki

N
5.1.8 a) o (@ +1), 5 (@-18).
5.1.13 a) 5; b) 6; c) V/58.
5.1.16 a) (0,4,1); b) (3,-6,-9); c) (0,6, —3).
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5.2.4 a) 1; b) —5.

T T
5.2.6 —; b) —.
) 3P g
5.2.9 a) 13; b) v/41; c*) wektory P, §, T sa niewspélplaszczyznowe oraz spelniaja
warunki: || = |§d— 7], 19] = |17 - #|, |#] = |P — @|; d*) nie istnieje.
3
5.2.10 a) -g; b*) arccos \/T—
2 L, L
5211a)w;=(——§— 3),w2=——w1;

- 1 2
va () o ()

5.3.4 a) (—6,7, —4); b) (—18,18,9).

5.3.7 a) (11,—11,11); b) (-6, —20, —-8).

5.3.8 a) V/374; b) gx/é; c) 4 (V14 +V11).

5.3.11* Wskazéwka. Wykorzystaé iloczyn wektorowy.
5.4.2 a) 2; b) 10.

5.4.4 a) —10; b) 30.

5.4.5 a) 14; b) '56'

5.4.8 a) nie; b) tak.

5.5.4 a) (1 -3—) dla wierzchotkéw (0, 0), (3,0), (0, 4); b) (?{ 3 3

sie w poczatku uktadu wspéirzednych, a masy m =1 sa w I oktancie.
5.5.7 a) 32; b*) 1.

5.5.9 a) (—10,5,—5); b) (0, —-;-,0) .

|F| ZG\/——

) masa M = 7 znajduje

5.5.11 F = ﬁ(o,z 5)
3v3

5.5.12* Nie.
5.6.2a)2x —3y+2z2+8=0;b)z—y+4z—-15=0.
5.6.4a)z—3=0;b)2z+2z=0.

5.6.6 a) (z,y,z) = s(1,2,3) +t(0,—1,2), gdzie s,t € R; b) P = (—25—8,0,0) .
5.6.9 a) 12z + 7y — 3z — 1 = 0; b) nie.

5.6.11a)z+y+2z—4=0;b)6.

5.7.2 a) (z,y,z) = (—1,0,3) + (2, -1,5), gdzie t € R;

b) (z,y,2) =(1,2,3) + t(1,0,—1), gdzie t € R.

5.7.4 a) INz0y = (-9,-22,0), INz0z = (2,0, %), INy0z = (0, —4, %),
b) tak, A = (3,-3,3).

5.7.7a)z=2t, y=>5—5t, z =1+ 2t, gdzie t € R; b) (-—%,0,—g>‘



10 17 19 9 9 27 7 11 C .
5.8.2 a) (7, VY _ﬁ>; b) (—ﬁ’ o ﬁ)’ c) (5, -5 —2); d) rzut nie istnieje, bo
wektor ¥ jest réwnolegty do plaszczyzny =, a P € m; e) (—1,7,—2); f) rzut nie istnieje.

5.8.4a ) b)\/'

5.8.6 a) — b)

\/..

5.8.7 a) 2V/6; b) V/30; ¢ )\/_ )9‘/_

4

5.8.10 a) arcsin L; b) arcsin

V6
-
V60

5.8.16 a) g-; b) arccos

1
V35

5.8.13 a) arccos ; b) arccos 19 .
13v3

L
via



Dodatek

Geometria analityczna na ptaszczyznie

Prosta na ptaszczyznie

® Fakt (rdwnania prostej)

1. Réwnanie prostej | przechodzacej przez punkt Py = (o, o) i nachylonej pod
katem « do dodatniej czesci osi Oz (rys. 1) ma postac:

l: y—yo=tga(z— o).

\PN P,

Rys. 1. Rys. 2.

2. Réwnanie prostej [ przechodzacej przez punkty Py = (z1,y1), P2 = (z2,v2)
(rys. 2) ma postac:

l: (xQ—xl)(y—yl)=(y2—y1)(3’—l’1)~

3. Réwnanie prostej [ odcinajacej na osiach Oz 1 Oy odcinki (skierowane) o dtu-
goéciach odpowiednio a i b, gdzie ab # 0, (rys. 3) ma postaé:

y

b:l.

l: £+
a
Jest to tzw. réwnanie odcinkowe prostej.
4. Réwnanie prostej [ przechodzace] przez punkt Py = (zo,yo) 1 majacej wektor
normalny @i = (A, B) # 0 (rys. 4) ma postaé:
l: A(z—zo)+B(y—1w)=0.

Jest tzw. rownanie normalne prostej.



Rys. 3. Rys. 4.

5. Réwnanie parametryczne prostej [ przechodzacej przez punkty P; = (x1,41),
Py = (z2,y2) (rys. 5) ma postaé:

{ z:x1+(z2_zl)t’ gdzie teR.

y=uy1+ (Y2 —y1)t,

Na rys. 5 przedstawiono polozenie punktéw na prostej w zaleznosci od wartosci
parametru.

ey

wl}

o z o T

Rys. 5. Rys. 6.

6. Rdéwnanie parametryczne (postaé wektorowa) prostej ! przechodzacej przez
punkt Py o wektorze wodzacym 7 i majacej kierunek zadany przez wektor
7 # 0 (rys. 6) ma postaé:

l: 7=7+1%, gdziete€ R,

a T jest promieniem wodzacym punktu P ptaszczyzny.

® Fakt (warunki réwnolegtosci prostych)
1. Proste l; : Ajz+ Biy+C; = 0, ly: Az +Boy+Cy =0 sg réwnolegle wtedy
1 tylko wtedy, gdy
Ale - AzBl =0.
2. Proste Iy : y = myz+by, Iy : Yy = maz + by sg réwnolegle wtedy i tylko
wtedy, gdy
m; = my.



3. Proste Iy : 7 = 7, +1%;, gdziet € R, ly : 7 = Ty + 17, gdzie s € R, sa
réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy

%, = k¥, dla pewnego k # 0.

<
<
-
—~
—
-~
Y

/ ol” z

d

Rys. 7. Proste réwnolegte.

® Fakt (warunki prostopadto$ci prostych)

1. Proste I; : Aiz+ Biy+Cy1 =0, Ily: Az + Byy+ Cy = 0 sa prostopadte

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
AiAs + BBy = 0.

2. Proste Iy : y = myz + by, ls: y = maz + by sy prostopadte wtedy 1 tylko

wtedy, gdy
mimgyg = -1.

3. Proste |, : F = P +1t¥;, gdziet € R, ly : T = Py + 10y, gdzie s € R, s3

prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy

61062:0.

/0

Rys. 8. Proste prostopadie.

® Fakt (kqt miedzy prostymi)
1. Miara kata ostrego ¢ utworzonego przez proste l; : Az + Biy + Cy = 0,
ly 1 Asz + Byy + Cy = 0 wyraza sie wzorem:

|A1As + B1Bs|
V(A + (B /(42) + (B2

(p = arccos



2. Miara kata ostrego ¢ utworzonego przez proste l; : y = myz + bi,ls i y =
maz + by wyraza sie wzorem:

¢ m; — mgy
= arctg | ———=| .
£ & 14+ mym,
L. . . . ™
Jezeli mymy = —1, to przyjmujemy, ze p = O
y I

/

(e} / T
Rys. 9. Kat ostry miedzy prostymi.

® Fakt (odlegtosci punktdw i prostych)
1. Odlegltos¢ d punktéw Py = (z1,y1), Py = (2, y2) wyraza sie wzorem:

d=|P1P| = \/(-1‘2 —z1)’ + (2 — )%

Y

\ ) -
o \..‘L‘ o \1‘

Ps !

Rys. 10. Odlegtosé dwéch punktéw. Rys. 11. Odleglos¢ punktu od prostej.

2. Odlegto$¢ d punktu Py = (2o, y0) od prostej | : Az + By 4+ C = 0 wyraza sie
wzorem: A 3 c
d=d(Py,1) = A%+ By + C
VA? + B2

3. Odlegtosé d prostych réwnoleglych

ly : Az+ By +C; =0, ly: Az + By+ Cy =0,
wyraza si¢ wzorem:

C,-C
d=d(ly,l) = \I/#TB%IZ'



it i

Rys. 12. Odlegloéé dwéch prostych réwnolegtych.

Przeksztatcenia ptaszczyzny

® Fakt (przeksztatcenia plaszczyzny)
1. Wspélrzedne punktu P’ otrzymanego w wyniku przesuniecia punktu P = (z, y)
o wektor ¥ = (a, b) wyrazaja si¢ wzorami:

P/. { :c'::t:+a,

v =y+b
y y
P
\ 3 Bl }T?
I
\, i
o z o ; z
|
I
op’
Rys. 13. Przesuniecie punktu Rys. 14. Symetrie wzgledem osi
o wektor. ukladu.

2. Wspétrzedne punktéw P’ i P” otrzymanych w wyniku symetrii punktu P =
(z,y) odpowiednio wzgledem osi Oz i Oy wyrazaja si¢ wzorami:

. A
P/: {1" =z, Plll { T = -,
Y =-y Y=y

3. Wspdhrzedne punktu P’ otrzymanego w wyniku symetrii punktu P = (z,y)
wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych wyrazaja sie wzorami:
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4. Wspdtrzedne punktu P’ otrzymanego w wyniku obrotu punktu P = (z,y)
wokol poczatku uktadu wspétrzednych o kat o (w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazdwek zegara) wyrazaja sie wzorami:

P z' = zcosa — ysina,
‘ Yy = zsina + ycos o.

Y ry P
P
‘\
S - p’ o
5 S T (0] T
~_ .
Rys. 15. Symetria wzgledem poczatku Rys. 16. Obrét wokét poczatku

uktadu. ukladu.

5. Wspdtrzedne punktéw P’, P” otrzymanych w wyniku podobiefistw (powino-
wactw) punktu P = (z,y) w skali k¥ wzgledem odpowiednio osi Oz i Oy wyra-
zaja sle wzorami:

P,_{:c’:x, P,,‘{x’:lcx,
Yy = ky; v =y
Y Y p’
" )
_____ B P
k=§ ‘ f//2=2
o e o T
;p’
Rys. 17. Podobieristwa wzgledem Rys. 18. Jednoktadno$é wzgledem
osi uktadu. poczatku ukladu.

6. Wspdtrzedne punktu P’ otrzymanego w wyniku jednoktadnosci (podobienstwa)
punktu P = (z,y) w skali k¥ wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych wyra-
zaja si¢ wzorami:

P { z' = ke,

Y = ky.

® Fakt (rownania krzywych przesunietych i obréconych)
1. Niech I oznacza zbiér punktéw (z,y) € R? spetniajacych réwnanie F'(z,y) = 0.
Wtedy zbidr I' otrzymany w wyniku przesuniecia zbioru ' o wektor § = (a,b)
Jest opisany przez réwnanie:

I': F(z—a,y—»5)=0.
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T

Rys. 19. Przesunigcie zbioru o wektor.

2. Niech T oznacza zbiér punktéw (z,y) € R? spetniajacych réwnanie F(z,y) = 0.
Wtedy zbiér IV otrzymany w wyniku obrotu zbioru T' wokdt poczatku uktadu
wspélrzednych o kat « jest opisany przez réwnanie:

I : F(zcosa+ysina,—zsina +ycosa) = 0.

Ly

o

T

Rys. 20. Obrét zbioru wokél poczatku ukladu.

Uwaga. Podobna postaé¢ maja réwnania zbioréw I'V otrzymanych w wyniku zasto-
g 3 g y y

sowania do zbioru

I'= {(:c,y) € R*: F(z,y) = 0}

pozostalych przeksztalceri plaszczyzny tj.: symetrii osiowej lub punktowej, podo-

bienstwa wzgledem prostej lub punktu.

Krzywe stozkowe
® Definicja (okrgg)

Okregiem o $rodku w punkcie O i promieniu r > 0 nazywamy zbiér punktoéw
ptaszczyzny potozonych w odleglosci r od punktu O (rys. 21).

Y

Rys. 21. Okrag o $rodku w punkcie O i promieniu r.
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® Fakt (rownanie okregu)
Réwnanie okrggu o érodku w poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu r > 0

ma postad:
z? + y2 =r-.

® Definicja (elipsa)
Elipsa o ogniskach w punktach Fi, F; oraz o duzej osi 2a, gdzie 2a > 2¢ = |F1 Fy|,
nazywamy zbiér punktéw plaszczyzny, ktérych suma odlegtosci od ognisk Fy i Fy
Jest stata i réwna 2a (rys. 22);

Rys. 22. Elipsa o ogniskach Fy, F5.

® Fakt (rownanie elipsy)

Réwnanie elipsy o $rodku w poczatku uktadu wspérzednych i potosiach a > 0 1
b > 0 ma postaé:
2 2
z y:
= + P 1.
Zaleznos$¢ migdzy pétosiami a, b oraz ogniskows ¢ elipsy ma postac:
a? — b2 =2
® Definicja (hiperbola)
Hiperbolg o ogniskach w punktach Fy, F, oraz o duzej osi 2a, gdzie 2a < 2¢ =
|F1F3|, nazywamy zbiér punktéw plaszczyzny, ktérych warto$é bezwzgledna réz-
nicy odleglosci od ognisk Fy i Fy jest stala i réwna 2a (rys. 23);

|PFy| — |PFy|| = 2a.

® Fakt (rdwnanie hiperboli)

Réwnanie hiperboli o érodku w poczatku uktadu wspolrzednych 1 pélosiach rze-
czywistej a > 0 i urojonej b > 0 ma postaé:

2 2
x—z—y—:L
a b2
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P b Fy T

Rys. 23. Hiperbola o ogniskach F1, Fa.
Zaleznoéé miedzy pélosiami a, b oraz ogniskows ¢ hiperboli ma postaé:
a2+ b2 =2
Asymptoty hiperboli maja réwnania:

I:yzkr, I':y:—ér.
a a

® Definicja (parabola)
Parabola o ognisku w punkcie F' i kierownicy k, nazywamy zbiér punktéw plasz-
czyzny, ktérych odlegtoéé od ogniska jest réwna odlegtoéci od kierownicy (rys. 24);

|PF| = |PK|=d(P,k).
k Y

K .

DN

Rys. 24. Parabola o ognisku F i kierownicy k.

N

® Fakt (réwnania paraboli)
1. Réwnanie paraboli, ktdérej ognisko F' ma wspdtrzedne (g,O) , gdzie p # 0, a

. . ) . p .
kierownica k ma réwnanie £ = ) ma postac:

y? = 2pz.
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2. Réwnaniey = az?+bz +c, gdzie a # 0, przedstawia parabole. Osia tej paraboli

jest prosta x = g @ wierzchotek W = (z,,,v,,) ma wspétrzedne okreslone
wzorami: b A
=—— = ——, gdzie A =b? — 4aqc.
Tw 2a> Iw 1’ &

Jezeli a > 0, to parabola ma ramiona skierowane do géry, a dla a < 0 na dét.

Y
y:a:c2+bz+c
\\ w
ywps
i
1
o| zw T

Rys. 25. Parabola o réwnaniu y = az? + bz + c.

Uwaga. Okrag, elipse, parabole i hiperbole nazywamy krzywymi stozkowymi, gdyz
kazda z nich jest przekrojem powierzchni bocznej stozka pewny plaszczyzna.

® Fakt (rdwnania parametryczne krzywych stozkowych)
1. Réwnanie parametryczne elipsy E o $rodku w poczatku ukladu wspétrzednych
i pétosiach a > 0, b > 0 ma postaé:

. ) T =acost, .
E: { y = bsint, gdzie t € [0, 27).
Gdy przyjmiemy a = b = r, to otrzymamy réwnanie parametryczne okregu.

2. Réwnanie parametryczne hiperboli H o $rodku w poczatku uktadu wspéirzed-

nych i pélosi rzeczywistej a > 0 oraz pétosi urojonej b > 0 ma postaé:

Tz = =acht, .
H: {y = bsht, gdzie t € R.

Uwaga. Przyjmujac we wzorze znak ,+” otrzymamy prawa galaz hiperboli, a
przyjmujac znak ,—” otrzymamy lewa galas.

® Fakt (rdwnania stycznych do krzywych stozkowych)
1. Rdéwnanie stycznej s do okregu O : z2 + y2 = r2 w punkcie P, = (z1,91)
nalezacym do tego okregu ma postaé:

s Tz +yy=ri



2 2

2. Réwnanie stycznej s do elipsy F : o + %ﬁ' = 1 w punkcie P = (z1,y1)
nalezagcym do tej elipsy ma postac:
. BT WY
" a? b2
\ y Y
Py /
Py
s E
o Fy Fy
! z !_/ z
Rys. 26. Styczna do okregu. Rys. 27. Styczna do elipsy.
2 2

3. Réwnanie stycznej s do hiperboli H : 2—2 - %—2— = 1 w punkcie P; = (z1,%1)

nalezacym do tej hiperboli ma postaé:
e Yy
b
4. Réwnanie stycznej s do paraboli P : y* = 2pz w punkcie P; = (z1,y1) nale-
zacym do tej paraboli ma postaé:

s:yy=p(z+z1).

P,

[\ "

Rys. 28. Styczna do hiperboli. Rys. 29. Styczna do paraboli.



Elementy logiki matematycznej

Rachunek zdan i kwantyfikatory

Definicja (zdanie)

Zdaniem w logice nazywamy zdanie gramatyczne, o ktérym mozna orzec, czy jest
prawdziwe, czy tez falszywe. Zdania logiczne oznaczamy zwykle literami p, ¢, r
itd. Zdaniom prawdziwym przypisujemy warto$é logiczna 1, a falszywym 0.

Przyktad
a) Zdanie ,2 + 3 = 5” jest prawdziwe;

b) Zdanie ,3 > 7” jest falszywe;

¢) Wyrazenie ,z? = 4” nie jest zdaniem logicznym, gdyz jego wartoéé logiczna
zalezy od z;

d) Sformulowanie ,jestem glodny” takze nie jest zdaniem logicznym, gdyz nie
wiemy kto je wypowiada.

Definicja (negacja)
Zdanie ,nieprawda, ze p” nazywamy negacja zdania logicznego p i oznaczamy ja
symbolem ~ p. Negacja zdania p jest prawdziwa, gdy zdanie p jest falszywe.

Definicja (alternatywa)

Zdanie ,p lub ¢” nazywamy alternatywa zdad logicznych p, ¢ i oznaczamy ja
symbolem pVgq. Przyjmujemy, ze alternatywa zdan p, q jest prawdziwa, gdy przy-
najmniej jedno ze zdan p, q jest prawdziwe.

Definicja (koniunkcja)

Zdanie ,p i ¢” nazywamy koniunkcja zdan logicznych p, ¢ i oznaczamy jg symbo-
lem p A . Przyjmujemy, ze koniunkcja zdaf p, q jest prawdziwa, gdy oba zdania
D, ¢ sa prawdziwe.

Definicja (implikacja)

Zdanie ,jezeli p, to ¢” nazywamy implikacja i oznaczamy ja symbolem p=—=>q.
Przyjmujemy, ze implikacja jest prawdziwa, gdy zdania p oraz ¢ s prawdziwe lub
gdy zdanie p jest falszywe, a zdanie ¢ jest dowolne (tzn. falszywe lub prawdziwe).
W implikacji zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie ¢ nastepnikiem.

Definicja (rdwnowaznosé)

Zdanie ,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢” nazywamy réwnowaznoscig, i oznaczamy ja
symbolem p <= ¢. Przyjmujemy, ze réwnowaznoéé jest prawdziwa, gdy oba zdania
P, ¢ maja te sama wartosé logiczna.



W tabelkach ponizej podajemy wartoéci logiczne negacji, alternatywy, koniunkeji,
implikacji i réwnowaznoéci w zaleznosci od warto$ci logicznych zdan je tworzacych.

[plaflpVe]prea]p=4q]r=4]

pl~p 1(1 1 1 1 1
1] 0 110 1 0 0 0
ol 1 011 1 0 1 0
010 0 0 1 1
Przyktad

a) Zdanie ,nieprawda, ze 3 - 8 = 25” jest prawdziwe;
b) Zdanie ,5 > 6 lub 3 > 2” jest prawdziwe;
¢) Zdanie ,2° =81 V9 = —3” jest fatszywe;

d) Zdanie ,jezeli liczba 333 jest podzielna przez 9, to liczba 333 jest podzielna
przez 6” jest falszywe;

e) Zdanie ,0 > 0<=1 2> 0” jest prawdziwe.

Definicja (funkcja zdaniowa)

Funkcja zdaniowa nazywamy wyrazenie sktadajace si¢ ze zmiennych zdaniowych
p,q,7 ..., polaczonych operacjami logicznymi (negacja, alternatywa itd).
Przykiad

a) (p=>q) < [(~ p) Vq];

b) ~ [p/\(qu)]-

Definicja (prawo logiczne)
Prawem logicznym nazywamy funkcje zdaniowa, ktéra jest prawdziwa po podsta-
wieniu dowolnych zdan logicznych w miejsce zmiennych zdaniowych.

Najwazniejsze prawa logiczne

Prawo Nazwa
~(~p)<=p prawo podwdjnego zaprzeczenia
pV(~p) prawo wylaczonego $rodka
{p AV r)] — [(p AQV (p A r)] rozdzielnoéé koniunkcji
wzgledem alternatywy
[p V(g A r)] — [(p Vo) AlpV r)] rozdzielnoéé alternatywy
wzgledem koniunkeji




Prawo Nazwa
. [(p =9 A (= r)] = (p==r) prawo przechodniodci implikacji
t~ (pV q)] = [(~ P)A(~ q)] prawo de Morgana dla alternatywy
[~ (pA q)} = [(~ p)V (~ q)] prawo de Morgana dla koniunkeji
[(~ ) :>p] —=p prawo Claviusa
(r=q) < [(~ q) = (~ p)} prawo transpozycji
[P Ap= q)] =>q regula odrywania

® Definicja (kwantyfikator ogdiny)
Zwrot ,dla kazdego = nalezacego do zbioru X” nazywamy kwantyfikatorem ogdl-
nym wigzacym zmienng x ograniczona do zbioru X i oznaczamy symbolem

A

zeX

® Definicja (kwantyfikator szczegdtowy)
Zwrot ,istnieje x nalezace do zbioru X” nazywamy kwantyfikatorem szczegéto-
wym wigzacym zmienng & ograniczong do zbioru X i oznaczamy symbolem

V

T€X

Jezeli chcemy podkreslié, ze istnieje tylko jeden element z, to stosujemy symbol

\Vai

z€X
©® Przyktad
a) /\ logz >0; b) \/xz——x—I:O; c) \/l 2" =1024.
z€(1,00) zeR zeN

® Definicja (forma zdaniowa)
Forma zdaniows zmiennej ¢ nazywamy wyrazenie p(z), ktdre stanie sie zdaniem
logicznym, gdy w miejsce z podstawimy dowolny element zbioru X. Zbidr ten
nazywamy dziedzing formy zdaniowej p. Zbiér tych elementéw z ze zbioru X , dla
ktérych forma zdaniowa p jest prawdziwa oznaczamy przez

{z € X :p(z)}.

Forma zdaniowa moze zaleze¢ takze od wigkszej liczby zmiennych.



® Przyktad
a) {ze R: 2* = 4};

b){:cER:(z<3) A (m}f))};
C){SL‘ERZ((I:>0):>(IL‘2>0)}.

Wiasnoséci kwantyfikatorow

Wiasnosé Nazwa
de Morgana
- p(z) | = ~pl(z prawo g
(x/e\x ( )> )!X { ( )] dla kwantyfikatora ogdlnego

~ (\/ p(;,;)) = A [~p(x)} prawo de Morgana

cex ceX dla kwantyfikatora szczegétowego

/\ /\ Q(r,y)<:> /\ /\ q(z,y) prawo przestawlania

2EX yeY yeY 2eX dla kwantyfikatoréw ogdlnych

\/ \/ q(z,y) = \/ \/ oz, y) prawo przestawiania

cEX yeY yeY z€X dla kwantyfikatordéw szczegétowych

\/ /\ q(z,y) = /\ \/ q(z,y) prawo przestawiania

ceX yeY yeY seX kwantyfikatora ogdlnego ze szczegdtowym

W tabeli p oznacza forme zdaniowg zalezna od zmiennej z € X, a ¢ forme zdaniowa
zalezng od zmiennych z € X iy €Y.

Pojecia pierwotne, aksjomaty,
definicje, twierdzenia i dowody

® Definicja (pojecia pierwotne)
Najprostsze obiekty matematyczne, takie jak np. punkt, zbidr, liczba naturalna
oraz podstawowe relacje miedzy tymi obiektami, takie jak np. nalezenie do zbioru,
nazywamy pojeciami pierwotnymi. Tych poje¢ nie definiuje si¢. Zaktada si¢ przy
tym, ze ich tre$é jest rozumiana jednoznacznie przez wszystkich.

@ Definicja (aksjomaty)
Uktad zdan logicznych dotyczacych pojeé pierwotnych nazywamy aksjomatami.
Przyjmuje sie, ze aksjomaty sa zdaniami prawdziwymi. Zatem nie wymagaja one
uzasadniania. Uklad aksjomatéw musi byé niesprzeczny, tzn., ze korzystajac z
praw logiki nie mozna z niego wydedukowaé zdania jak i jego zaprzeczenia. Wpro-
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wadzanie nowych pojeé¢ matematycznych, takich jak np. ciag, pochodna funkcji,
catka oznaczona, przy pomocy regul logiki, nazywamy definiowaniem. Okreélanie
nowych poje¢ prowadzi do rozwoju istniejacych teorii matematycznych lub tez do
powstawania nowych.

Definicja (twierdzenie)

Twierdzeniami bedziemy nazywali zdania logiczne dotyczace pojeé matematycz-
nych, ktére mozna wyprowadzi¢ z aksjomatéw stosujac prawa logiki. Nazwe twier-
dzenie bedziemy czesto zastepowali jej synonimami takimi jak: fakt, lemat, stwier-
dzenie, wniosek, algorytm, wzér. Zdanie logiczne, przed jego wyprowadzeniem z
uktadu aksjomatéw, nazywamy hipotezg. Niektdre hipotezy okazywaty sie falszywe.
Twierdzenia maja zwykle postaé¢ implikacji

Zz=T.

Poprzednik implikacji nazywamy zalozeniem, a nastepnik teza twierdzenia. Jed-
noczeénie zdanie Z nazywamy warunkiem wystarczajacym dla T, a zdanie T" wa-
runkiem koniecznym dla Z. Twierdzenie (hipoteze) postaci

T—=7Z
nazywamy twierdzeniem odwrotnym do poprzedniego.

Przyktad
Nie kazde twierdzenie odwrotne (hipoteza) jest prawdziwe. Np. ,twierdzenie” od-
wrotne do twierdzenia:

/\ (funkcja f ma pochodng w z9) = (funkcja f jest ciagta w zg)
f

jest falszywe. Np. funkcja f(z) = |z| jest ciagta w o = 0, ale nie ma tam pochod-
nej. Natomiast twierdzenie odwrotne do twierdzenia:

/\ (liczba n jest podzielna przez 3) —

( suma cyfr rozwiniecia dziesietnego )
nelN

liczby n jest podzielna przez 3

Jjest prawdziwe.

Przyktad
Jezeli X jest zblorem obiektéw matematycznych (liczb, ciggéw, funkcji itp.), a
twierdzenie ma postaé

N\ Z(@) = T(=),

zeX
to z faktu, ze zatozenie Z nie jest spetnione dla pewnego zo € X nie wynika jeszcze,
ze zdanie T (zg) jest falszywe. Np. w twierdzeniu

/\ (liczba n jest podzielna przez 6) = (liczba n jest podzielna przez 3).
nenN



liczba naturalna n = 9 nie spelnia jego zalozenia, jednakze spelnia teze, gdyz jest
podzielna przez 3.

Definicja (,,poréwnywanie” twierdzen)
Méwimy, ze twierdzenie

/\ Zl(l’) = Tl(a:)

zeX

jest ,mocniejsze” od twierdzenia

N\ Za(e) = Ta(2),
zeX

gdy przy ,mniejszych wymaganiach” od elementu z daje ,, wiecej informacji” o
nim, tzn. gdy spelniony jest warunek:

A Za(z) = Zi(z) Wb N\ Ti(z) = Ta(x).
z€X zeX

Przyktad
Twierdzenie:

/\ (liczba n jest podzielna przez 8) = (liczba n jest podzielna przez 4)
neN

jest ,mocniejsze” od twierdzenia:

/\ (liczba n jest podzielna przez 16) = (liczba n jest podzielna przez 2).
neN

Definicja (dowdd)

Dowodem twierdzenia nazywamy skonczony ciag prawdziwych zdan logicznych,
ktéry wychodzac od aksjomatéw, wprowadzonych definicji lub tez wczesniej udo-
wodnionych twierdzen, prowadzi do danego twierdzenia.

Uwaga. Wyréznia si¢ dowody twierdzer:
a) wprost, w ktérych, korzystajac z praw logiki, z zalozenia wyprowadza si¢ tezg;

b) nie wprost, ktéry polega na zaprzeczeniu dowodzonej tezy 1 uzyskaniu zdania
falszywego lub sprzecznego z przyjetym zalozeniam.

Aby pokazaé, ze hipoteza postaci

/\ Z(z)=T(x)

z€X

jest falszywa wystarczy wskazaé element zo € X, dla ktérego zdanie

Z (o) A [~ T (o))
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Jest prawdziwe. Element ten (liczbe, funkcje) nazywamy wtedy kontrprzyktadem
dla tej hipotezy. Podobnie, aby uzasadnié, ze hipoteza postaci

V W)
z€X
Jjest falszywa nalezy pokazaé, ze zdanie
N [~ W(e)]
zeX

Jest prawdziwe.

Jednym ze sposobéw dowodzenia twierdzen o liczbach naturalnych Jest zasada in-
dukcji matematycznej.

Twierdzenie (zasada indukcji matematycane;j)
Niech T'(n) oznacza forme zdaniowa zmiennej n € N. Jezeli:

1) zdanie T(1) jest prawdziwe oraz
i) /\ prawdziwa jest implikacja T'(n) = T'(n + 1),
neN
to forma zdaniowa T'(n) jest prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n.

Elementy teorii mnogosci

Zbiory sktadaja si¢ z elementéw. Zbiory bedzimy oznaczali duzymi literami alfa-
betu. Fakt, ze x jest elementem zbioru A zapisujemy symbolicznie w postaciz € A.
Natomiast, jezeli y nie jest elementem tego zbioru, to piszemy y ¢ A. Zbiory be-
dziemy okreélali przez wyliczenie ich elementéw albo przez podanie warunku W,
ktéry maja spetniaé jego elementy z. Piszemy wtedy

{1'1,132,133,...,17"}, {-’L'l,l'2,l'3,~-} albo {:E : W(.’E)}

Zbidr, ktéry nie ma zadnego elementu nazywamy zbiorem pustym 1 oznaczamy
przez ().

Przyktad
{%,0,0,8}, {1,3,5,7,...}, {z:zeRA 0<z<5}.

Definicja (podzbidr)

Jezeli kazdy element zbioru A jest jednocze$nie elementem zbioru B, to moéwimy, ze
A jest podzbiorem zbioru B. Fakt ten zapisujemy symbolicznie w postaci A C B.
Mamy zatem

ACBe \|zed)= @eB).

Jesli przy tym A # B, to méwimy, ze A jest podzbiorem wtasciwym zbioru B.
Oczywiécie ) C A oraz A C A dla kazdego zbioru A.



Rys. 1. Zawieranie zbioréw.

® Definicja (suma mnogosciowa)
Suma mnogosciowa zbioréw A i B nazywamy zbidr, ktéry sklada sig z wszystkich
elementéw zbioru A oraz wszystkich elementéw zbioru B. Sume zbioréw A i B
oznaczamy symbolem A U B. Mamy zatem

(z € AU B) <> [(:ceA)v(:ceB)].

W podobny sposéb okreéla si¢ sume mnogoéciowa wiekszej liczby zbioréw.

Rys. 2. Suma mnogosciowa zbioréw.

® Definicja (iloczyn mnogosciowy)
Hoczynem mnogosciowym zbiorédw A 1 B nazywamy zbidr ztozony tylko z elemen-
téw, ktdre naleza jednoczeénie do zbioru A i do zbioru B. Iloczyn zbioréw A1 B
oznaczamy symbolem AN B. Mamy zatem

(z€ANB) <= [z € A)A (s € B)].

W podobny sposéb okreéla si¢ iloczyn mnogosciowy wigkszej liczby zbioréw.

Rys. 3. Illoczyn mnogo$ciowy zbioréw.



zbiér (A\ B) U (B \ A). Réznic

o
ALY B




® Definicja (dopetnienie)
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Niech X bedzie ustalonym zbiorem zwanym przestrzenia oraz niech A bedzie do-
wolnym podzbiorem tej przestrzeni. Dopelnieniem zbioru A wzgledem przestrzem
X nazywamy zbidr X \ A i oznaczamy go symbolem A’. Oczywiscie (A’ Y = A.

Ponadto §' = X 1 X' = 0.

Rys. 7. Dopelnienie zbioru.

Wiasnos$ci dziatan na zbiorach

Wiasnos¢ Nazwa
AUB=BUA przemiennoéé dodawania zbioréw
ANB=BnNA przemiennoéé mnozenia zbioréw

(AUB) =A'NB’ prawo de Morgana dla sumy zbioréw

(AnB) = A'UB

prawo de Morgana dla iloczynu zbioréw

(AUB)NC =(ANB)U(BNC)

rozdzielnoéé dodawania

wzgledem mnozenia zbioréw

(ANB)UC =(AUB)N(BUC)

rozdzielnoé¢ mnozenia

wzgledem dodawania zbioréw

ACB<<=B CcA

[(ACB)/\(BCC)] = (ACCO)

przechodnioéé zawierania zbioréw

[(AcB)A(BcA)] < (A= B)

warunek réwnowazny réwnoéci zbioréw

ANA' =0, AUA' =X
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Dodatek

Uwaga. Bedziemy stosowali nastepujace sposoby oznaczania przynaleznosci punk-
téw brzegowych do zbioréw na prostej i na plaszczyénie:

t
ngl‘ég;'( do
zbioru A

R

zbioru A

brzeg nalezy brzeg nie nalezy

do zbioru A do zbioru A
1 punkt nalezy )
do zbioru 4 )

® Definicja (iloczyn kartezjariski)
Hloczynem kartezjanskim zbioréw A i B nazywamy zbiér wszystkich par uporzad-

kowanych (z,y), dla ktérych

r € Aoraz y € B. lloczyn kartezjanski zbioréw 4 i

B oznaczamy symbolem A x B. Mamy zatem

AxB={(z,y): z€ ANy€ B}.

y
B
1 |
o A z
Rys. 8. lloczyn kartezjarnski zbioréw.

W podobny sposéb okresla sie iloczyn kartezjariski wiekszej liczby zbioréw. Jezeli
A = B, to zamiast A x A bedziemy pisali A2 np. R? “/ R xR.

® Przyktad

i

Jiii! !5!!!!!!?1|N“m”|ll I IJ“JII“II'IHII )

B

produkt [1,5) x {1,2,3}.

produkt A x B x C.
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