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W przedstawionej czytelnikom ksigzce s3 omawiane podstawowe wiasno-
gci prawdopodobiefistwa zdarzefi losowych, prawdopodobiesistwo warunkowe,
twierdzenia o prawdopodobiefistwie calkowitym oraz schemat Bernoulliego.
Nastepnie s3 wprowadzone pojecia zmiennej losowej i jej rozkladu. Zaprezento-
wane sg przyklady rozkladéw zmiennej oraz podstawowe parametry rozkladu:
warto$¢ przecigtna, wariancja oraz momenty wyszszych rzedéw. Omawia si¢ za-
gadnienia zaleznosci i korelacji zmiennych losowych, prawa wielkich liczb oraz
twierdzenia centralne.

W drugiej czeéci, poswigconej statystyce matematycznej, sa omawiane ba-
dania statystyczne, stawianie i weryfikowanie hipotez statystycznych roznych
typow. Podane s3 wybrane testy statystyczne, a na zakoficzenie jest prezento-
wana metoda najmniejszych kwadratéw.

Materialy te zostaly opracowane na podstawie wykladéw i ¢wiczen, jakie
prowadzilismy w Politechnice Rzeszowskiej na Wydziale Budowy Maszyn i
Lotnictwa oraz Wydziale Elektrycznym w okresie 1982-1999. Nie stanowia one
pelnego wykladu Rachunku Prawdopodobieristwa i Statystyki Matematycznej
a jedynie, zgodnie z tytulem, wybrane elementy. Zostaly one tak wybrane,
aby stanowily pewng caloé¢ mozliwa do opanowania w czasie przewidzianym
programem nauczania matematyki i, naszym zdaniem, potrzebng studentom
studiéw technicznych do dalszego ksztalcenia.

Oddajemy do rak czytelnikéw te ksigzke majac nadzieje, ze spelnia one
nastepujace warunki:

a) prezentuje material mozliwy do opanowania przez studentéw drugiego
roku studiéw technicznych,

b) zawiera tylko konieczny material, bez zbytniego rozwijania go do pelnej,
lecz zbyt obszernej teorii.
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Rozdzial 1

Prawdopodobienstwo

1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci
prawdopodobienstwa

W rachunku prawdopodobienstwa podstawowe jest pojecie zdarzenia — zda-
rzenia losowego. Zdarzenie laczymy zazwyczaj z wynikiem pewnej obserwacji
lub doswiadczenia. Wynik ten moze by¢ ilodciowy lub jakoiciowy (otrzymanie
"czworki” podczas rzutu kostka, wylosowanie "czerwonej” kuli z urny czy asa
z talii kart). Wsréd zdarzetr wyrézniamy takie, ktérych nie da sie rozlozy¢ na
zdarzenia prostsze. Takie zdarzenia s3 nazywane zdarzeniami elementar-
nymi. Na przyklad otrzymanie ”liczby parzystej” jest zdarzeniem losowym,
ale nie jest zdarzeniem elementarnym, gdyz moze by¢ zrealizowane przez otrzy-
manie na kostce ”dwdjki”, "czwdrki” lub "széstki”. Te trzy ostatnie sa zda-
rzeniami elementarnymi.

Przy rzucie klasyczna kostka mamy sze$é zdarzen elementarnych ey, e, ...,
es, polegajacych na otrzymaniu jednej z liczb naturalnych 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Zbiér wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych w danym do$wiadcze-
niu lub obserwacji nazywamy przestrzenia zdarzen elementarnych, w
skrécie PZE. Jest ona zwykle oznaczana przez {1, a jej elementy litera e z
indeksem jako ez. W przypadku rzutu kostka szeScienng,

Q= {61,62,63,64,65,436}.

Podzbiory przestrzeni Q2 s3 zdarzeniami losowymi (ZL) lub krétko zda-
Izeniami i s3 oznaczane poczatkowymi literami alfabetu AB,...

Gdy przestrzen  ma skoticzona lub przeliczalng liczbe elementéw, wéwczas
kazdy podzbidr zbioru Jest zdarzeniem losowym. Tak nie musi by¢, gdy zbidr
 nie jest przeliczalny.
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Przed wprowadzeniem pojecia prawdopodobiefistwa potrzebne nam beda

pewne pojecia. _ ‘ . 1
Zdarzeniem przeciwnym A do zdarzenia A nazywamy zdarzenie pole-

gajace na tym, ze nie zachodzi zdarzenie A.
A:=Q\ A

Zdarzeniem pewnym nazywamy zdarzenie, ktére zawiera wszystkie ele-

menty PZE (ktére musi si¢ zdarzy¢). Oznaczamy go przez Q .
Zdarzenie niemozliwe to takie, ktére nie moze zaj$¢. Odpowiada mu

zbiér pusty §. Oznaczamy go wiec przez §. .
Suma albo alternatywa zdarzen A i B nazywamy zdarzenie odpo-

wiadajace sumie A U B zbioréw. Podobnie okreslamy sumeg skoficzonej lub
przeliczalnej liczby zdarzen

n
AjUA...UA, = UAk,
k=1

oo
AjUA;. .. = UAk.
k=1

Iloczynem zdarzeh A i B nazywamy zdarzenie polegajace na jednocze-
snym zajéciu obu zdarzen i oznaczamy

AN B.

Dla wigkszej liczby zdarzeh

AiNAz...N A=) As,
k=1

o)
A1NA;...= ﬂAk.
k=1

Zdarzenia A i B nazywamy wykluczajacymi sie, jezeli ich iloczyn jest
zdarzeniem niemozliwym, to znaczy wtedy, gdy

ANB=0.

Wiadomo, ze realizacja zdarzef losowych jest rézna. Na przyklad:”W).':
rzucenie kostka liczby parzystej jest trzy razy bardzej ”pra,wdoI.)(?dol’m.e niz
wyrzucenie ”dwéjki”. Dlatego wprowadza sig liczbowg miare mozliwosci reali-
zacji zdarzenia losowego, przypisujaca zdarzeniu A pewng liczbe P(A), zwang
prawdopodobiefistwem zdarzenia A.
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Jest wiele réznych definicji prawdopodobiefistwa. Jedna z nich jest tak
zwana klasyczna definicja pochodzaca od P.S. Laplace’a, wielkiego francu-
skiego uczonego, zyjacego w latach 1749-1827. Definicja ta odnosi sie do sytu-
acji, gdy PZE ma skonczona liczbg zdarzei elementarnych.

Definicja 1.1 (Klasyczna definicja prawdopodobienistwa) Niech prze-
strzen zdarzeni elementarnych Q0 sktada si¢ ze skoriczonej liczby zdarzert ele-
mentarnych i zajscie kazdego z nich jest jednakowo mozliwe. Jezeli n(A) jest
liczbg zdarzeri elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A (nalezgcych do A) i
n(R) jest liczbg wszystkich zdarzeri elementarnych, to prawdopodobieristwem
zdarzenia A nazywamy liczbe
n(4)
P(A) = —==.
(4) (@)
Przyklad 1.1 Obliczyé prawdopodobieristwo wyciggniecia kuli biatej z urny
zawierajgeej 10 kul biatych, 15 kul czarnych i 5 kul czerwonych.

Rozwiazanie. PZE ma w tym przypadku 30 elementéw bedacych zdarzeniami
elementarnymi. Zdarzeniu B polegajacemu na wyciaggnieciu kuli bialej sprzyja
10 zdarzer elementarnych, gdyz w urnie jest 10 kul bialych. Zatem n(Q) = 30,
n(B) =101 stad ‘ 0
1 1
P(B) = 30 3

Z Klasycznej definicji prawdopodobieiistwa, przy ustalonej PZE, wynikaja
nastepujace wlasnoéci prawdopodobiefistwa — funkcji okreslonej na zdarze-
niach — podzbiorach przestrzeni .

Wilasnoéé 1 Prawdopodobiefistwo przyjmuje wartodci nie mniejsze od zera i
nie wigksze od jednosci:
0< P(A)<1.
Wlasno$éé 2 Prawdopodobiefistwo zdarzenia pewnego A = Q jest réwne jed-
nosci:
P(Q)=1.

Wiasnoéé 3 Prawdopodobiefistwo zdarzenia niemozliwego A = () jest réwne
zeru:

P(@)=0.

Wtasnos$é 4 Prawdopodobiefistwo zdarzenia A przeciwnego do A jest réwne
réznicy prawdopodobiefistwa zdarzenia, pewnego i danego zdarzenia, to znaczy:

P(A) =1 - P(4)
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lub inaczej

P(A)+ P(A)=1.
Wlasnoéé 5 Jezeli A i B sa zdarzeniami rozlacznymi, to prawdopodobiefistwo
sumy A U B jest réwne sumie prawdopodobiefistw:

P(AU B) = P(A) + P(B), jeteli AN B = 0.

Przytoczona tutaj klasyczna definicja prawdopodobiefistwa ma pewne
mankamenty. Jest oparta na pojeciu zdarzefi elementarnych ”jednakowo mozli-
wych”, to jest zawiera ”biciine kolo” w definiowaniu i dotyczy tylko przypadku,
gdy zdarzeri tych jest skoiiczona liczba.

Préba usuniecia niektérych wad klasycznej definicji jest tak zwana definicja
geometryczna, oparta na pojeciu miary zbioru (dtugo$é, pole, objetosc).

Definicja 1.2 (Geometryczna definicja prawdopodobienistwa) Niech
G bedzie ustalonym zbiorem (jednowymiarowym, ptaskim, przestrzennym) o
sadanej mierze m(G). Niech ¢ C G ma miarg m(g). Zaktadamy, ze wybranie
kazdego punktu ze zbioru G jest jednakowo mozliwe. Niech zdarzenie A po-
lega na tym, ze wybrany losowo punkt nalezy do zbioru g. Prawdopodobieristwo
zdarzenia A definiujemy nastepujgco:

m(g)

P4 = @y

Definicja geometryczna pozwala na rozpatrzenie przypadku nieskonczonej,
nieprzeliczalnej liczby zdarzei elementarnych. Jest ona jednak trudna do za-
stosowania i nie usuwa dalej pojecia ”jednakowo prawdopodobne”.

Dlatego zostala wprowadzona trzecia definicja pochodzaca od A.N. Kolmo-
gorowa (matematyk rosyjski, 1903-1987) i nazywana definicja aksjomatyczna.

Definicja 1.3 (Aksjomatyczna definicja prawdopodobienistwa) Pojg-
ciem pierwotnym jest pojecie przesirzeni zdarzeni elementarnych 2. Nastep-
nie zostaje wyrdzniona pewna rodzina § podzbioréw przestrzeni Q, nazywana
o-ciatem i spelniajgca warunki:

1° Qe §,
2 AeS=>A=Q\A€S,

3° Are S, k=1,2,...2 Uil Ak €S
(suma skoriczonej lub przeliczalnej rodziny zbiorow rodziny S nalezy do
tej rodziny S),

1.1. Definicja i podstawowe wlasnosci ... 13

4° Ak €S k=1,2,... N2, A4 €S

(iloczyn skoriczonej lub przeliczalne; rodzi joré
od. ; ;
tej rodsing ). ) rodziny zbioréw rodziny S nalezy do

Rodfina § spetniajqca te warunki stanowi o-ciato, nazywamy jg zbiorem zda-
rzen losowych, a elementy zbioru S zdarzeniami losowymi.
Prawdopodobieristwem P nazywamy kazdq funkcje okreslong na zbiorze S

zdarzen losowych spetniaj I )
Z qcq nastepujgce trzy warunki, n j
tami prawdopodobiefistwa. ) nosane aksjoma:

Aksjomat I. Kaidemu zdarzeniu losowemu A € S jest przyporzadkowana

dokladnie jedna li )
rzenia. A. Jedna liczba P(A) € (0,1), nazywana prawdopodobiefistwem zda-

Aksjomat II. Prawdopodobiefistwo zdarzenia pewnego jest réwne jednosci:
P(Q)=1.

Aksjomat III. Prawdopodobiefistwo sumy skoficzonej lub przeliczalnej liczby

zdarzen el s T e . .
A1, Az, ... painl sig wykluciz jacych réwna si¢ sumie prawdopodo-

biefistw poszczegdlnych zdarzeii:

P(A]UA2U...)=P(A1)-|—P(A2)+...

gdy AxNA;j=0dlak #j.

AkSJomat)'/ ?e Gleed + Iakiego rodzaju funkcje mozna nazwaé
prawdopodobiefistwem, wartosci zas liczbowe ustala sie w poszczegdlnych
przyPadkach stosownie do rozpatrywanego zagadnienia. Definicja ta 'gest 1%2)
malnie poprawna, jest jednak doéé trudna do przeloZenia na jezyk pra,lit cznr-

- "La.two sl')rawdzié, ze funkcje P(A), okreslone zaréwno w kla,syczney defi.
nicji, jak tez w geometrycznej definicji, spetniaja Aksjomaty I-III, a v&fi cs
prawdopodobiefistwami w mysl aksjomatycznej definicji pra,wdopod,obieﬁftwf

Wykorzystujac definicj j
) j¢ aksjomatyczng prawdopodobien .
kazaé nastepujace twierdzenia. ¥ podoblelistwa, mozna wy-

Twierdzenie 1.1 P(§) = 0.

Dowéd. §NQ =0 i dlatego na mocy Aksjomatéw IIT i II mamy

1= P(Q)=POUQ)= P(§)+ P(Q) = P(D) + 1.
Stad P(0) = 0.

Twierdzenie 1.2 P(4) = 1 - P(A).
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Dowéd. Q=AUA, An 1=0. Stad
1=P(Q)=P(AUA)=P(A)+ P(A),
co daje potrzebna réwnos¢.
Twierdzenie 1.3 P(AUB) = P(4) + P(B) - P(AN B).
Dowdéd. Ze znanych wlasnosci dzialaf na zbiorach mamy
AUB=AU(B\(ANB)), An(B\(ANB))=0,
B=(ANB)U(B\(ANB)), (AnB)n(B\(AnB)):(b.

Zatem z Aksjomatu III mamy

P(AU B) = P(A) + P(B\ (AN B)),

P(B) = P(AnB)+ P(B\(AN B)).
Odejmujac stronami, otrzymujemy potrzebna réwnosc.
Twierdzenie 1.4 Jezeli A C B, to P(A) < P(B).
Dowéd. B = AU(B\ A) i na mocy Aksjomatu III mamy

P(B) = P(A) + P(B\ 4) 2 P(4),

gdyz P(B\ A) > 0.

1.2 Prawdopodobieﬁstwo warunkowe i catkowite

Rozwazmy dwa zdarzenia losowe A i B, P(B) > 0.

Definicja 1.4 Prawdopodobieristwem zajécia zdarzenia A po;{ wgrunkzem zaj-
écia zdarzenia B (oznaczane symbolem P(A|B)) nazywamy licz0¢

P(AN B)

P(AIB) = ~55;

Liczba P(A|B) jest istotnie prawdopodobieistwem (spelnia a%cfj?maty) i
nazywamy ja prawdopodobiefistwem warunkowym. Rzeczywiscie

1.2. Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

1°  Dla kazdego zdarzenia A mamy ANB C B i dlatego

0 < P(AN B) < P(B).

Stad
P(AN B)
< —1L <
0<—5 & <1
i w konsekwencji 0 < P(A|B) = fg%ﬁil < 1. Zatem P(A|B) spelnia
Aksjomat I.

PQANB P(B
2° P(QB) = (P(B) ) = PEBi =1.
Jest wiec spelniony Aksjomat II.

3° Jezeli Ay, A, ..., sa parami rozlaczne, to réwniez zbiory A;NB, A, N B,.
s3 parami roztaczne i dlatego

P(4U4u...|B) = LA UP“(‘;')")”B) -
P(AiNB)U(4NB)U..) _ P(AinB) . P(A4;nB)

P(B) P(B) P(B) T

Jest zatem spelniony réwniez Aksjomat III.

Definicja 1.5 Mdwimy, e zdarzenia A i B sa niezalezne, jezeli P(B) = 0
lub P(B) # 0 i P(A|B) = P(A).
Jezeli P(A) > 0, to réwniez P(B|A) = P(B).
Jezeli zdarzenia A i B nie sa niezaleine, to méwimy, ze sg zalezne.
Innymi slowy, A i B sa niezaleine, gdy
P(ANB) = P(A)P(B).

Uzywajac ostatniej réwnosci, mozemy definicje niezaleznosci rozszerzyé na
przypadek wiekszej liczby zdarzes.

Definicja 1.6 Mdwimy, ze zdarzenia A1, A, ..., A, sq niezaleine, jezeli dla
dowolnego ciggu iy, 1y,...,1k, 1 < 4y <ip < ... <4 < n ma miejsce réwnosé
P(Ail n A,'2 n.. .A,'k) = P(A,‘l) . P(A,’Q) el P(A,'k).

Zatem w odniesieniu do zdarzen niezaleznych prawdopodobiefistwo ich ilo-
Czynu jest réwne iloczynowi prawdopodobiefistw.

Dla iloczynu dowolnych zdarzet mamy
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Twierdzenie 1.5 Niech A, B bedq dowolnymi zdarzeniami losowymi. Wiedy:

P(ANB) = P(A)+ P(B)-P(AUB),
P(ANB) = P(A)P(B|A), gdyP(4)>0,
P(ANB) = P(B)P(A|B), g¢dyP(B)>0

oraz ogolniej
P(AlﬂAzn...nAn) =
= P(Al)P(AQ‘Al)P(AalAl 0] A2) .. P(AnlAl u...uU A'n,—l)-

Definicja 1.7 Mdwimy, Ze uktad zdarzen losowych Ay, As, ... jt?st zupeh.ly,
jezeli zdarzenia te sq parami wykluczajgce si¢ (roztgczne), a ich suma jest
zdarzeniem pewnym, to znaczy gdy

AnA = 0 dlak#1,
UAk = .
k=1

Uklad zupelny jest wykorzystywany do wyznaczania w pewnych p‘fzyl'pad-
kach prawdopodobiefistwa danego zdarzenia, gdy znamy prawdopOfloblenstwa
zdarzeii Ax ukladu zupelnego oraz prawdopodobiefistwa zdarzeii warunko-

wych.

Twierdzenie 1.6 (Twierdzenie o prawdopodobiefstwie caltkowitym)
Jezeli Ay, Aa,... jest ukladem zupetnym zdarzer losowych i P(Ak) > 0,
k=1,2,..., to dla dowolnego zdarzenia losowego B zachodzi réwnos¢

[}
P(B) = P(Ax)P(B|As).
k=1
Dowéd. Z zupelnosci ukltadu wynika, ze

B=BnQ=Bn (UAk) =B n A4y).
k k
Ale B, = B N Ay sa parami rozlaczne i dlatego

P(B)=P (U(B n Ak)) =Y P(BNAx) =) P(A;)P(B|As),
k k

k

co konczy dowdd. . )
Wzér ten nosi nazwe wzoru na prawdopodobienistwo catkowite.
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Nastepne twierdzenie podaje wzér na prawdopodobiefistwo warunkowe po-
szczegllnych zdarzedi Ay ukladu zupetnego zdarzen. W tych i w nastepnych
wzorach symbole {J;, 3, oznaczaja odpowiednio Urz1, 2221, gdy uklad jest
przeliczalny, oraz (Jj_,, 37, gdy uklad zupelny ma skoficzona liczbe ele-
mentow.

Twierdzenie 1.7 (Twierdzenie Bayesa) Jeseli P(B) > 0 oraz Ay, A,,...
Jest uktadem zupelnym zdarzer losowych, P(Ax) >0,k =1,2,..., to zachodzi

wzor P(A.)P(B|Ay) LoL AR
B : k) o LT
P(Ag|B) = S P(AYP(BIAY ~ o)

nazywany wzorem Bayesa na prawdopodobieristwo warunkowe a posteriori.

Dowéd. Ze wzoru na prawdopodobiefistwo warunkowe oraz z Twierdzenia o
prawdopodobiefistwie catkowitym mamy
P(ArxN B) _ P(Ay)P(B|A)

P(B) 2 P(A:i)P(B|4;)’

P(Ax|B) =
co koriczy dowdd.

Przyklad 1.2 Mamy n urn do losowania wypetnionych kulami biatymi i czar-
nymi. Prawdopodobieristwo wylosowania kuli bialej z k-tej urny jest rowne py,
a prawdopodobieristwo wylosowania k-tej urny wynosi ar > 0, k= 1,2...,n.
Wyznaczyé prawdopodobienistwo tego, ze wylosowana biata kula pochodzi z k-tej
urny.

Rozwigzanie. Niech A; bedzie zdarzeniem polegajacym na wylosowaniu k-tej
urny i niech B bedzie zdarzeniem polegajacym na wylosowaniu bialej kuli.
Widzimy, ze Ay, A,,..., A, tworza zupelny uklad zdarzen. Wiemy tez, ze
P(Ai) = ax, P(B|Ay) = pi. Zatem prawdopodobiefistwo zdarzenia A|B,
a wiec Ze wylosowano biala kule z k-tej urny, wyznaczamy ze wzoru Bayesa

P(Ax)P(B|Ayx) _ Pk
> P(A;)P(B|A;) 1 piai

P(A|B) =

1.3 Schemat Bernoulliego

Oméwimy teraz pewien schemat do§wiadczenia losowego polegajacego na wie-
lokrotnym powtarzaniu tego samego do$wiadczenia losowego. Pojedyncze do-
Swiadczenie polega na tym, ze moga zajs¢ jedynie zdarzenia A lub A. In-
nymi stowy, gdy zbiér zdarzeh losowych sklada sie ze zdarzen 0, A, 4, Q i
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P(A) = p € (0,1) oraz P(A) = ¢ =1-p€ (0,1). Zakladamy, Ze wyniki
kolejnych préb sa zdarzeniami niezaleznymi.

Taki schemat moze byé na przyklad realizowany jako losowanie kuli z urny
ze zwracaniem po kazdym losowaniu danej kuli do urny. Zdarzenie A pole-
galoby na wylosowaniu kuli bialej, a A na wylosowaniu kuli, ktéra nie jest
biala.

Zatem powtarzamy n-krotnie dane doéwiadczenie i chcemy wyznaczy¢
prawdopodobiefistwo, ze dokladnie k razy bedzie zachodzilo zdarzenie A i
dokladnie n — k razy zdarzenie A. Oznaczmy to prawdopodobiefistwo przez
P, (k). Oméwione doswiadczenie moze by¢ realizowane na wiele sposobdw, na
przyktad przez k poczatkowych losowai otrzymujemy A, przez pozostale za$
— zdarzenie A. Sposobdw tych jest tyle, na ile sposobéw mozemy wybraé zbidr
k-elementowy ze zbioru n elementowego, a wigc jest ich

on = (™) = n! (k4 1)(k+2)...n

kT \k) T Bm-k)! 1-2-...-(n—k)

(n—k+1)(n—-k+2)...n
1-2-...-k '

Prawdopodobiefistwo zajicia kazdego takiego sposobu jest takie samo i jest
réwne iloczynowi

P(A) - P(A)...P(A)- P(4)- P@A)...P(A)=p*-¢" " = P (1-p)" k.
k (n—k)

Jezeli prawdopodobiefistwo zajécia zdarzenia A nazwiemy sukcesem, a
zdarzenia A porazka, to prawdopodobieiistwo Py,(k) osiagnigcia doktadnie k
sukceséw w n prébach wyraza si¢ wzorem

Pu(k) = (Z)p"q”"‘ = (Z)p"(l —p)"*.

Wazér ten nosi nazwe wzoru Bernoulliego. (Jakub Bernoulli, matematyk i
fizyk Szwajcarski, 1654-1705, ponadto brat Johan, 1667-1748, oraz syn Jakuba
Daniel, 1700-1782.)

Na mocy wzoru Newtona mamy

iPn(k) = i (Z)pkq””" =(p+g=1"=1
k=0 k=0 -

Wzér Bernoulliego daje mozliwo$¢é wyznaczania réznych innych zdarzen
zwiazanych ze schematem Bernoulliego.
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Przyk‘lad 1.3 Potézmy n = 6, p = 1/3, ¢ = 2/3. Obliczyé prawdopodobier-
stwo, ze uzyskamy nie wiecej niz trzy sukcesy.

Rozwigzanie. Prawdopodobiefistwo uzyskania w szeSciu prébach nie wiecej

niz trzech sukceséw Pg(k < 3) jest sumg prawdopodobiefistw Pg(0
- } + Ps(1
Ps(2) + Ps(3). Zatem 6(0) s(1) +

6\ /2\® [6\1/2\° [6) /1\2 4
Ps(k<3) = (-) _(_) 1\? /2
( ) (o) 3 +(1)3 3 + 2/ \3 3) T
6\ /1\3/2\3 26 25 24 23 659
+(3) <§> (5) = 3_6+6§§+15§g+20§;= m=0,8998...

lf’rzyklad 1.4 Rzucamy 4 razy kostkg do gry. Obliczyé prawdopodobieristwo,
ze wyrzucimy 6 oczek:

a) doktadnie 2 razy,
b) co najmniej 2 razy.

Rozwiazanie. Oznaczmy przez B zdarzenie polegajace na otrzymaniu 6 oczek

dol'dad.ni.e dwa razy, &« ~o» B zdarzenie polegajace na otrzymaniu 6 oczek co
najmniej dwa razy. Wtedy ’

rm=r= (1) (3 () - Z -0

2
o nme (@30

= o = 1296=0,1319...
- Jednym z ciekawszych zagadnien zwigzanych ze schematem Bernoulliego
Jest wyznaczenie najbardziej prawdopodobnej liczby sukceséw w serii o
zadanej dlugoéci.

1\.Iiech pin bedy ustalone i niech P,(k) oznacza prawdopodobiefistwo uzy-
sk'ama, dokladnie k sukceséw. Przy jakiej wartoci k ta wartoéé bedzie naj-
wieksza? W tym celu rozwazmy iloraz

Pu(k+1) _ ()P -k
Py (k) DrFeE C k+ng TP

Zatem P, (k) jest funkcja rosnaca zmiennej k, gdy

P(C)

Il

(n—k)p>(k+1)g
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lub réwnowaznie, gdy
kE<np—g=(n+1)p-—1.
Gdy zachodzi nieré6wno$é przeciwna
k>np—qg=(n+1p-1,

wéwcezas P (k) jest malejaca funkcja zmiennej k.
Zatem P,(k) osiaga warto$¢ najwieksza, gdy

P (ko — 1) < Py(ko) < Ppo(ko)

a wiec, gdy
(n+1)p—1< ko < (n+1)p.

Jezeli (n+ 1)p nie jest liczba naturalna, to ko jest wyznaczona jednoznacz-
nie i
ko = [(n + l)p]a

gdzie [z] = calo$é (czesé calkowita) liczby z.
Jezeli (n + 1)p jest liczba naturalna, to

k0=(’n+1)p lub ko=(n+1)p_1

oraz Pn(ko) — Pn((n + ]_)p— 1) = Pn((n + l)p).

Przyklad 1.5 ZnaleZé najbardziej prawdopodobng liczbe sukceséw w schema-
cie Bernoulliego:

a)dlan=Tip=0,3,
b) dlan=19ip=0,2.

Rozwiazanie. a) (n + 1)p = 8-0,3 = 2,4. Stad ko = [2,4] = 2. Istotnie:
P;(0) =0,0823..., P;(1)=0,2470..., P;(2)=0,3176...,
P;(3)=0,2268..., P;(4)=0,0972..., P;(5)=0,0250...,
P;(6) =0,0035..., P;(7)=0,0002...

b) (n+1)p=20-0,2 = 4. Stad ko = 3 lub ko = 4,

19 3 16 _ 19 92 4 0.8 15 -

Pio(4) = 0,2181. ..

Pio(3)

I

Il
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Dla poréwnania Pyg(0) = 0,0144. . - P19(19) = 0,000000000000052 . . .

Uwaga. Przy duzych n w schemacie Bernoulliego najbardziej prawdopodobna
liczba sukceséw kg jest w przyblizeniu réwna np.

~ Wzdr Bernoulliego dla duzych wartodci n Jest uciazliwy rachunkowo. Jest
to zwigzane z symbolem (}) wystepujacym w tym wzorze. S3 wiec uzywane
pewne przybliZzone metody wyznaczania P, (k).

Jedna z nich jest zawarta w nastepujacym twierdzeniu:
Twierdzenie 1.8 (Twierdzenie lokalne Moivre’a-Laplace’a) Przy us-
talonym p € (0,1) i wszystkich k, dla ktérych
k—np
V1pq
lezy w dowolnym skoriczonym przedziale (a,b), mamy
2
—1(np=k
Pa(h) ~H)

lim —~2 1, P, (k) ~ =1-
oo (27rnpq)"%e"%rf w(k) V2rnpq ’ 1 P

TE =

Twierdzenie 1.9 (Twierdzenie integralne Moivre’a-Laplace’a) Niech
prawdopodobieristwo zajscia 2darzenia A w serii n niezaleznych doswiadczer;
bedzie state i rowne p, 0 < p < 1. Jezeli k oznacza liczbe sukceséw (zaistnien
zdarzenia A) w tych n doswiadczeniach, to dla dowolnych a, b, takich ze a < b,
mamy

lim Pag—F2m 4} _ 1 /be'%tzdt
n—0o0 T Vnp(l-p) = ) Vor Ja '

k—mnp
Liczba P [a < ————— <} Jest prawdopodobiefistwem tego, ze war-
( vnp(1 - p) ) ’

to8¢ zy, lezy w przedziale (a, b).

1.4 Zmienne losowe i ich rozklady

W dalszych zastosowaniach prawdopodobiefistwa istotng, role odgrywa
Zmienna losowa i rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej. Pozwalaja,
One zapisa¢ pewne realne - fizyczne zjawiska losowe — w postaci modeli mate-
matycznych.

Niech Q bedzie ustalong przestrzenig, zdarzen elementarnych w, S zbiorem
zdarzen losowych (o-cialem zdarzen losowych).
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Definicja 1.8 Zmienna losowa X nazywamy kaz’dq. funkcjcg. ;k.r;afelo;zqr;(f
rzestrzeni 2, prayjmujgcq wartosci rzeczywiste, s t’akq, Ze (.Ha /kaz ej ;:(zwg; s

f:)zywistej z 2bidr zdarzen elementarnych w spetniajgcych nierownosc

jest zdarzeniem losowym, czyli nalezy do S.

Innymi stowy X = X(w): Q — R nazywamy zmienng losowa, jezeli

N{weQ: X(w)<z}eS.
xGR

W celu lepszego zrozumienia tego pojecia rozwazmy je na przykladach.

I. Niech doéwiadczenie polega na 1zucie moneta. Wtedy Q sklada si¢ z dwu
zdarzen elementarnych:

w; — wyrzucenie orla, wy — wyrzucenie reszki, to znaczy
Q = {w,w2}, S ={wi,w2,0,Q}.
Okre§lamy funkcje X : @ — R nastgpujaco:
X(w)=1, X(w2)=0.

Tak okreélona funkcja jest zmienng losowa. Istotnie

¢ da z<0

<1

€EQ: X(w)<z}=q wp dla 0<z<
w «) Q dla 1<a

skad widaé, ze w kazdym przypadku zbiory te sa zdarzeniami losowymi
z rodziny S.

Zauwazmy, ze w tym przypadku mamy:

P({w: X(w)=0}) = P(w2) =

b

P(X =0)

.

N =N =

P(X =1) P({w: X(w)=1}) = P(w1) =

Jezeli P(X < z) = P({w: X(w) < z}), to mamy

0 dla <0
P(X<z)=4 3 dla 0<z<1 .
1 dla 1<z

Réwnosci te opisuja tak zwany rozklad zmiennej losowej X.
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II. Niech bedzie dany schemat Bernoulliego, polegajacy na n-krotnym po-
wtérzeniu ustalonego do§wiadczenia. Niech funkcja X przyporzadkowuje
kazdemu schematowi liczbe k réwna liczbie uzyskanych w nim sukceséw.
Funkcja ta jest zmienna losowa, gdyz zbidr {w: X(w) < z} jest za-
wsze zdarzeniem losowym, polegajacym na uzyskaniu liczby sukceséw
nie wiekszej niz ustalona.

Ponadto
P(X = k)= P,(k) = (Z)pk(l -p)" %, k=0,1,2,...,n-1,n.

Definicja 1.9 Dla danej zmiennej losowej X funkcje
F(z) = P(X <z)=P({w: X(w) < z})

okreslajgcq prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartodci
mniejsze od z, nazywa:ny dystrybuantg zmiennej losowej X.

Dystrybuanta F(z) okreslona dla kazdej zmiennej losowej X ma nastepu-
Jjace wlasnosci:

1° F(z) jest funkcjg niemalejaca dla z € R = (—00,400).
2°0< F(z)<1dlazeR.
3° F(—o0) = x_lir_rloo F(z) =0, F(+c0)= :c-l—ir-}l-loo F(z)=1.

4° F(z) jest funkcja lewostronnie ciagla na R, to znaczy
lim F(z) = F(zo).
Tz,

5° P(x; < X < z5) = F(z3) — F(z1), 21,22 €R.

Zazwyczaj sa wyrézniane dwa, rodzaje zmiennych losowych:

~ zmienne losowe typu skokowego, gdy zbiér wartosci funkcji X (w) jest
zbiorem skoficzonym lub przeliczalnym,

— zmienne losowe typu ciaglego, gdy zbiér wartosci funkcji X (w) zawiera
pewien przedzial wilasciwy lub niewlasciwy.

Nie wyczerpuja one jednak wszystkich mozliwosci, rozwaza sie réwnies tak
Zwane
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_ zmienne losowe typu mieszanego, wowczas zbiorem wartoéci funkcji
X (w) jest suma zbioru skoficzonego lub przeliczalnego oraz przedziatu
wlasciwego albo niewladciwego.

Réznice pomiedzy poszczegdlnymi typami zmiennych uwidaczniaja sig za-
réwno podczas opisywania rozkladéw samych zmiennych, jak i tworzenia ich
dystrybuant.

Zmienne typu skokowego

Definicja 1.10 Definicja rozkladu zmiennej losowej typu skokowego
Niech z1,%2, ..., Zk, - - - bedzie skoriczonym lub przeliczalnym zbiorem war-

toéci zmiennej losowej X . Funkcje
pi = P(X = ;) = P{w: X(w) = z:})

przyporzqdkowujgeq wartosciom T1,T2,. .-, Thy -« zmiennej losowej X odpo-
wiednie prawdopodobieristwa py, pz, - - -, Pk, - - - NAZYWATRY rozkladem zmien-
nej losowej typu skokowego. Mamy przy tym Supi=1.

Dla zmiennej losowej typu skokowego dystrybuanta wyraza sie wzorem

F(a:):ZP(X:x;): Zp,- .

z; <z i<z
Suma ta rozciaga sie na te wskazniki ”1”, dla ktérych wartosci zmiennej z; 53
mniejsze od liczby z.

Najczeéciej rozwazanymi rozkladami zmiennej losowej typu skokowego sa:
rozklad zero-jedynkowy, rozklad Bernoulliego, rozklad Poissona.

Rozklad zero-jedynkowy

Rozklad zero-jedynkowy ma miejsce wtedy, gdy zmienna losowa X przyj-
muje tylko dwie wartosci: wartos¢ 1 z prawdopodobiefstwem p oraz warto$c¢ 0
z prawdopodobiefistwem ¢ = 1—p,p € (0,1). Mozemy to zapisac nastepujaco:

P(X=1)=p, P(X=0)=q=1-p.
Dystrybuanta ma postaé

0 dla <0
F(z)={ g=1-p dla 0<z<1 .
1 dla 1<z

Wykres funkcji y = F(z) przedstawiony jest na Rys. 1.1.
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Y

1 [ —
P

q

0 1 -

Rys. 1.1. Wykres dystrybuanty rozkladu zero-jedynkowego

Rozklad Bernoulliego (rozklad dwumianowy)

Rozklad Bernoullie i

go (rozklad dwumianow iej
. o (r y) ma m i
zmienna losowa X przyjmuje wartosci k € {0 1)2 Y oy
nio z prawdopodobiefistwem B

— n n—
Pr = Po(k) = (k)pkq = (Z)pk(l -p)"* k=0,1,...,n

.gdzie’p € (0,1) jest ustaloneig=1— D,
Jest rowne k-temu wyrazowi dwumianu

.»n — 1,n} odpowied-

(p+ ¢ = 1). Prawdopodobiefistwo Dk
Newtona

(r+q) = i (Z)pkq"“"
k=0

1 stad uZywana nazwa: rozklad dwumianowy.
Dystrybuanta tej zmiennej X wyraza sie wzorem

- Grin-g (e

k<:c k<1‘
Gdy # > n, wéwczas

F@& =Y k) =3 (ot = (o4 g
2 kg )P =+t =1
W szczegdlnym przypadku, gdyn=3,p= %, mamy rozklad

1
pO:PO.:— = —“3 3
SO= 5 n=Rl)=5 n=B@ =3 p=RE -1
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oraz dystrybuante

0 dla z<0

1/8 dla 0<z<1
F(z)=¢ 1/2 dla 1<2<2 .

7/8 dla 2<z<3

1 dla 3<z

Rozklad Poissona
Rozklad Poissona ma miejsce wtedy, kiedy zmienna X przyjmuje odpo-
wiednio wartoéci bedace liczbami naturalnymi k € {0,1,2,...} z prawdopodo-

biefistwami
,\k
= e— e_’\
pk k! b

gdzie A jest ustalonym dodatnim parametrem charakteryzujacym ten rozklad.
Rozklad ten jest granicznym przypadkiem rozkladu Bernoulliego przy
n — 0o 1 zmiennym p, takim ze p = A/n. Istotnie:

‘ ) n! A k . A n—-k
dim Po(k) = lim, kl(n — k)! (E) ( _H> -

i {(-2) -0 (-5 (-2 R 02}

AR
—k—!—e

Dystrybuanta ma postaé
}\k - -2 )‘k
F(z)= Z e =e Z o
k<z ' k<z "

i stad

W rozkladzie Poissona zmiena losowa X przyjmuje nieskoficzenie wiele, a
dokladnie — przeliczalnie wiele wartosci.

Zmienne typu ciaglego

Dla zmiennej losowej typu ciaglego nie mozna wprowadzi¢ pojecia rozkladu po-
dobnego do rozkladu zmiennej typu skokowego. Dlatego w tym przypadku za-
miast rozkladu wprowadza si¢ pojecie ”gestosici prawdopodobiefistwa” zmien-
nej losowej typu ciaglego.
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Zalézmy, ze X jest zmienna losows, typu ciaglego i F(z) jest dystrybuanta
tej zmiennej. Wtedy przy Az > 0 mamy

lim P(a:SX<:v+Aa:)= lim F(z 4+ Az) - F(z)

Az—0t+ Az Az =0 Az = F’(.’L’)

jezeli dystrybuanta F jest funkcja, rézniczkowalna. Wéwczas funkcje
f(2) ¥ Fla)>0

nazywamy gestosciag prawdopodobieristwa zmiennej losowej typu ciagtego.

Mozemy teraz podaé nieco Scislejsza, definicje zmiennej losowej typu cia-
glego.

Zmienna losowa X jest zmienna losows, ciagly (ciagla na danym przedziale
lub przedzialami ciagla), jezeli ma w danym obszarze gestoé$¢ prawdopodo-
bienstwa f(z) i f(z) jest funkcja ciagla (na danym przedziale lub przedzialami
ciagla).

Pomiedzy dystrybuanta F a gestoscia f zachodzg zaleznosci:

d
Fl(z) = EF(z) = f(z), gdy F réiniczkowalna,

F(z) = / ; F(t)dt = /x " F(t)dt + F(zo),
b
Pla<z<b)= / f(t)dt = F(b) - F(a),

/_ :° f(t)dt = F(+00) — F(—o00) = 1.

Dla zmiennej losowej ciaglej gestosé prawdopodobieiistwa, lub krétko ge-
stos¢, jest pojeciem analogicznym do pojecia rozktadu zmiennej losowej typu
skokowego. Méwimy wiec, 7e gestosé okreéla rozklad zmiennej losowej typu
cigglego.

Rozklad normalny

Najpopularniejszym rozkladem zmiennej losowej typu ciaglego jest rozklad
normalny, zwany réwniez rozkladem Gaussa.
Gestos¢ rozkladu normalnego jest okreélona wzorem

1 —z-m 2 z—m
f(:z:) = € 20" = 1 e_%( 2’

V2ro? o221
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gdzie m, o s3 ustalonymi parametrami charakteryzujacymi te’n rozklad. Ozna-
czamy go symbolem N(m, o). Dystrybuanta F(z) ma postaé

F(z) = - ‘/_zoo 303 at,

oV2r

Dla m = 0, 0 = 1 rozklad N(0,1) nazywamy rozkladem normalnym znor-
malizowanym lub rozkladem normalnym standaryzowanym. Wtedy

__1_. _%‘1"2 = ¢(x)

f(z) = \/276

jest funkcja Laplace’a i podobnie

1 z 1. 1 S
F(x)zjé—;[we 2tdt=7—2_;[-we 2 dt—@((v),

gdzie ®(z) jest inng funkcja Laplace’a.

Istnieja tablice funkcji ®(z) i ¢(z) (zamieszczone w Rozdziale 5) poc%ob-
nie jak funkcji trygonometrycznych. Wspomniana funkcja @ ma nastepujace

wlasnosci:

1° ®(—z)+ ¥(z) = 1.

1
20 q)(O) = 5

3° ®(z) rosnaca, gdyz ®'(z) = Nor 2

4° P(4o00) = xEm o(z) = 1.

-+o0
50 \/—%; / L b = 3(b) — 3(a).
T Ja

Zmienne typu mieszanego

Zmienng losowy typu mieszanego najlatwiej okreslié podajac jej dystrybuante,
ktéra jest w postaci

F(z) = aFi(z) + fF(2),
gdzie Fy(z) jest dystrybuanta pewnej zmiennej typu skokowego, F(z) dystry-
buanta pewnej zmiennej typu ciaglego oraz

a+p8=1.
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Przyktad 1.6 Doswiadczenie losowe polega na rzucie kostkq szescienng do
gry na kwadratowg plansze o boku 4. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci
rowne:

- liczbie wyrzuconych oczek, jezeli liczba ta Jjest podzielna przez trzy,

- odlegtosci kostki od ustalonego boku tarczy, gdy liczba wyrzuconych oczek
na kostce jest niepodzielna przez trzy (kostke na tarczy traktujemy jak punkt).
Poda¢ dystrybuante zmiennej X .

Rozwiazanie. Dystrybuanta ma postaé

F(@) = 7F(0)+ 1),

gdzie
0 daz<3
F(z)={ 1/2 da3<z<6
1 dla6<z

jest dystrybuanta zmiennej skokowej przyjmujacej wartosci 3 lub 6 z prawdo-
podobiefistwem 1/2 oraz

0 dlaz <0
F(z)={ z/4 dla0<z<4
1 dlad4<z

Jest dystrybuantga rozkladu ciaglego. Zatem

0 dlaz <0

z/6 da0<z<3
F(z)=4 (1+2)/6 dla3<z<4 .

5/6 da4<z<6

1 dla6 <z

1.5 Niezaleznoéé zmiennych losowych

Oméwimy to pojecie wpierw dla zmiennych losowych typu skokowego. W tym
celu jednak musimy wprowadzi¢ pojecie zmiennej losowej dwuwymiarowej.

Definicja 1.11 Zmienng losowg 7 = (X, Y) przyjmujgeq skoriczong bgd?
brzeliczalng liczbe wartosci (%i,9;), kazdg z prawdopodobieristwem odpowiednio
rownym pi;, i, € N, pray czym

Zzpivj = 1’
i
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30
nazywamy dwuwymiarowa zmienna losowa typu skokowego. Piszemy
P(X = z;,Y = wi) = pij-

Niech X bedzie zmienna losowa przyjmujaca wartoéci 21, T2, . . . odpowied-
nio z prawdopodobiefistwami
pi =pio = P(X = z;) = P(X = z;|Y dowolne ), i=1,2,..
i podobnie Y zmienng losowa przyjmujaca wartosci ¥1, ¥z, - . - odpowiednio z
prawdopodobiefistwami
pjzp,,jzp(Y=yj)=P(Y=yj|X dowolne ), j=1,2,...

Zmienne te nazywamy rozkladami brzegowymi zmiennej losowej (X,Y).

Definicja 1.12 Mdwimy, ze zmienne X, Y s¢ niezalezne, jezZeli dla wszyst-
kich naturalnych i, 3 mamy
P(X =z;]Y =y;) = P(X=2i)=pie,
P(Y =yj|X=2;) = PY =y;)=De-
Wykorzystujac prawdopodobiefistwo warunkowe

P(X =z;,Y =y;)
PY =y;)

PX =z|Y =y;) =
widzimy, Ze niezalezno$¢ zmiennych X, Y mozna okreéli¢ warunkiem: zmienne
X, Y sa niezaleine, jezeli

P(X = z;,Y = y;) = P(X = z:;)P(Y = ;)
lub réwnowaznie, gdy

Pij = PiPj
dla wszystkich dopuszczalnych 3, j.
Rozklad
P(X =z;|Y =y;), i=1,2..., y; ustalone

nazywamy rozkladem warunkowym zmiennej X przy warunku Y = yj,

podobnie
PY =yj|X=2;), j=12..., % ustalone

nazywamy rozkladem warunkowym zmiennej Y przy warunku X = z;.
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Zmienng losowg dwuwymiarows typu cigglego nazywamy zmienna o dys-
trybuancie

F(z,y)= P(X <z,Y <y), dla(z,y)eR%.

Zmienne losowe o dystrybuantach

Fl(.’II)
Fa(y)

Il

P(X < z) = P(X < z|Y dowolne),
P(Y < y) = P(Y < y|X dowolne)

nazywamy zmiennymi losowymi o rozkladach brzegowych.

Niezaleznoé¢ zmiennych losowych typu dowolnego mozemy okresli¢ naste-
pujaco.

Méwimy, 7e zmienne losowe X, Y o dystrybuantach odpowiednio Fy, F;
sa niezalezne, jezeli dystrybuanta F' zmiennej dwuwymiarowej (X,Y) spelnia
warunek

F(z,y) = Fi(z) - F(y)

dla wszystkich z, y.
Podobnie zmienne X, Y sa niezalezne, jezeli

Plz1 <X <2, SY <) = P21 < X < 2)P(n <Y < Y2).

Dla zmiennych losowych typu ciagglego mozemy wprowadzié pojecie gestosci
zmiennych dwuwymiarowych (X,Y)

0%F(z,y)
f(z,y) = “ozdy
Gdy zmienne sa niezalezne, wéwczas
(Az,Ay)—(0,0) AzAy
- lim PESX<etAz) L PY<Y <y+tAy) _
Azr—0 Az Ay—0 Ay -

= fi(z)- fa(w),

gdzie F{(z) = fi(z), Fj(z) = fa(=).
Wtedy mamy

0% F(z, ?
g = ST (RE@EW) = ERG) = A©h) = f(20).
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Zatem dla zmiennej dwuwymiarowej (X,Y), gdy X, Y sa niezalezne, ge¢-
stoéé dwuwymiarowa jest réwna iloczynowi gestosci poszczegdlnych zmiennych
(rozkladéw brzegowych):

f(z,9) = fi(z)fa(y)
Jezeli f(z,y) jest gestoécig rozkltadu zmiennej Z = (X,Y’), to funkcje
400
fi(z) = /_ f(z,y)dy

oraz

+00
pw= [ feyde
—00
sa gestoscia rozkladéw brzegowych.

Podobnie mozna wyznaczyé dystrybuanty rozkladéw warunkowych:

Fely)= P(X <alY =1) = [

T

N f(uly)du

F(yle) = P(Y <ylX =2) = [ f(olo)do,

gdzie funkcje

_ f(a;,y) _ f(w,y)
f(zly) = 7209) , flylz) = fi(2)

sa gestosciami rozkladéw warunkowych.

Pojecie zmiennej losowej dwuwymiarowej mozna uogdlni¢ na wyzsze wy-
miary i okreéli¢ niezaleznoé¢ takich zmiennych.
Dla zmiennych niezaleznych (X,Y, Z) o zadanej dystrybuancie

F(z,y,2)=P(X <2,Y<y,Z< z)
gestoi¢ prawdopodobiefistwa f(z,y, 2) spelnia warunek

_ O¥F(z,y,2)
f(z,y,2) = 0zdydz

Przyklad 1.7 Niech zmienna (X,Y) ma gestosé¢ prawdopodobieristwa f(z,y)
zadang wzorem
fz,y) = %sin(m+y) dla 0<z<%, 0LZy<73,
’ 0 dla pozostatych (z,y).

Wyznaczyé dystrybuante zmiennej (X,Y) oraz gestosci rozktadow brzegowych
i warunkowych.
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Rozwigzanie. Dystrybuante F(z,y) wyznaczamy ze wzoru

F(z,y)= P(X < 2,Y < y) = [:o ([10 f(u,v)du) dv.

Otrzymujemy kolejn<:

1 [z [v
F(z,y) = 5/0 /0 sin(u + v)dudv =

= —% /j(cos(u +v))

Y 1 r=
. du = 5/0 (= cos(u + y) + cos(u))du =

1 .
= 5(—- sin(u + y) + sin(u))

T
1 .
S = 5(— sin(z + y) + sin 2 + sin y)
da0<z<7/2,0<y<7/2
_ 1 [z [r/2 . 1
F(z,y)= §A /(; sin(u + v)dudv = 5(1 + sinz — cosz)

da0<z<7/2,y>71/2

F( 3 1 [7/2 ry . 1
z,y)= 5/0 /0 sin(u + v)dudv = 5(1 + siny — cosy) -
dlaz>r/2,0<y<n/2
1 r7/2 r=/2
F(z.y) = 5/0 ‘[) sin(u + v)dudv = 1

dlaz>n/2,y>7/2.
Ogdlnie dla dowolnych z, y mamy

r(l) dla 2<0 lub y<o0
2(sinz + siny — sin(z + y)) dla 0<z<3 i 0<y<%
F(x,y):J %(1+sin:v-—cosa:) da 0<z<% i Z<y
1 : - _
7(1+siny — cosy) dla Z<=z 1 0<y<3%
(1 da Z<z i <y

Wyznaczamy funkcje gestosci rozkladéw brzegowych:

i@ = [ s = { 7 fsina + 9}y dla0 <2 <1
oo 0 dla pozostalych z
_ { 3(sinz + cos z) da0<z<1
0 dla pozostalych z
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%(siny+cosy) da0<y<1

+co
Faly) = [. i f(z,y)de = { 2 dla pozostalych ¥ Wartoscig przecigtng (wartoscig oczekiwang) zmiennej losowej X typu cig-

glego o gestosci rozktadu f(z) nazywamy liczbe

oraz rozkladéw warunkowych
sin(z +y) E(X) 4 /+oo z f(z)dz
f(z,y) ———— da0<z<1 =0
f(zly) = 72(9) =4 siny+cosy oo
0 dla pozostalych z przy zatozeniu, ze catka / |z|f(z)dz jest zbiesna.
—0o

JezeliY = aX + b, to

B(Y) = E(aX +b) = 3 pi(azi +b) = a Y pizi + b3 pi = aE(X) +b.

sin(z + y)
sl =120 = ! ey W0SVST
fa(z) 0 dla pozostatych y

Prz.yk!.ad 1.8’ leiczyc’ wartosé oczekiwang E(X) zmiennej losowej X przyj-
mujgce] wartosci ¥y = 1, x3 = 2, 23 = 4 z prawdopodobieristwami p o= %,

1

1.6 Parametry rozkladu zmiennej losowej
1
P2=y4,P3=3.

7Zmienny losowa mozna scharakteryzowaé przez podanie pewnych parametréw
liczbowych, ktére beda dawaly informacje dotyczace rozkladu tej zmiennej . . 3 1 1 .
lub gestoéci prawdopodobiefistwa. Najczesciej rozwazanymi parametrami sg Rozwiazanie. E(X) = Z piTi =3 - 14 7 224 1 4 =9,
i=1

warto$é érednia oraz wariancja albo odchylenie standardowe.
Przyklad 1.9 Obliczyé wartosé oczekiwang zmiennej losowej X o gestosci

Pierwszy z tych parametréw ma wiele nazw: A
prawdopodobietistwa f(z) zadanej wzorem

warto$¢ érednia,

warto$¢ przecigtna zmiennej losowej,
wartoéé oczekiwana zmiennej losowej,
nadzieja matematyczna,

wartoéé érednia zmiennej losowej

f(:»):{ 1-je—1 dla 0<z<2
0 dle z<0lubz>2 °

Rozwigzanie.

. +0oo 1
i jest oznaczany symbolem E(X). EX) = / - 2

j y sy (X) (X) . -”«‘f(fv)dﬂc—/ovc(l-l+w)dvc+/1 2(1+1-z)ds =
Definicja 1.13 Wartoscig przeciging (wartoscig oczekiwang) zmiennej loso- _ /1 2 2 ) 1.1 1 2

wej X typu skokowego o rozktadzie b o dz + /1 (22 - 2%)dz = 5503 . + ($2 - §m3) =

_ 1 8 1 !
pi=PX=g;), i=12,... = §+4_§“1+§=l.
nazywamy liczbe Zatem

E(X):= Zpimi = inP(X = ;)

przy zatozeniu, ze suma Y. pixi jest skoriczona albo szereg nieskoriczony

(o)
3 pilzi| jest zbiezny.
i=1

Przyktad 1.10 Obliczyé E(2X - 3), gdzie X jest zmienng z Przykladu 1.8.

Rozwiazanie.

1 1 1
E@X-3) = 5(2—3)+Z(2-2—3)+Z(2-4—3)=—%+%+4§=1
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lub
E@X-3)=2E(X)-3=2-2-3=1.

Niech dana bedzie dowolna zmienna losowa X i niech g(z) bedzie prze-
ksztalceniem ciaglym wzajemnie jednoznacznym, g'(z) # 0, natomiast h(z)
przeksztalceniem do niego odwrotnym. RozwaZmy nowg zmienng losowg Y =
g(X). Gestosé rozkladu tej zmiennej wyraza si¢ wzorem

fr(y) = fx(R@)IK ()],

gdzie fx jest gestoscia rozkladu zmiennej X .
W szczegblnym przypadku, gdy g(z) = az + b, piszemy

Y=aX+0b

i rozklad fy ma postac

fr) = tx (52)).

la|

Wartoéé oczekiwana zmiennej ¥ = aX + b ma postac
E(Y)=aE(X)+b,

natomiast w ogdlnym przypadku

400 +o0o
B)=B@(0) = [ f@g@ds= [ yfh@)@)dy.

Dla zmiennej losowej X typu skokowego zmienna Y = g(X) jest tez typu
skokowego o wartosciach y; = g(z;) i rozkladzie

gGi=PY =y)=p: .

Wtedy
E(Y)= Zpig(zi) = ZP(X = ;) - 9(z:).

Momentem rzedu k¥ zmiennej losowej X nazywamy warto$é oczekiwana

zmiennej Y = X*, to znaczy moment ten obliczamy wedlug wzoru
mg=F (Xk) = Zpimf
i

lub +oo
mp=FE (Xk) = / z* f(z)dz

—00
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w zaleznosci od tego, czy zmienna losowa jest typu skokowego czy ciagglego.

Na szczegélng uwage zastuguje moment rzedu drugiego dla zmiennej
Y = X — E(X); nazywamy go wariancja i oznaczamy symbolem V(X), to
znaczy
V(X):=E (X - B(X)P).

Patwo policzyé, ze wariancja V(X) moze byé zapisana w postaci
V(X) = E(X?) - [E(X)]”.
Istotnie:

E(X-E(X)?) = E(X*-2X E(X)+ [E(X)P) =
= E(X?) - 2E(X) - E(X) + [E(X)]? = E(X?) - [E(X)].

Przyklad 1.11 Obliczyé wariancje V(X) z Przykladéw 1.8 i 1.9.

Rozwiazanie. 1. Dla zmiennej X z Przyktadu 1.8 mamy

1 1 1 1 1 11
E(XH=2=.1242-.924 2 . 42_ = — T _
(X =g 1"+ 7-2°4 74 gtl+d=55=—,

V(X):E(Xz)—[E(X)]2=12—1—22=g.

Drugim sposobem (bezposrednio z definicji):

1 1 1 1 3
VIX)=E([X-EX)?)=z(1-22+-2-2+>(4-22=+1=2>
(X) = B (X - BOOP) = 50 -2/ +32-2 + (4 -2 = 3 +1=.
2. Zmienna X z Przykladu 1.9. Korzystamy z przytoczonego wcze$niej
wzoru

B0 = [ fe)o@ie

oraz z tego, ze E(X) = 1, i otrzymujemy:

V(X) = B((X- B = [ (e~ 171 - o - 1yde =
/0 "2 = 1)%adz + /1 Y= 12— 2)dz =
/01(:33 —22% + z)dz + /12(2 ~ 5z + 422 — £%)dz =

— 14 23 12)1 52 43 14 ?
= ()| (o)

I

1
3
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Wariancja V(X) jest miara rozproszenia wartosci zmiennej losowej X od
jej wartosci Sredniej E(X). Mata wariancja informuje, ze wszystkie wartoéci
zmiennej losowej o ”"duzym prawdopodobiefistwie” leza blisko wartoéci éred-
niej E(X). W celu ilustracji tego faktu rozwazmy dwie zmienne losowe X, Y

okreslone nastepujaco:
1 1 1 1
Plx=g)=3 r(x=—5)=%
P(Y:lO):%, P(Y =-10) =

N | =

Wtedy
E(X) = E(Y)=0,

V(X) = E(XY)—[BOP = 2m 4 2t = L

= 3700 T 3700~ 100’
E(Y*)-[E(Y))? = %100 + -21-100 = 100.

Il

V(Y)

W obu przypadkach wartoéé Srednia jest réwna zeru, a odchylenia standardo-
we — wariancje — s3 bardzo rézne. Rozproszenie zmiennej Y jest wielokrotnie
wigksze od rozproszenia zmiennej X, co mozna zaobserwowaé na wykresach
przedstawionych na Rys. 1.2.

X E(X)
Ty T2 o
Y . L lE(Y). _ N
n 0 Y2 g

Rys. 1.2. Zmienne losowe X i Y

Wariancja jest momentem rzedu drugiego zmiennej ¥ = X — E(X).
W ogdlnym przypadku wyraZenia

ue = E ([X - BCO))

nazywany momentami centralnymi rzedu k.
Przypomnijmy jeszcze raz wzory na warto$¢ przecigtng i wariancje zmien-
nej losowej X:
E(X) = Z TkPk>
k

1.6. Parametry rozkladu zmiennej losowej 39

gdy zmienna X jest typu skokowego, oraz:

E(X) = /_ e f(2)de,

[ee]

V(X) = / e (z - /_ :o tf(t)dt>2 f(z)dz

dla zmiennej typu ciaglego.
Przedstawimy teraz pewne wlasnosci wartoéci przecietnej:

1°E(C)=c¢, gdzie X = C oznacza zmienna losowa przyjmujaca war-
toéé ¢ z prawdopodobiefistwem 1,

2° E(c-X)=c- E(X),
3° E(X+Y) E(X)+ E(Y),
4 E(X-Y) = E(X) -EY),

We wzorach 3° i 4° przez sume X +Y oraziloczyn XY rozumiemy zmienne
przyjmujace wszystkie wartosci bedace, odpowiednio, sumami lub iloczynami
wartosci przyjmowanych przez poszczegdlne zmienne z prawdopodobiefistwem
(gestoécia prawdopodobieristwa) bedacym iloczynem prawdopodobiefistw lub

} gdy X,Y - zmienne niezalezne.

- sumgy iloczynéw. Przedstawmy to na prostym przykladzie:

X : P(X=1)=3 PX=2)=} PX=3=1,
Y : PY=0)=3, P(Y=10)=1,
wtedy mamy
1 1 1
1 1 1
P =11 = - = = - = = —.
¥4 ) T P(Z =12) 8,P(Z 13) 3
Stad
1.1 3 7
BX) = 5+5+3=71
EY) = 0+5=5,
11 3 11 12 13 27 7
E(z) = Z+Z+§+I+—8—+§—I—Z+5'
Dla iloczynu
U=X'Y
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mamy
1

= — =10) =
3 P(U )

0| =

+

| =

+

Ll M

P(U =0)=
P(U = 20) = -;-,

1 1 1 1 10+10+15 35
E(U)=0-2‘+1OZ+20§+30§————4———— 1

Wilasnosci wariancji:
1° V(C) =0,
2° V(c-X) = ?V(X),

P V(X+Y) = V(X)+V(Y),

} dy X, Y - zmienne niezalezne.
4° V(X -Y) = V(X)+V(Y),

Twierdzenie 1.10 Dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ # E(X) ma miejsce nie-
réwnosé
E([X-d?)>V(X)=E (1x - BECOP).

Nieréwnoéé ta mowi, ze warto$é oczekiwana zmiennej [X —c|? osigga minimum
wlasciwe, gdy c jest wartoscig przecigtng danej zmiennej.

Dowdd.
E(x-c?) = E (%% - 2¢X + ¢?) = B(X?) - 2E(X) + ¢ =

E(X?) - [ECOP + {¢ - 2¢B(X) + [B(X)} =
V(X)-[e— E(X)P? > V(X),

Il

I

gdy ¢ # E(X).

1.7 Przyklady najczeéciej stosowanych rozkladéw
i ich parametry

Przedstawimy teraz pewne szczegdlne rozklady zmiennej losowej oraz wyli-
czymy parametry E(X)i V(X) rozkladu tych zmiennych
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1. Rozklad zero-jedynkowy

PX=1)=p, P(X=0)=q=1-p.
Wtedy
E(X) = 0-q+1-p=p,
E(X?) = 0-¢g+1-p=p,
V(X) = EX)-[EX)*=p-p*=p(l-p)=p-q.

I1. Rozklad réwnomierny skokowy

Zmienna losowa przyjmuje skorficzong liczbg wartoéci, n < oo, z jednakowym
prawdopodobiefistwem:

1
)

P(X=$i)=n

1=1,2...,n.

Zatem
ln
E(X) = _§ .
() nlxn

V(X)

LS B

III. Rozklad réwnomierny ciagly (rozktad jednostajny)

Zmienna losowa przyjmuje wartosci z przedziatu (a,b), z jednakowym praw-
dopodobiefistwem réwnym 1/(b — a). Funkcja gestosci ma postaé

f(z) = 2 dlaa<z<bd
0 dla pozostalych z °

Zatem
Bx) = 4,
(b—a)?
vV = .
(X) D

IV. Rozklad liniowy

Funkcja gestosci jest fragmentem funkcji liniowej

2(z—a
f(l‘):{ b—a d_la.a<z<b )
0 dla pozostalych z
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V. Rozklad normalny

e 2 o
Wtedy
+o00 T—
T _l(z—m 2 =1U _
= 2\ o dz = -
E(X) /a 27re i—z—d"
—o0
[ m 4+
m+ou _1,2
e du =
s V2T
+e e 1,2
1,2 _1y
= m e” 2% du + /ue 2% dy = m,
v 7r/ V2r
—00

gdyz druga calka jest réwna zeru jako calka z funkcji nieparzystej, a calka
pierwsza jest réwna /2.

Zatem warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej o rozktadzie normalnym jest
réwna parametrowi m:

E(X)=m.
Wéwecezas
T (ezmy?
2,73 ? dz =
V(X) = E(z-EX)P) = / (z — m)Pe™} z
cr\/27r_oo
==y o’ +°°2—l“d
— 2 - 2 =
= ? - du T ule u
-0
f=u o of=1|_
T g =uet g= e | T
oo +oo
—o? 2 + 2 / _1y
= —=ue 2* + e du=
V2 v27r_°°
2

Zatem wariancja V(X) = o? jest kwadratem drugiego parametru zmiennej
losowej o rozkladzie normalnym.

Liczbe o = {/V(X) nazywa si¢ odchyleniem standardowym.

Wtedy

1. Prawdopodobiefistwo
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Reasumujac, jezeli X ma rozktad normalny N(m, 0), to

E(X)=m,

V(X) =02
Jezeli X ma rozklad normalny, to

Y=aX+b
ma tez rozklad normalny N(am + b, |a|o)

E(Y) aE(X)+b=am+b,
V(Y)

a*V(X) = a%0? = (lajo)?.

Zmienna

7 X—-m _ 1 x_m
o o o

ma rozklad N(0,1) nazywany rozkladem normaln

Wtedy

ym standaryzowanym

m=E(Z)=0, oc=4/V(Z)=1.
Dla zmiennej N(0,0)

mozemy policzy¢ momenty (centralne) dowolnego
rzedu:

+o0
1 b1z 0 gdy k=201
= —_— 242 = ’
mX) =~ /‘” ¢ rrde { 1-3...(2-1)0?, gdy k= 2l.
—0c0

Pierwsza cze$é wzoru wnj

ka z tego, ze funkcja podcatkowa jest nieparzysta.
Druga czeéé wynika ze wzoru rekurenc
czesci:

yjnego otrzymanego z catkowania przez

E(X?) = (21 - 1)0*E (x20-) .

Rozklad normalny mozemy przedstawi¢ graficznie, Rys. 1.3.
VI. Rozklad Bernoulliego

Niech X bedzie zmienna w schemacie Bernoulliego

P(X=k)= (:);;’cq"'k, p+q¢=1,k=0,1,2,...,n.

E(X)

k=1

Y L AN SN L A U
n—1
n—1 q_
= "PZ( l )qunl '=n.p.
=0

43
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oo 00 )\k 1
_ -2
t = e Lz;:(’“ ”(k 1)”’2( )
L1 = e [/\e_’\+e_’\] = A2 4 ),
¥ 2T
//
~——
— 7 VX)) = B - [BOOP =2+ A- 27 =
%
\\§ /// Ostatecznie
=1 Pl X<za) T P(0<X<za) E(X) = A, V(X)=2A, A>0.
X ) —~ s s s - ~aad
-1 = z2 |0 73 1 VIIL Rozklad wyktadniczy

Rys. 1.3. Funkcja gestoséci rozkladu normalnego Jezeli funkcja gestosci wyraza sig wzorem

f(z) = le /A dlaz >0
0 dlaz<0 ’

- el oB (e

k=0 k=1 to méwimy, ze zmienna X ma rozklad wykladniczy. Dystrybuanta ma wtedy

n-1 ! z
| n—1-1 n—1\ ; .1 _ postac
= nP(Zl( )M’” +Z( I )Pq )— 1-e* dlaz>0
1=0 1=0 F(z) = .

0 daz<0
= np((n—1)p+1)=np(np+q). o
Ponadto
Zatem E(X)=1}, V(X)=\.
V(X) = B(X®) = BXX) = np(np + ¢) = (np)" = npg = np(1 - p). IX. Rozktad x? (chi kwadrat)

VII. Rozklad Poissona Mozna dowies¢, ze jezeli zmienne losowe Xi, Xs, ..., Xi sa niezalezne i maja

rozktady normalne standaryzowane N(0,1), to zmienna
Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie Poissona

k
k 2= "x?
P(X =k)= ’\ e, k=0,1,2,... X ; '
Wtedy ma rozklad o gestosci prawdopodobiefistwa danej wzorem
_,\ 0o ,\k -1 0 dla z S 0
E(X) = Zk = E f(z) = gik-lem3e
k=0 ) ——~— dlaz>0 -
JOF:
E(X?) = Z k2 A' =X = e~ f:( k—1+1) )‘k__l — Rozklad ten nazywamy rozkladem chi kwadrat i oznaczamy symbolem 2 (x
= = (k-1)! — grecka litera chi).
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Wystepujaca tu funkcja I'(z) nazywa si¢ funkcja gamma Eulera i jest
okreSlona wzorem

+o00
I(z) := / = le7tdt, o > 0.
0
Funkcja I'(z) jest uogélnieniem funkecji ”silnia” i zachodza wzory
I'(n+1)=n!, neN; I'(z+1)=2I(z), z>0.

Liczbe k nazywamy liczba stopni swobody rozkladu x2.

Zaléimy, ze populacja generalna X ma rozklad normalny N(m,o), gdzie
m, o jest skoficzone, ale nieznane. Wybieramy losowo prébe o licznoéci n
oraz kazda i-ta obserwacje traktujemy jako niezalezna zmienna X; o wartosci
odpowiednio ;. Definiujemy nowa zmienna losowa X ($rednia z préby)

:7Iv—'
:]»—-

Wtedy zmienna losowa

§? _ (X - X)?

U=n
o2 202

ma rozktad x? o liczbie stopni swobody k = n — 1.

Rozklad ten jest wykorzystywany do weryfikacji hipotez statystycznych.
Funkcja gestoéci rozkladu prawdopodobiefistwa i dystrybuanta rozktadu x?
sa stablicowane i ich warto§ci mozna odczytaé z tablic statystycznych.

X. Rozklad ¢ Studenta

Mozna dowieéé, ze jezeli zmienne Xy, X1, X2,..., X, sa niezalezne i maja roz-
ktad normalny N(0,1), to zmienna

VnXo _ Xo
\/z,_IX? VEiTE, X?

ma rozktad o gestosci prawdopodobienistwa zadanej wzorem

_'Ii

@)= S — (1+ t2> ,
vaB (3,3)
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gdzie B(z,y) jest znana funkcja Beta, taka ze

p(39) s [ (+8) T w

Rozklad ten nosi nazwe rozkladu ¢ Studenta i jest wykorzystywany do wery-
fikowania hipotez statystycznych.

Uwaga. Przy n — oo rozklad ¢ Studenta daZy do rozkladu normalnego stan-
daryzowanego N(0,1), gdyz

2\ — 2y &1
lim (1+t ) = lim <1+t_)' ] =e—%t’,
n-—+00 n—oo n
1n +c0 12 -2t +oo ‘.2
lim (\/HB (—, —)) = lim (1 + —) = / e~ 3V dt = /2n.
n—o00 2°2 n—oo [_ n oo

1.8 Momenty dwuwymiarowej zmiennej losowej,
wspoélczynnik korelacji

Niech dana bedzie zmienna losowa (X,Y) o rozkladzie p;; w przypadku
zmiennej skokowej lub gestosci f(z,y) w przypadku zmiennej ciaglej. Jezeli
h = h(X,Y) jest funkcja zmiennych X i Y (np. X +Y, X -Y) prowadzaca
do nowej zmiennej, to warto$é oczekiwana tej zmiennej moze by¢ wyliczona

Ze WZOIow
E(h(X,Y)) = Z h(z;,Y;5)Pi 5
3
gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie dopuszczalne wartosci 1, j;
+00 400
Enx, )= [ f

—00 —00

h(z,y)f(z,y)dzdy.

Dla funkcji h(z,y) = X*Y! wartosci oczekiwane zmiennej h(X,Y) nazy-
wamy momentami rzedu k + [, oznaczamy symbolami

mes = E (X*yY)
i obliczamy odpowiednio ze wzoréw

k.l
> zfyipi
i

dla (X,Y) typu skokowego,
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+00 400
mE; = / / z*y! f(z,y)dzdy dla (X,Y) typu ciaglego.
—00 —00

Rozwaza si¢ tez momenty centralne
1
me = B ([X = myl - [¥ = moy]') .
Dla momentéw centralnych mamy:

mo = E(X-E(X)),
moi = E(Y - E(Y)),
mo = E(X-EX)])=v(X)=d,
pa = E(IY - E(Y)P) =V(Y) =0}

W tych wzorach o1, 0, s3 odchyleniami standardowymi zmiennych X i Y.

Moment centralny mieszany rzedu drugiego
p1 = E(X - E(X)|IY - E(Y)]) = E([X — mu0][Y — moa])

nazywamy kowariancja zmiennej losowej dwuwymiarowej (X,Y).

Dla momentéw centralnych mamy:

2
H20 = M20— (ml,O) ’

2
Moz = mog2—(mo1)”,
Hi1 = My,1 —M10* Mo,i-

Kowa,ﬁa.ncja 41,1 jest pewnym miernikiem niezaleznoéci zmiennych losowych.
Méwi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.11 Jezeli zmienne losowe X 1Y sq niezalezne, to ich kowa-
riancja py,1 jest rowna zeru.

Dowéd.

p11 = E([X = myo]lY — moa]) = E([X —mu]) - E([Y — moa]) = 0.

Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Zerowanie sie kowariancji
nie zawsze pociagga niezalezno§é zmiennych.
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Jezeli odchylenia standardowe oy, o, s3 rézne od zera, to definiujemy
wspélczynnik korelacji p = p(X,Y) zmiennych X i Y w nastepujacy spo-
séb:
fa P _ E(X - EXONY - E(Y)]) _

0102 /H2,0H0,2 VV(XO)V(Y)

E([X — myo][Y — moa])

VE(X = my o) E([Y — mo,]?)

Twierdzenie 1.12 Dla dowolnych zmiennych losowych X i Y wspotczynnik
korelacji p spetnia nierdwnodé

-1<p<L.
Dowéd. Rozwazmy funkcje zmiennej rzeczywistej ¢:
9t) = E{(X - muglt+[Y - mo])?} =
= PE([X - myo?) + 2E((X - myo][Y — mo,]) +
+B (Y = moa]?) = 207 + 2ty 1 + o2,

Funkcja g(t) jako wartoéé oczekiwana kwadratu pewnej zmiennej nie moze
przyjmowaé wartosci ujemnych. Jak widzimy, funkcja
9(t) = of - + 211t + 03
jest tréjmianem kwadratowym wzgledem ¢ i dlatego wyréznik A tego tréj-
mianu musi by¢ ujemny

1
~A= ﬂ%,l - 003 <0

4

2

( K11 ) <1,
0102

lub réwnowaznie

co daje teze twierdzenia, |p| < 1.

Definicja 1.14 Zmienne losowe X, Y nazywamy zmiennymi nieskorelowa-
nymi, jezeli ich wspdtczynnik korelacji jest réwny zeru, to znaczy p = 0.

Wiadomo, ze kowariancja zmiennych niezaleznych jest réwna zeru, co daje
rezultat
X,Y niezalezne = X,Y nieskorelowane.

Zerowanie si¢ wspSlczynnika korelacji nie pocigga niezaleznosci zmiennych,
ale im wigkszy — blizszy jednosci — jest Jjego modul, tym zmienne sa "bardziej
zaleine”, a przy p = 1 zalezno$¢ jest liniowa.
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Twierdzenie 1.13 Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, by
zmienne X 1Y spelniaty warunek

P(Y =aX +b) =1,
jest, zeby ich wspotczynnik korelacji spetniat réwnosé |p| = 1.

Oznacza to, Ze prawdopodobienstwo, iz zmienna dwuwymiarowa (X,Y)
przybiera wartosci lezace na pewnej prostej y = az + b, jest réwne jednosci.
Przypusémy, ze (X,Y) jest zmienna typu skokowego o skoficzonej liczbie
wartoéci (zi,y;). Wtedy dla |p| = 1 (p = —1 lub p = 1) wszystkie wartosci
(zi,y;) leza na jednej prostej (przy zalozeniu, ze p;; # 0 dla dopuszczalnych
i,J), Rys. 1.4.
0

Y (-774’ y4)

y=az+b

(z2,92)
/

(m}yl)/ X

Rys. 1.4 Rozklad zmiennej (X,Y) dla [p| =1

\

1.9 Funkcja charakterystyczna

Definicja 1.15 Funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej X nazy-
wamy funkcje zespolong zmiennej rzeczywistej t okreslong wzorem

o(t)=E (e“x) .
Dla zmiennej losowej typu skokowego
o(t) = Ee“”‘ Pk = Z [cos(tz) + isin(tzk)] px,
k k
dla zmiennej losowej typu ciaglego

o(t) = /_:o €'t f(z)dz = [-I;)o cos(tz) f(z)dz + i/::o sin(tz) f(z)dz.
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Przyklad 1.12 Wyznaczyé funkcje charakterystyczng ©(t) dla zmiennej lo-
sowej X o rozktadzie Poissona

)‘Ic
Pz =k)= e-AF, k=0,1,2,...

Rozwiazanie.

(p(t) —_ z e:tk —A

S Z ('\e't)’c eAeAet = Aleit-1)

Przyklad 1.13 Wyznaczyé funkcje charakterystyczng o(t) dla zmiennej lo-
sowej X o rozkladzie Bernoulliego (dwumianowym).

P(X k)_()pkqn_k k=071,°'-7naq:‘l‘p7p€(0,1)’

Rozwigzanie.
n ki n n . . .
‘P(t) — I;) (k)p qn k_itk _ Z <k) (pezt)kqn—-k - (pett + q)n.
=| k=0

Przyklad 1.14 Wyznaczyé funkeje charakterystyczng @(t) dla zmiennej lo-
sowej X o rozktadzie normalnym standaryzowanym.

1 1,2
= 2%,
f(z) o
Rozwigzanie.
<P(t) — 1 /+ eztxe—§z dz = / ;—(1,'2—2“:0+(it)2)—%-t2dt _
Var J- -
- L / T et gy -3 _ -1
\/27!' —00 —e

Funkcja charakterystyczna ma nastepujace wlasnosci:

°® ¢(0) = 1. Istotnie
©(0) = E(e°) = E(1) = 1.

2° |(t)] < 1. Istotnie

ot =| [ e feyaa <

< [ || e < [ starae =,
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3° p(—t) = ¢(t). Wynika to z réwnosci e i = (eftr).

4° Jezeli ¢(t) jest funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X oraz
zmienna Y = aX + b, to funkcja charakterystyczna ;(t) zmiennej Y
ma postac

er(t) = ep(at).

Rzeczywiscie
o) = E (eitY) - E (eit(aX+b)) - E (ei(ta)X . eitb) - eitb(P( at).

Zatem, gdy zmienna Y ma rozklad normalny N(m,o), wéwczas jej funk-
cja charakterystyczna ma postac

242

1 ~1 a0 1242
<p(t) — eztm .e 30 = ettm 20 t .

5° Funkcja charakterystyczna sumy dwu zmiennych niezaleznych X,Y jest

réwna iloczynowi funkcji charakterystycznych poszczegdlnych zmiennych

ex+y(t) = ex(t) - ey (1).

Istotnie

E ( eit(X+Y)) - E (eitX eit}’) —
E (%) E (¢*) = px(1) - ¥ (2).

ox+v(t)

I

Zastosowania funkcji charakterystycznych

Jezeli znamy funkcje charakterystyczna ¢(t) zmiennej losowej X, to mozemy

miedzy innymi obliczyé warto$¢ oczekiwana oraz wariancj¢ zmiennej X.
Zauwazmy, ze dla zmiennej typu ciaglego mamy

+oo .
o(t) = [ et flayde,
J0) = i aef(e)iz,
o't) = —/+°°x2ei"‘f(x)dw.

Zatem
¢'(0) =iE(X), ¢"(0)=—-E(X?).
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Stad mamy
B(X) = /(0= -ig(0),
V(X) = [¢'0) - ¢"(0).

Podobnie mamy dla funkcji typu skokowego. Dla przykladu, gdy X ma
rozklad dwumienny - Bernoulliego

Il

P(X =k)= (Z)p"q""”,

wowczas
. n
o(t) = (pe* +4)".
Stad

. -1 .
) = n(pe“+q)n pe -,
¢'(0) = n-p-i

B . -2 . . —_ .
&'t) = n-p-i {(n -1) (pe't + q)n pie®t 4+ (pe’t + q)n ! ie't} ,
¢"(0) = ~—np(np +g).
Zatem

E(X) = ’:-'90'(0) =n-p,
V(X) = [¢'0)-¢"(0)= ~n’p* + np(np+g)=n-p-q.

I

Uwaga. Z definicji funkcji charakterystycznej ¢(t) widaé, ze jest ona wyzna-
Czona jednoznacznie przez jej rozklad — gestoéé rozkladu.

Mozna pokazac tez, ze funkcja charakterystyczna ¢(t) wyznacza jedno-
znacznie rozklad - dystrybuant¢ danego rozkladu.

Rozwazmy zmienng losowa X o gestosci f(z) = -;-e'lx |. Funkcja charakte-
rystyczna ¢ wyraza sie wzorem

1 [t . 0 . +oo .
QO(t) = .é./ e:tze—lzldz = %/ e('H'l)zd:c-{- _]_-_/ e(zt—l)zdx —
—o° -0 2 Jo

_ elit+1)z 0 N elit=1)z +°°- 1( 1 1
a+1)|_ " 20-1)), 2 it+1_it—-1)_

1
t241°
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Stad @ -1
—2t 2(t* -1
¢'(t) = GRS ¢"(t) = CESER
Zatem
E(X)=0, V(X)=2.

1.10 Prawa wielkich liczb

Zdarzenia losowe wykazuja pewna prawidlowoéé w czgstosci wystepowania,
gdy mamy duza liczbe do$wiadczen.

Jezeli rzucamy moneta 100 razy, to mozemy oczekiwag, ze czestosé (praw-
dopodobiefistwo) otrzymania "orla” bedzie bliska 1/2. Jezeli rozwazaé be-
dziemy 1000 rzutéw, to z jeszcze wieksza pewnoscia mozemy oczekiwaé, ze
prawdopodobiefistwo praktyczne bedzie 1/2.

Prawidlowoé¢ ta jest wyrazona przez twierdzenia znane jako prawa wiel-
kich liczb.

Wpierw rozpatrzmy tak zwana nieréwnosé Czebyszewa, na ktérej opieraja

sie dowody tych twierdzen.

Twierdzenie 1.14 (Nieréwnoéé Czebyszewa) Jezeli X jest zmienng lo--

sowg o skoriczonej wariancji V(X), to dla dowolnego € > 0 zachodzi nieréw-

nosé
POX - B0l 2¢) < L5,
nazywana nierownoscig Czebyszewa.
Dowéd. Dowéd przedstawimy dla zmiennej X typu ciaglego o dystrybuancie
F(z). Mamy wtedy

P(X - E(X)|2¢) = P(X <E(X)—¢)+ P(X > E(X)+¢) =
/ 0 iRy + / )
—o0 E(X)+e

Dla z nalezacych do przedzialéw calkowania mamy |z — E(X)| > ¢ lub inaczej
Iz—"li—(ﬂ > 11 dlatego

/E(X)—E IF /+oo IF /E'(X)-o: d +o0 f )d <
= + <
O+ [ @ = [ H@te s [ seran

—00

z - E(X))?

E(X)-¢ _ 2 0o
< [T a1 ESEOOR g, ¢
< 5[l BooPs@ = YE.
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Stad otrzymujemy zadang nieréwnosé. To konczy dowdd.

Z nieréwnosci tej wynika, zZe przy ustalonym e > 0, im mniejsza jest wa-
riancja V(X), tym mniejsze jest prawdopodobiefistwo, Ze zmienna losowa X
réini si¢ od swej wartoéci przecigtnej E(X) wiecej niz o €. Jest to zgodne z
faktem, ze wariancja V(X) jest miara odchylenia wartosci zmiennej losowej X
od jej wartoéci przecietne;j.

Mozemy teraz przedstawié i udowodnié¢ jedno z twierdzed znanych jako
prawa wielkich liczb.

Twierdzenie 1.15 (Twierdzenie Czebyszewa) Jezeli X1, X, ... jest cig-
giem zmiennych losowych parami niezaleinych, ktérych wariancje sg wspdlnie
ograniczone, to znaczy istnieje stata C, taka ze

V(Xi))<C, i=1,2,...,
to dla dowolnej liczby € > 0 zachodzi réwnoéé:

('Xl +Xo+...+ X, _ E(X1)+E(X2)++E(Xn)

7 n

lim P

n—oo

<e)=1.

Dowéd. Polézmy

) o X1+X2+...+X,,.

n

Z nieréwnosci Czebyszewa dla X, wynika, ze dla kazdego ¢ > 0 mamy

P (X2 - B(Xal 2 €) < &g—l

lub )
_— _— V(Xn
P (IXn - E(Xn)l < 5) >1- 7—

Wykorzystujac wlasnoéci wartosci oczekiwanej E(X) i wariancji V(X) dla
Sumy zmiennych niezaleznych, mamy

— V(X)) + V(X)) +...+ V(X n-C C
V(X = LX)+ V( "22 (Xn) =
Zatem .
_— _— V(X, c
P(IXn—E(Xn)'<€)21——(82—)21—E.

Przechodzqc do granicy przy n — oo, otrzymujemy:

. — — . c
Jim P (1%~ B(X)| <€) > lim (1 - n—e,.,) =1
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Poniewaz prawdopodobiefistwo jest zawsze mniejsze od jednoéci, wigc z tych
nieréwnoéci otrzymujemy réwnosé

lim P (%, - E(Xa)l <) =1.

Uwaga. Zwréémy uwage, ze o zmiennych losowych X, nie zakladamy nic
poza ograniczonoscia wariancji V(Xy).

Twierdzenie 1.16 (Twierdzenie Bernoulliego) Niech X bedzie liczbg
sukceséw w serii n-doswiadczeri niezaleznych (w schemacie Bernoulliego) i
p jest prawdopodobieristwem sukcesu w kazdym doswiadczeniu. Wiedy dla do-

wolnego € > 0 mamy

i 7 (X o] <) -1
n

n—oo

Dowéd. Rozwazmy zmienna Y;, = % Wtedy

1 1
E() = LE(0=1tm=p

1 npq _ pq
V(Yn) = n—2V(X) = 7 = '; <1

Zatem na mocy Twierdzenia Czebyszewa

. . X
nan;oP([Yn —-E(Y,)l<e¢)= Jim P ('-7—{ - p’ < s) =1.

1.11 Twierdzenia centralne

W wielu praktycznych zagadnieniach techniki, fizyki, biologii, demografii itp.
bardzo czesto mamy zjawiska o rozkladzie normalnym. Do pewnego czasu uwa-
zano, ze rozktad normalny jest jedynym rozkladem dajacym dobre przyblizenie
rozktadéw empirycznych (do§wiadczalnych). Obecnie wiadomo, Ze istnieja tez
inne rozklady teoretyczne przyblizajace pewne rozklady empiryczne. Rozklad
normalny wystepuje jednak najczesciej.

Wyjaénienie tego faktu mozna znalezé przez tak zwane twierdzenia cen-
tralne, ktére podaja warunki na to, aby zmienna losowa miala rozklad nor-

malny lub bliski rozktadowi normalnemu.
Rozwazmy ciag X zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie. Niech

E(Xk):m, V(Xk):a2’ k=1,2’..‘
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Dla zmiennej losowej
Yo=Xi+Xo+...+X,

mamy
E(Ya)=n-m, V(¥,)=n-o2.
Oznaczmy zmienna standaryzowana zmiennej Y, przez Z,, kladac

Yn—n-m

1 n
o\/n = o\/n Z(Xk - m).

k=1

Zn =

Wtedy
— 1 &
E(Z") =0, V(Zn) = %—2 Z V(Xk) = 1.
k=1

Twierdzenie 1.17 (Twierdzenia centralne Lindeberga-Levy’ego) Je-

zeli X1, X, ... sq zmiennymi losowymi ni ; )
ymi niezaleZnymi o tym samym rozktadzi
(E(Xk) =m, V(Xy}) = o2 ), to rozktad zmiennej losowej ! e

Yn_n'm

=Ly
Zn—a‘/ﬁkgl(Xk-—m):T\/T

dgzy do rozktadu normalnego standaryzowanego, to znaczy

. b
Jim Pla< z,<8)= — [ e¥g,,

V27l' a

D g . .
ch::‘;?(?(;rz‘s,tssz'zﬂkle ZI?;)G e o & ey (wopding) funkeje
Zng ¢ a zatem funkcj ; ;
losowe; Z. ma posta,g ) cja charakterystyczna #n(t) zmiennej
0 =[]
[~ =
n\t, 991(0_ n)] .
Wyliczmy ini
poczatkowe 42 H 5
Zauwaim, 4o q Wyrazy rozwinigcia funkcji ¢1(t) w szereg potegowy.

»1(0) = E(1)= E(%) =1,

G(0) = iB(Xy-m)=0,
?1(0) = —E([Xx—m]®) = —V(X;) = —o2.

Zatem

_ 1
#18) = 01(0) + 0t + 30102 + 0(F) = 1 - Lo* 1 0(2),
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2
%) = 0, wobec tego

t 1142 12
<P1(0 n)—1'§7{+0(5)’

o = [-mo (5]
Inpn(t) = nln[l—-;in-l-O(E:—)].

Korzystajac z rozwinigcia funkcji In(1 — u) w szereg potegowy

gdzie lim
t—0

i dla ¢, (t) mamy

m(l—u)z—u—%uz—...,

przy U = % +0 (%) otrzymujemy:

12 t2 1o £
ool ro €] e0(E)

Zauwazmy, ze dla ustalonego t zachodzi réwnosé

2
lim (no(ﬁ)) = lim Q-Q—ﬁ:&
n—oo n n—0 =

n

a zatem 1
. 142
Jim [ln @n(8)] = -5t

1,2
—=t

o(t) = lim @ (t) = €2

Pokazaliémy, ze granica zmienne]j losowej Z, ma funkcje charakterystyczna
¢(t) réwna funkcji charakterystycznej rozkladu normalnego standaryzowa-

nego, co koficzy dowdd.

Twierdzenie 1.18 (Twierdzenie centralne Lapunowa) Niech X,,Xa,..-
bedzie ciggiem zmiennych losowych niezaleznych o dowolnych rozktadach ma-

jgcych skoticzone momenty do rzedu irzeciego wlgcznie. Niech my, oy bedg
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odpowiednio wartosciq oczekiwang i odchyleniem standardowym zmiennej X
Oznaczmy -

B} = E(|Xk—mk|3), =1,2,...,

Wo = {B3+B3+..+B3 n=1,2,...,

Cn = \/012+a§+...+a,€, n=12,...

Jezeli

lim W =0,

n—00 n
to dla zmiennej

1 n
Iy = — Z(Xk - mg)
Cn’ k=1

ma miejsce réwnosé

. -1
lim Pla< 2, <b)= 77 dz.

1 b
— | e
Var /a

Twierdzenie to jest uogdlnieniem i i i ‘
‘ poprzedniego twierdzenia na przypadek
gdy zmienne X maja rézne rozklady. prvpacen

1.12 Elementy teorii korelacji

Regresja typu pierwszego

w vylelu zagadnieniach praktycznych zachodzi koniecznosé Jjednoczesnego ba-
fla'.ma, dz.a,nej populacji generalnej ze wzgledu na dwie cechy X oraz Y. Zalesno-
Sci pomiedzy X i Y na ogd! nie sa funkcyjne i ulegaja wplywom o charakterze
losowym. W celu uchwycenia zaleznosci pomiedzy X i Y wprowadza sie tak
zwane linie regres;ji. )
.Rozwaz:n.ly dwuwymiarowa zmienng losowa (X,Y). Zalézmy, ze dla kaz-
dej wartoéci zmiennej losowej Y istnieje warunkowa wartosé przecietna
E(X|Y = y). Jest ona pewng funkcjg zmiennej y: )

E(X|Y = y) = m(y). (11)
Réwnanie
z = m(y)

1 . . " . . .
11:-Z}l'/wa,my rownaniem regresjl typu pierwszego zmiennej X wzgledem zmien-
j Y.
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Analogicznie zalézmy, ze dla kazdej wartosci zmiennej X istnieje warun-
kowa warto$¢ przecigtna E(Y|X = z). Jest ona pewng funkcja zmiennej z:

E(Y|X = z) = my(z). (1.2)
Réwnanie
y = my(z)
nazywamy rownaniem regresji typu pierwszego zmiennej Y wzgledem zmien-
nej X.

Obrazem geometrycznym zaleznosci (1.1)i (1.2) sa pewne krzywe na plasz-
czyznie zOy. Nazywamy je krzywymi regresji pierwszego rodzaju. Z
przyjetego okreslenia widaé, Zze na krzywej regresji zmiennej X wzgledem
zmiennej Y ”leza” warunkowe wartosci przecietne zmiennej losowej X, gdy
Y przybiera dana ustalona warto$¢ y. Analogicznie na krzywej regresji zmien-
nej Y wzgledem zmiennej X "leza” warunkowe wartosci przecietne zmiennej
Y, gdy X przybiera dana ustalona wartos¢ z.

Na ogdl linia regresji typu pierwszego zmiennej X wzgledem zmiennej Y nie
pokrywa sie z linia regresji zmiennej Y wzgledem zmiennej X. Jezeli zmienne
X, Y spelniaja ustalong zalezno$é liniows

Y =aX +0,
to wartosciom zmiennej podwdjnej (X,Y) odpowiadaja punkty prostej
y=az+b.

Wtedy obie krzywe regresji pokrywaja si¢ z ta prosta.
Jezeli zmienne X, Y sa niezaiezne, to

mi(y) = E(X|Y =y) = E(X); m(z) = E(Y|X =z) = E(Y).
Réwnania linii regresji maja postaé
$=E(X)) y‘_‘E(Y)’

s3 wiec odpowiednio prostymi réwnolegltymi do osi ukladu zOy przecinajacymi
si¢ w punkcie (E(X), E(Y)).

Krzywe regresji maja pewna bardzo wazng wlasnoéé minimalnosci.
Mozna ja przedstawié w formie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.19 Wartoéé przecigina kwadratu odchylenia zmiennej loso-
wej Y od zmiennej u(X) jest najmniejsza, gdy funkcja u(z) pokrywa si¢ z
funkcjq my(z) i podobnie wartosé przecigtna kwadratu odchylenia zmiennej
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losowfj X od zmiennej v(Y') jest najmniejsza, gdy funkcja v(y) pokrywa sie z
funkcjg m1(y). Fakty te mozna zapisaé nastepujgco:

min (Y - u(X))?]| = E[(Y - ma(x)y],

min B [(x - oY) = E [(x - my(¥))? .

Szkic dowodu. Niech (X,Y) bedzie zmienna losowa typu ciaglego o gestosci
rozkladu f(z,y). Wtedy

E[(y -wx)?] = /_ :" /_ ;“(y () (z, y)drdy = |
/_’:0 { /_ +:(y = "(w))zf(x,y)dy} dz.

Dla kazdego ustalonego z funkcja f(z,y) = f(y|X = z) jest (rozkladem)
gestoscig prawdopodobiefistwa zmiennej Y|X = z. Dlatego calka w nawiasie
"klamrowym” dla kazdego ustalonego x jest najmniejsza, ale nieujemna, gdy
Jest réwna wariancji zmiennej warunkowej Y |X =z, a wiec gdy

u(z) = mo(z) = E(Y|Y =z).

To koticzy dowéd pierwszej réwnosci. Druga, dowodzimy analogicznie.

Regresja typu drugiego

Zostalo wiec wykazane, ze krzywe regresji pierwszego typu, majace réwnania
/] = my(z) oraz ¢ = my(y), czynia zadodé pewnym warunkom minimalnoéci,
a wiec, ze funkcjonat

E[(y - (X)) (1.3)

Okr(eél)ony na zbiorze wszystkich funkcji u(z) osiaga minimum dla u(z) =
my(zx).

W praktyce czesto poszukujemy minimum funkcjonatu (1.3) nie na zbiorze
Wszystkich funkcji, lecz wéréd funkeji nalezacych do pewnej ustalonej klasy
funkeji, na przyklad dla funkcji liniowych lub wielomianéw ustalonego stopnia
lub inaczej wyréznionych. Wtedy krzywa,

y= p((IJ),

dla ktéfej. funkcjonal (1.3) osiaga minimum w wybranej klasie funkcji, nazy-
Wamy linig regresji drugiego typu zmiennej Y wzgledem zmiennej X.
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Szczegdlnie wazny przypadek to ten, gdy ograniczymy si¢ do funkcji linio-
wych. Wtedy krzywe regresji drugiego typu sg prostymi.
Wsréd wszystkich prostych na plaszczyinie 2Oy znajdziemy taka prosta
y=az+B, (1.4)
ze
E[Y -aX - b)) > E[Y - ax - gy,

dla dowolnej prostej y = az + b. Prosta (1.4) nazywa si¢ prosta regresji
drugiego rodzaju zmiennej Y wzgledem zmiennej X.

Podobnie prosta
T=9y+ é (1.5)

realizujaca warunek
E[(X -cY-adp] > E[(x - Y -6y,

dla dowolnej prostej y = az + b, nazywa si¢ prosta regresji drugiego rodzaju
zmiennej X wzgledem zmiennej Y.

Wspélczynniki prostych regresji wyznaczmy za pomoca momentéw zmien-
nej (X,Y).
Polézmy

mip = E(X), 0}=pa0=E[X—-m)?,

moy = E(Y), 0% = poz=E[Y —mon)?,

p11 = E[(X = m0)(Y — mo,1)]

i zalézmy, ze odchylenia standardowe o3 = /fizp > 0,02 = /lo2 > 0 s3
skoficzone. Wtedy mamy

E[(Y - aX -8y =
= F [(Y —mo1 — (X — m10) + mo,1 — @m0 — ﬂ)z] =
= E [(Y —mo,1)? + o*(X — my0)? + (mo1 — amy o — B)*+

+2a(X — m10)(Y — mo,1) + (mo,1 — amyo— B)Y — mo,) —

—2a(mo — amyp — B)(X — mio)] =

= Moz + azﬂz,o - 2apy,1 + (mo,1 — amyp — ,3)2 =: ¢(a, B). (16)
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Aby wyznaczy¢ minimum ostatniego wyrazenia, potraktujemy je jako funkcje
dwéch zmiennych «, 3 i zastosujemy standardowa metode wyznaczania eks-
treméw. Punkt stacjonarny wyznaczamy z réwnan:

0q(a,B)
da - 20""2,0 - 2,“1,1 - 2m1,0(m0,1 —amyg— ﬂ) =0,
9q(a, B)
o3 " —2(mo,1 — amy o — B) =0.
Stad
o = M1_ o
H2,0 a1 (1 7)
— m1,0041,1 o .
B = Mo, — —#20 = mp,1 — Pa—fml,o,
gdzie
_ kM1
p= —‘010,2 (1.8)

nazywamy wspéiczynnikiem korelacji zmiennych X, Y. Dla p danego przez
(1.8) @, B sa wartoSciami, przy ktérych w (1.6) otrzymujemy minimum.

Podobnie wspélczynniki prostej regresji typu drugiego zmiennej X wzgle-
dem zmiennej Y s3 odpowiednio réwne:

o
Y = ;:1
o 1.9
§ = m1,0"P—1mo,1- ( )
a2

Z’atem na mocy zaleznoci (1.7), (1.8) i (1.9) proste regresji (1.4) i (1.5) maja
réownania:

g2
-m = —_ —
y—mo, Py (z — m1p), L10)
1 a2 1.10
Yy—mpy = ——(T—myp).
PUI( 1,0)

Proste regresji — jak widaé z (1.10) - przechodza zawsze przez punkt
(M0, mo,1). Jezeli p? =1, to p = 1/p i proste regres;ji pokrywaja sie.

. J ezeli p = 0, to z (1.10) wynika, Ze proste regresji sa prostopadle wzgledem
siebie i maja postaé

Yy=mop, T = my,.

Lauwazmy, ze jezeli linia regresji typu pierwszego jest prosta, to pokrywa sie
4 p’ro.st.q regresji typu drugiego. Nie zawsze prosta regresji typu drugiego musi
dy¢ linig regresji typu pierwszego.
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Wykorzystujac (1.7) i (1.9), znajdujemy wartoéci miniméw:
E[Y - 21X — B21)?] = 03(1 - p?),
E[(X = 1Y = B12)*] = of(1 - p?).

min E [(Y — aX - §)?]
min E [(X — aY - 8)?]

(1.11)

Wspétczynnik korelacji
Wspélczynik korelacji p, o ktérym juz byla mowa, wyraza si¢ wzorem
_ a1 _ _ E[(X = mo)(Y —moy)]
9192 [E[(X — m1o2]\/E[(Y - mo,1)?]

Latwo zauwazy¢, ze
-l<p<l.

Wlasnosci wspélczynnika korelacji p sa zwiazane z charakterystyka rozktadu
zmiennych (X,Y) i éciéle si¢ lacza z prostymi regresji typu drugiego, co bylo
pokazane przed chwila.

Liczby 02(1 — p?), 0?(1 — p?), wartoéci miniméw (1.11) sa nazywane wa-
riancjami resztkowymi odpowiednio zmiennych Y i X.

Zawazmy, wykorzystujac (1.11), (1.7) i (1.9), Ze stosunek wariancji zmien-

nej
Y-aX-0

do wariancji zmiennej Y jest réwny 1—p? i podobnie stosunek wariancji zmien-
nej
X—-vY -6

do wariancji zmiennej X jest tez réwny 1 — p2.

Wynika stad, ze:

1° Kiedy wspélczynnik korelacji p = 0, to znaczy gdy X, Y sa niesko-
relowane, wéwczas wariancji zmiennej Y nie mozna pomniejszy¢ przez
odjecie od Y funkcji liniowej zmiennej X, i odwrotnie: wariancji zmien-
nej X nie mozna pomniejszy¢ przez odjecie funkcji liniowej zmiennej Y.
W szczegdlnosci ma to miejsce, gdy zmienne X, Y sa niezaleine.

2° Jezeli p # 0, to r6zna od zera wariancje zmiennej Y mozna zmniejszyé
przez odjecie od Y pewnej funkcji liniowej zmiennej X, i odwrotnie:
wariancj¢ zmiennej X mozna pomniejszyé przez odjecie od X pewnej

funkcji liniowej zmiennej Y. Méwimy w tym przypadku, ze zmienne X,
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Y s3 skorelowane, dodatnio skorelowane dla p € (0,1), i ujemnie skore-
lowane dla p € (-1,0).

Zmniejszenie wariancji moze byé tym wigksze, im wigksza jest war-
tosé |p|.

3° Jezeli p? = 1, to wariancje resztkowe sg rowne zeru. Wtedy prawdopo-
dobieristwo, Ze zmienne X, Y laczy pewna zaleznosé liniowa, to znaczy
istnieja liczby a, b, takie 2e X = oY +b1ub Y = aX + b, jest réwne
jednosci:
Jop P(Y = aX + b)=1.

Widad stad, Ze wspélczynnik p korelacji mozna traktowaé Jjako pewna (proba-
bilistyczna) miarg stopnia liniowosci zmiennych X i Y. Im wartosé |l € (0,1)
jest wigksza, tym stopieri liniowosci jest wigkszy.

Szacowanie parametréw prostej regresji

Wyznaczenie dokladnych wartosci parametréw prostych regresji typu drugiego
jest mozliwe, gdy znamy funkcje gestoéci prawdopodobienstwa f(z,y) po-
pulacji generalnej (X,Y). W praktyce mozemy zazwyczaj dysponowaé tylko
@anymi z préby. Znamy wiec zwykle uklady (%i,95), pijj lub tylko (ziy ),
t=1,2,...,n, i przypuszczamy, 7e wszystkie wybory sa jednakowo prawdo-
podobne. Jezeli na podstawie tych danych chcemy przyblizy¢ parametry «, 3
prostej regresji y = az + 3, to potrzebne nam wielkoéci mozemy przyblizyé,
zastapi¢ nastepujacymi wielkoéciami obliczonymi z préby:

- 1 &
Mmo~RT = ;Z:Z, ,
i=1

1 n
Moy =y = ;Z%‘,
=1

2. g2 1y 1 2
o1 R ZZ(-%'—_) =;Zz,~—52,

=1 =1
2.2 _ 1l M2l 3 _
Oy "s; = ;Z(ﬂi—y) =;Z?/i—y ’
i=1 =1
1& 1>
O11 ¥ 81,1 = ;Z(z; -I) (¥ —-79) = ;Ezsy; -Zz7.

i=1 =1
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Przyblizenie wspdlczynnika korelacji ma postaé

S11

2@ =B~ 9)

Xr= =
L 5182

>=:1 (i - 7)2 - Z% (v — 7)?

Parametry przybliZonej prostej regresji mozemy wyznaczyé ze wzoréw:

S2

arr—,
51
rTRr—,
same za$ proste maja postaé

]

y—-7

_ S2__

ﬂzy—r——:c,
81

— S1_

§=T—-r—7,
S2

—(z—-7
r(z-7),
1s; _
-——(z—-7T
T 81

Proste te maja w przyblizeniu wlasnoéci podobne do wlasnoéci dokladnych

prostych regresji.

Rozdzial 2

Statystyka

2.1 Elementy statystyki opisowej

Statystyka matematyczna zajmuje sie opisywaniem i analiza zjawisk maso-
wych za pomoca metod rachunku prawdopodobiefistwa. Celem badaf staty-
stycznych jest poznanie prawidlowosci ilosciowych i Jjakosciowych w masowych
zjawiskach losowych (przypadkowych) i opisywanie ich za pomocy liczb.

Badane zbiory nazywamy populacjami statystycznymi. Bada¢ mozna
wszystkie elementy danej populacji statystycznej, zwanej tez populacja ge-
neralna, albo tylko ich czeéé, zwana prébka statystyczna lub krétko
prébka.

W pierwszym przypadku badanie jest kompletne i nie ma potrzeb uzy-
Wania elementéw rachunku prawdopodobiefistwa. W drugim méwimy, ze ba-
dania s3 czeSciowe. Zadaniem statystyki jest wnioskowanie o wlasnosciach
calej populacji na podstawie informacji o tych wlasnoiciach elementéw pew-
nego skoficzonego podzbioru tej populacji, zwanego prébka. Prébka Z; po-
Winna stanowié reprezentacje populacji Z w tym sensie, Ze czestoéé wystepowa-
nia w prébee kazdej z badanych cech nie powinna znacznie réznié si¢ od czesto-
Sci wystepowania tych cech w populacji generalnej. Aby to osiagnaé, elementy
Probki Z; zwykle losujemy sposréd elementéw zbioru Z. Otrzymany w ten spo-
$0b zbiér nazywamy prébka losowa. Prébka losowa prosta n-elementowa
to taka, w ktérej kazdy element populacji generalnej ma takie same szanse wy-
losowania. Statystyka opisowa zajmuje si¢ wstepnym opracowaniem prébki.

67
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Szeregi rozdzielcze

Niech z;,zs,...,2, bedzie n-elementowa prébka prosta o zadanych warto-
§ciach. Rozstepem badanej cechy X w tej prébce nazywamy liczbe

R = Trmax — Tmin,

gdzie Tmax, Tmin OzZnaczaja, odpowiednio, najwieksza i najmniejsza liczbe w
ciaggu zx. Przy wiekszej licznosci prébki (zwykle od 30 wzwyz), w celu ula-
twienia analizy, wartosci prébki grupuje si¢ w klasach, przedzialach zwykle
jednakowej dlugosci, przyjmujac upraszczajace zalozenia, ze wszystkie warto-
éci w danej klasie s3 identyczne ze Srodkiem klasy. Jezeli R jest rozstgpem
prébki, k za$ liczbg klas, to jako dtugosé klasy przyjmujemy liczbe b = 7’},
tak jednak, zeby b-k > R. Punkty podzialu na klasy ustala si¢ zwykle z
dokladnoscia nieco wieksza niz ta, z ktdra wyznacza sie wartosci w prébce.
Formalnie mozna przyjaé podzial na klasy punktami

Tmin ® a,a+b,...,a+ kb=~ Ty,

gdzie b ~ % jest tak dobrane, zeby ¢ < ZTuin, b > Tmax 1 zeby srodki klas
Z; byly w miare proste (dane z pewng ustalong dokladnoscia), T; =~ a + (i -
1/2)b. Liczbe wartosci prébki zawartych w i-tej klasie nazywamy licznoécia,
(liczebnoécia) i-tej klasy i oznaczamy symbolem n;. Oczywiscie

k
Zni =n
=1
Jezeli licznos¢ n prébki z4,. .., z, kwalifikuje si¢ do podzialu na klasy, to

dokonuje si¢ grupowania, w wyniku czego otrzymuje si¢ szereg rozdzielczy,
ktéry stanowia pary liczb: érodki kolejnych klas oraz ich licznoéci n;, ¢ =
1,2,...,k.

Sposéb, w jaki licznosci n; sa rozlozone w poszczegdlnych klasach, nazy-

wamy rozkladem liczno$ci badanej cechy przy danej liczbie & klas.
Otrzymany szereg mozna przedstawi¢ graficznie w postaci tzw. histo-

gramu. Na osi poziomej zaznacza si¢ $rodki klas, na osi pionowej licznoéci

n;. Na osi pionowej mozna, réwniez, odkladaé inne wielkoéci, np. czestosci
n;/n, wyrazane czesto w procentach 2£100%;
n = 45, ns = 5,

Ny = 10, ng = 10,

ni — 1 . —
= E n; = 1.
Laczac punkty (Z; — b,0), (Z;, 2), ¢ = 1,2,...,k,(zx + b,0), otrzymamy
n
tak zwana tamana czestosci.

n =5, n3 = 19,
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L.
T J

1 I3

3 4 I5 = T

8l 4
sl +

Rys. 2.1. Przyklad graficznego przedstawienia szeregu rozdzielczego

Na Rys. 2.1 zostaly zaznaczone érodki klas T; oraz czesto$ci i,
¥4 . n
Czestosé skumulowang otrzymujemy, dodajac do czestosci danej klasy

CZQ.StOS'Ci wszystkich poprzednich klas. Czestosé skumulowana Jjest odpowied-
nikiem dystrybuanty.

Przyktad szeregu rozdzielczego, n = 150:

Numer | Przedziat | Srodek [ Licznosé Czestosé Czestosé
klasy klasowy | klasy klasy klasy | skumulowana
T; n; n;/n 1T

1 120 - 124 | 122 20 2//15 215}151/"

2 124 -128 | 126 30 3/15 1/3

3 128 -132 | 130 50 1/3 2/3

4 132-136 | 134 10 1/15 11/15

5 136 - 140 | 138 15 1/10 5/6

6 140 - 144 | 142 25 1/6 1

Liczby charakteryzujace szereg rozdzielczy

Sze-re'g rozdzielczy mozna opisaé przez podanie pewnych liczb, z ktérych naj-
W.aZmejsze to Srednia arytmetyczna wartosci danej cechy oraz warian-

CJa.

Jezeli badana cecha przyjmuje wartosci

Z odpowiadajacymi im liczno$ciami

n1, ng,

R 9
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oraz
n=ny+ny+ ...+ %k,

to érednig, arytmetyczng (wartos¢ oczekiwana) okreslamy nastgpujaco:

_ k
%1+ naT2+ ...+ BT _ l}:n@
n

_ .
= n

=1
Latwo pokazaé, ze $rednia T moze by¢ wyrazona za pomocg nastepujacego,
wygodnego wzoru: L
T = - ni(T; — :Eo)
T =20+ n ; t( i )
dzie z¢ jest dowolna liczba rzeczywista. . . -
) Wy:t‘l;puj@ce tu wielkoéci T; moga by¢ wartosciami zmiennej IO'SOWQ] X lub
érodkami klas, a n; licznoéciami klas danego szeregu rozdzielczego.
Wariancje s? danej cechy X okreflamy wzorami:

k 1& =2 =2
sz:%zni(f&—f)z—'—;znimi-fﬂ-

Liczbe s nazywamy odchyleniem standardowym.

Przyklad 2.1 Obserwowano przez tydzieri (7 dni) cz'.s‘n.iem’e atmosferyczne w
danej miejscowosci i zapisywano wyniki w postact tabeli (n=T7k=4)

Ciénienie z; | 753 755 758 762
Liczno$¢ n; 1 2 3 1

k
7 = lzmxiz1(753+2-755+3-758+762)=757,
ni:l 7

1 ¢ O 2, 9.(_9)24+3.12+5?) =
2 = N;ni(x;—z)2_7((—4) +2-(=2)? +3-12 45
= %2 g s,
7
s = 2,7255....

Jezeli przyjmiemy zo = 755, to

14

1 — -

T 755+7(—2+2~0+3-3+7)—755+ 7 = 757,
a przy ro = 757 mamy

.5:757+%(—4—2-2-}-3-1-}—5):757+0=757.
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Przyklad 2.2 Niech szereg rozdzielczy bedzie zadany tabelg na stronie 69
(n =150, k = 6). Wtedy

- _ 1
T = Zn;z,:1—5—0(20-122+30-126+50~130+10-134+

19680 _ 1968 _ 656 — 1312

+15-138425- 142) = o = =2 = 22

Ktadge zo = 130, mamy

6
_ 1 _ 1
T = zo+ NZn;(z; —20) =130+ 75520 (=8) +30 - (—4)+
= 180 6

+50-04+10-4+15.8425-12) = 130+ 120 = 130+ = 1312,
&2 = %(20 +(=9,2)2 +30 - (=5,2)2 450 - (~1,2)? + 10 - (2, 8)+

+15- (6,8) + 25 (10,8)?) = %60_4 = 41,76
s = 6,462...

Elementy teorii préb, pojecie préby

Zbiér wszystkich elementéw, ktdre poddajemy obserwacjom statystycznym,
nazywamy populacja generalna. Elementy tej populacji badamy ze wzgledu
na interesujaca nas ceche X . ktéra traktujemy jako zmienng losowa.
Zwykle trudne lub wrecz niemozliwe jest pelne zbadanie calej populacji
generalnej. Dlatego wykonuje sie badania czeSciowe. Z populacji generalnej
losujemy wiec n-elementéw i obserwujemy wartosci z, Z2,...,Zy badanej ce-
chy X. Losowanie odbywa si¢ tak, ze dla kazdego elementu danej populacji
generalnej istnieje ta sama szansa wylosowania (po wybraniu danego elementu
1 odczytaniu wartoéci z; danej cechy X zwracamy element z powrotem do
Ponownego losowania lub liczba elementéw populacji generalnej jest tak duza,

Ze losowanie nawet bez zwracania nie zmienia szansy wylosowania pozostalych
elementéw).

Uktad liczb (2,29, ..., ) stanowi prébe losowa.

Jest ona realizacja zmiennej losowej n-wymiarowej (Xi,Xs,.. 5 Xn).
Wszystkie zmienne Xi maja ten sam rozklad co cecha X i s3 niezalezne.
Zbiér wartosci zmiennej losowej X; to zbiér wszystkich mozliwych wartosci
obserwacji i-tego elementu. Liczbg n nazywamy liczno$cig préby.

Pobieranie préby moze by¢ liczne i wtedy opis do§wiadczenia musi by¢é
Podany szeregiem rozdzielczym.
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Przedzial i poziom ufnosci

Zalézmy, ze badamy populacje generalna ze wzgledu na pewng ceche ilocio-
wa X. Zaléimy tez, ze warto$¢ oczekiwana (przecigtna) cechy X, nazywana
érednia generalna, jest znana i réwna m, ze rozklad jest normalny oraz ma
odchylenie standardowe o.

Rozwazmy prébe o licznosci n, ktdra jest realizacja n-wymiarowej zmiennej
losowej (X1, X2,...,Xn), i nowa zmienna losowa

1
= ;I:(Xl’ X2’ oo 7Xn)7

nazywana $rednia z préby.
Rozklad tej nowej zmienej X jest tez normalny, o tej samej $redniej m
i odchyleniu standardowym
s=o/\/n.

Wyznaczmy prawdopodobiefistwo a zdarzenia losowego polegajacego na tym,
ze $rednia X lezy w przedziale (a1, az), gdzie a1, az to dowolne liczby rzeczy-

wiste:
P(a1 <7<a2) = a=P(t1 <T<t2)=
—5%dy = B(ty) — B(ty),

1 / t2
— e
vV 2T i1
gdzie

X—-m
o v

jest zmienna losowg o rozkladzie normalnym standaryzowanym,

.

a—m G2 — M
h=2""0a  n=2"Ta

g

T =

t
oraz ® jest funkcja Laplace’a ®(t) = / eV dv, ktérej wartoéci mozna od-
—00

czytaé z tablic.

Widaé z tych przeliczen, ze liczby a;,a2 wyznaczaja jednoznacznie praw-
dopodobiefistwo a. Przedstawione rozumowania mozna wykorzysta¢ do wy-
znaczania przedziatu (a;,a;), w ktérym z zadanym z géry prawdopodobiefi-
stwem o lezy (nieznana) Srednia generalna m.

Znajomo$éé prawdopodobiefistwa a nie wyznacza jednoznacznie liczb 21, t2,
gdyz réwnanie ®(t3) — ®(t1) = a ma wiele rozwiazaf. Jezeli jednak przyjaé
dodatkowo, ze t; = —t; = t i poniewaz ®(t) + ®(—t) = 1, wiec réwnanie

L
2,

N =

(1) - B(-t)=28(t)—1=a, ()=
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ma jedn.o?naczne rozwiazanie, ktére mozna odczytaé z tablic funkcji Laplace’a
Dla takiej wartosci ¢ mamy wiec .

X — m—X
P(—t< 0/\/;_n<t)=P<—t< a/\/)ﬁ( <t)=a

lub réwnowaznie

— to —_— to
P(X——< <X —-—'):
7n m +\/;i a.

Jezeli T jest Srednia z préby, to przedzial

(_f to 74 to
- ——)z - b
Tt V)
gdzie warto$¢ t jest odczytywana z tablicy rozkladu normalnego (Tab. 5.3)
. 5.3),

nazywamy przedzialem ufno$ci dla wartosci $redniej, liczbe za$ o, wyzna-
czajacy ten przedzial, nazywamy poziomem ufnoéci.

Przyklad 2.3 Dana jest populacja generalna, o kidrej wiemy, ze ma rozktad
not‘malny N(m, o) o znanym odchyleniu standardowym o = 36. Na podstawie
proby z licznosci n = 100 wyznaczono Srednig z proby T = 90. Wyznaczyé
przedziat ufnosci, w ktérym z prawdopodobieristwem o = 0,96 znajduje si

nieznana $rednia generalna m. ¢

Rc?zwiaczanie’.’Mamy o/+v/n = 30/+/100 = 3. Z tablic funkcji Laplace’a znaj-
t;ujemy wartos¢ t, dla ktérej ®(¢) = % + F = 0,98. Wartoéé ta wynosi

t=2,06.
Stad t-o/\/n = (2,054) - 3 = 6,18. Zatem przedzialem ufnogci jest przedziat
(90 - 6,18, 90 + 6, 18) = (83,82, 96, 18).

Mozemy wiec twierdzi¢ z prawdopodobiefistwem a = 0,96, ze érednia ge-
heralna m spelnia warunek

83,82 < m < 96,18

lub réwnowaznie, Ze nalezy do przedzialu ufnoéci o poziomie ufnosci 0,96
m € (83,82, 96,18).

Mozna to tez zapisa¢ nastepujaco:

P(83,82 < m < 96,18) = 0, 96.
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Rozwazmy podobny problem dla wariancji.

Zalézmy teraz, ze badana populacja generalna X ma rozklad normalny
N(m,0), gdzie m i o nie s3 nam znane. Wybieramy losowo prébe o licznosci n
oraz kazda i-ta obserwacje traktujemy jako warto$¢ zmiennej X;.

Wprowadzimy zmienng losowa

— 1
X =- ZX,'.
n =1
Witedy zmienna losowa
? o2
U=—5%
o

gdzie
13 2
5% == (Xi-X),
n =1
ma rozktad x% o (n — 1) stopniach swobody. .
Znajac wigc rozklad zmiennej x2, mozemy wyznaczy¢ przedzial ufnosei,
to znaczy przedzial, w ktérym z zadanym z gory prawdopodobiefistwem o
znajdzie sie (bedzie lezata) nieznana nam wariancja V(X) = o? dla populacji
generalne;j. . '
W celu wyznaczenia tego przedzialu szukamy przedziatu (z1,22), takiego
ze
P(zy < x> < 23) =«

lub réwnowaznie
._P(X2 < xl) + P(X2 > :1:2) =

albo
POE<z)+ P02 > ) =1-0.

Aby jednoznacznie wyznaczy¢ ten przedzial ufnosci, nalezy dodac jeszcze do:
datkowy warunek. Nie mozna teraz zaloiy¢ symetrii wzgledem ”zera”, gdyz
rozklad x2? przyjmuje tylko wartoéci dodatnie (z prawdopodobiefistwem réz-
nym od zera). Zazwyczaj ten dodatkowy warunek ma postaé

P(X2 > zg) = P(x2 < z1)

lub réwnowaznie
P(x* < 21)+ P(x} < z3) = 1.
Laczac ze soba warunki na z; i z2, otrzymujemy:

l—-a
P(x* <z1) = ——» P(x* < z3) =

1+
7
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Z tablic rozkladu prawdopodobiefistwa x2, przy k = n — 1, odczytujemy od-
powiednie wartodci z1 i z,.
Poniewaz zmienna n.5%/0? ma rozklad x2, wiec warunek

Pzi<x*<z)=a

2
P(:lzl<-——ns2 <:1:2)=a
o

lub, dla nieznanego parametru o,

ma postaé

W ten sposdéb wyznaczamy przedzial ufnosci dla 02, a wiec przedzial, w ktérym
wariancja o? lezy z prawdopodobiefistwem a. Jest to przedzial

( nS? n52)

DR B

T2 Ty

gdzie z1, z; s3 policzone poprzednio dla rozkladu x2 o (n — 1) stbpniach
swobody, n jest zadane, a S policzone z wybranej n-elementowej préby.

Przyklad 2.4 Na podstawie badari préby 25-elementowej wyznaczono odchy-
lenie standardowe préby s = /3. Wyznaczyé przedzial ufnosci, w ktérym
z prawdopodobieristwem a = 0,98 znajduje si¢ nieznana nam wariancja o2
rozktadu populacji generalnej.

Rozwigzanie. Warunki na z;, z, maja postaé

1-0,98
2

140,98
2

W tablicy rozkladu x2 przy k = 24 stopni swobody znajdujemy interesujace
nas wartosci 1, £2, ktére wynosza

P(x*<z) = =0,01 P(x%<ay)= =0,99.

z1 = 10,856, zo = 42,980.

Zatem przedziatem ufnoéci jest przedzial
( 25-3 25-3 ) - (1 7)
42,980’ 10,857/ ~ \2’ ") "

Mozemy to rozumieé nastgpujaco: prawdopodobiefistwo tego, ze zmienna o2
Przyjmuje wartosci z przedziatu (1/2,7), jest réwne 0, 98.
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2.2 Badania statystyczne

Statystyka matematyczna jest dzialem probabilistyki $cisle zwiazanym z ra-
chunkiem prawdopodobiefistwa. Punkt widzenia statystycznego jest jednak
inny. W rachunku prawdopodobienistwa rozwazajac zmienna losowa, zakla-
damy, ze jej rozklad jest znany. Wykorzystujac ten fakt, wyznacza si¢ praw-
dopodobiefistwo réznych zdarzen.

W statystyce nie mamy (nie zakladamy) zazwyczaj pelnej znajomosci roz-
kladu zmiennej losowej interpretowanej w praktycznych zastosowaniach jako
”cecha” statystyczna elementéw badanej (zbiorowosci) populacji generalnej.

Punktem wyjécia w badaniach statystycznych jest wybdr (wylosowanie)
z calej populacji generalnej skonczonej liczby n elementéw i zbadanie ich ze
wzgledu na interesujaca nas ceche — zmienng losowa X . Uzyskane w ten spo-
séb wartoéci z1, 79, ..., T, badanej cechy X sa zaobserwowanymi warto$ciami
n-elementowej proby.

W statystyce opisowej ograniczamy si¢ do opisu wynikéw przeprowadzonej
préby bez wyciggania wnioskéw o calej populacji. W statystyce matematycznej
natomiast, na podstawie wynikéw badania prébnego, staramy si¢ wyciaggnaé
whnioski dotyczace badanej cechy (zmiennej losowej) w calej populacji general-
nej.

Do najwazniejszych form wnioskowania statystycznego naleza:

e estymacja (ocena) nieznanych parametréw (badz ich funkcji), ktére
charakteryzuja rozklad badanej cechy populacji generalnej,

o weryfikacja (badania prawdziwosci) postawionych hipotez statystycz-
nych,

¢ wnioskowanie statystyczne, jako oparte na czeiciowej informacji, do-
starcza jedynie wnioskéw wiarygodnych a nie absolutnie prawdzi-
wych; wiarygodnych — to jest prawdziwych z pewnym zadanym, moze
bliskim jedno$ci, prawdopodobienstwem.

Estymacja punktowa

Niech rozklad badanej cechy X populacji generalnej zalezy od nieznanego
parametru f. Parametr ten bedziemy szacowali na podstawie n-elementowej
proby prostej X1, Xa,...,Xn-
Funkcje
g(Xl’ X27 L ’X‘n)7

bedaca funkcja préby losowej X3, Xo, ..., Xn, nazywamy statystyka. Staty-
styka jest funkcja zmieunych losowych, jest tez zmienng losowa majaca swoj
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wlasny rozklad zalezny od postaci funkcji g i od rozkladu zmiennych X;. Kazd

statys'tykg 0n(X1, X2, ..., X,), ktérej wartosci przyjmujemy jako ocenv ( rzz :
blizenia) nieznanego parametru 6, nazywamy estymatorem param{etfu {;
Otrzymang na podstawie realizacji konkretnej préby wartoéé estymatora.
nazywamy ooceng (przyblizeniem) tego parametru. Zrozumiale jest, ze ze
wzrostem hcznoéciﬁ préby zwigksza sie dokladnoéé oszacowania pa,ra,m;tru 0

Zatem estymator 6, powinien spelnia¢ warunek .

Veso lim P (|6, - 0] < e) =1

Taki estymator 6, nazywamy estymatorem zgodnym parametru 6.
Na Ilrzyklad estymatorem nieznanej wartodci przecigtnej § = E(X) dla
populacji generalnej, dla ktérej |E(X)] < o0, jest statystyka

- - 1 n
oﬂ:X:r_LZXi'

i=1

Estymatorami zgodnymi <a tez wszystkie estymatory

b, = a, X, gdy nlggo a, = 1.

E(6,) = 6.

Jezeli istnieje E(én) #£0,t06
, n Nazywamy estymatore bciaz -
metru 6, a réznice Y T obelazonym para

Bn(6) = E(6,) -6
obcigzeniem estymatora. Jegli limy, o0 Ba(60) = 0, to 4, nazywamy esty-
matorem asymptotycznie nieobcigzonym.

frzykla/c‘l 2.5 Niech cecha X populacji generalnej ma wariancje o2 skor-
zong, réZng od zera. Zbadaé, czy wariancja empiryczna S? dla pobranej probki
1,-.., Xy jest estymatorem obcigzonym czy nieobcigzonym nieznanej wa-

riancji o2,
RO 3 . . . . . ’
zwigzanie. Wariancja empiryczna $? moze by¢ przedstawiona w postaci

1 —
a2 (e-X)" =2

1& -\
;;(X;—,u)2+-2("7)(_)2()(;_#)+(,4_7(‘)2=

=1

n

- w+ (-7 =

i=1

52

Il

I

- AW - (-,

=1
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gdzie7=-],; n . X;oraz E(X;)=pdlai=1,2,...,n. .
Poniewaz X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie

co badana cecha X, wigc
E(X)=p E((X- w?) = E((X - E(X))?) = o

dlai=1,2,...,n. Stad

n 2 n 2 2
N D10, ot ) A W oy _ ot o
15:((X—u))_E(———————n2 )—nzzizl(E(X, w?) = o=
i dlatego
1 ¢ - 0?2 n-1,
2y _ a2 Y22 .
B(s) = 3 2B (OG- ) - B (X -0 =o' ="o
Zatem rozpatrywany estymator S 2 jest estymatorem zgodnym obciazo-
nym, o obcigzeniu Bn(0?) = —%0%.
. 2 . o’
dim, Bale) = = i, 5 =0

wiec estymator ten jest asymptotycznie nieobcigzony.
Estymatorem nieobciagzonym wariancji 2 jest estymator

g2 " g 1 Zn:(x,-—")?)é, n>2.

n—1 n—11.=1

Dla danego parametru § moze istnie wiele estymatoréw nieobciazonych
Jezeli é;, 9;‘;"‘ sa dwoma takimi estymatorami nieobcigzonymi parametru

majacymi wariancje
v (0;) =D ()

spelniajace warunek

v (é5) = D* ()

v () <v (0,

to méwimy, ze estymator 9,‘; jest asy{nptotycznie efektywniejszym est)f
matorem parametru 6 niz estymator 6;*. Ten estymator, ktéory ma najmme,'l
sz3 wariancj¢, nazywamy estymatorem efektywnym lub najefektywnie)

szym.
Jezeli f = f(X,0) oznacza gestosé prawdopodobiefistwa zmienne] losow

X (rozktadu parametru 6), to
0

nE [% In f(X, 0)]2
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nosi nazwe¢ (miary) informacji zawartej w n prébee. Wariancja V (é*)
spelnia nieréwnosé: "

1
nE [%1n f(X,6)]

v () > .

J?ielj is.tn.ieje estymator efektywny 6, parametru 0, to miara efektywnoéci
nieobcigzonego estymatora 6}, nazywamy liczbe

of 0‘; — v (é:") _ D* (é")
v(6) D2(8)

Mamy
O<efb, <1

i réwno$¢ ma miejsce jedynie dla estymatora efektywnego.
; Estymator 6, nazywamy estymatorem asymptotycznie efektywnym,
gay
lim ef §, = 1.
n—o0o

Metody wyznaczania estymatoréw
I. Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Niech badana cecha X ma rozklad zaleiny od k nieznanych parametréw
61,...,0k, ktére chcemy oszacowaé (przyblizy¢) na podstawie n-elementowej

proby prostej. Oznaczmy przez L tak zwana funkcje wiarygodnoéci dang
wzorem

L= f(x1,01,...,0k)-f(x2,01,...,0k)-...-f(xn,01,...,0k),

gdzie f(z,0y,...,0;) oznacza gestosé prawdopodobiefistwa. cechy typu ciaglego
lub funkeje rozktadu prawdopodobiefistwa w przypadku cechy typu skokowego.
y Metgda na.jwiglfszej wiarygodnosci polega na tym, e jako estymatory

Lo, O pafr;'a,metrow‘Ol, -+, 0k przyjmujemy te wartoéci, dla ktérych funkcja
Wla.rygodnoscx L przyjmuje wartoé¢ najwigksza. Poniewaz funkcja In L Przyj-
IT}uJe wartos¢ najwieksza dla tych samych parametréw co funkeja L, wiec zada-
Ll;e s:l)rowadza sie do wyznaczenia maksimum funkcji In L. Jesli f jest réznicz-
1(OW. na, to wartosci 6,6, ..., 6; maksymalizujace L musza spelniaé warunki

hieczne na ekstremum, to znaczy spelnia¢ uktad réwnan

OlnL
090;

=0, i=1,2,...,k



80 2. Statystyka

nazywany zwykle réwnaniami wiarygodnosci.
Aby to bylo maksimum, to forma kwadratowa

kX (82l A
{Zz(aeae) } 0= bii=1,2,....k

i=1j=1
musi byé okreslona ujemnie (to znaczy przyjmowac wartoéci ujemne dla
wszystkich rzeczywistych h;, h; nie zerujacych sig jednoczesnie). Dla k=1
forma jest okreslona ujemnie, gdy

d’InL
(—dor)a ; = (hl L)Iel=o <0

Warunek ten, przy k = 1, gwarantuje, Ze jezeli istnieje estymator efektywny

9(X1,X2, ..., X,) parametru 0y, to jedynym rozwiazaniem réwnania wiary-

godnosci d—‘;—l- In L = 0 jest wlasnie ten estymator.

Przyklad 2.6 Badana cecha populacji generalnej ma rozktad Poissona
p(z,3) = P(X = 7;) = Le-*, z € NU{0}

o nieznanym parametrze A. Na podstawie n-elementowej proby proste] wyzna-
czyé metodg najwiekszej wiarygodnosci estymator X parametru X tego rozktadu.
Rozwiazanie. Funkcja wiarygodnoéci In L przyjmuje postaé

AXig—A ,\ZLI X .e—mA

L= H}J\Y A)_H X3

i=1 i=1 X
wiec
n n
mL=Y Xi-lnA-nX-) InX;!.
=1 =1
Stad
dinL
o ,\ZX’"
=1
d?InL
e Azzx

=1

Zatem estymatorem X parametru )\ uzyskanym metoda najwigkszej wiarygod-
noéci jest rozwiazanie (pierwiastek) réwnania wiarygodnosci

ZX

t"l
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Estymator ten jest estymatorem nieobciazonym i efektywnym.

( ZX) iE(Xi) = LnE(x) =2
i=l n

i=1

E (7§X2> =E(X?) =224,

E() - [E()] = +r-x=r=v(x).

&=
raun
p2y
N
Il

< &=
roun
— A
> >:¢
N—r’ N—
] Il

Zatem

Przyklad 2.7 Dana jest populacja generaina, w kidrej badana cecha X ma
rozktad normalny N(u,0) o nieznanych p i o. Wyznaczyc metodg najwick-

szej wiarygodnosci estymatory parametréw p i o tego rozktadu na podstawie
n-elementowej probki.

Rozwiazanie. Funkcja wiarygodnoéci L ma postaé

Hf(Xz,u,o)_ 1 [ \/1_ i) <

-1 2ro

L

Il

1 n
= on(2mynz P [_W ;(X,- - ﬂ)z] :

Stad

InL = _Tn ln(27r02) — Z(X ,u)2

=1
Uklad réwnafi wiarygodno$ci ma wiec postaé

a n
b;lnl’_ zg(Xi_N)=0

% mrp=_" 1 &
3(02) Inl= 552 T 2‘0—4;;()(:' -u)? =0

Rozwigzaniem tego ukladu jest para

po= —EX:

t-.l

& = _Z(X X)2—5'2

=1
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Zostalo wiec wykazane, Ze érednia arytmetyczna X wynikéw préby 'i wa-
riancja $? wynikéw préby sa estymatorami najwigkszej wiarygodnosci nie-
znanych parametréw: wartoéci przecigtnej p i wariancji o2 rozkladu N .(p,,a),
przy czym wiadomo, ze fi = X jest estymatorem zgodnym, meobmadz‘ony.m
i efektywnym, a wariancja o? jest estymatorem zgodnym asymptotycznie nie-
obciazonym.

II. Metoda momentéw

Metoda ta polega na poréwnaniu pewnej liczby momentéw (z.wykle ko-
lejnych) rozkladu policzonego z proby z odpowiednimi momentfa,ml rozktadu
populacji generalnej bedacymi funkcjami niezna,.ny(‘:h parametréw. Wykorzy-
stujemy tyle momentéw (zwykle poczatkowych), ile jest s'f'a,cow’a.nych (est).fmo-
wanych) parametréw. Rozwigzujac otrzymane uklady réwnan, otrzymujemy
estymatory tych parametréw.

Rozpatrzmy to na przykladzie.

Przyklad 2.8 Niech badana cecha X ma rozktad T (gamma).

BP_zp—1e=Pz dla x>0
f(w;p,ﬂ)={ I® 0 dla <0’

gdzie p > 0, B > 0 sq nieznanymi parametrami. Na podstawie n-elemento-
wej probki prostej, wybranej z populacji generalnej, w ktorej cecha’X ma dany
rozktad, wyznaczyé metodq momentéw estymatory P, B parametrow p i 3.

Rozwiazanie. Pierwsze dwa momenty zwykle rozkladu gamma my, mz s3

rowne p(p + 1)

my = E(X?) = B2

my = E(X) = %,

Stad otrzymujemy réwnania

+1 1 ‘
%= s p(pﬂ2 )= ;fo

Rozwiazujac, otrzymujemy

>

™,
=
1l

3|

gdzie \
1 < Il (Iy
2= (Xi- XY ==Y X7- (;EX;) :
™=t iz i=1
Estymatory otrzymane metoda momentéw nie maja zwykle duzej efektyw-
noéci, ale stosujemy je ze wzgledu na tatwos¢ obliczen.
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Przeglad podstawowych estymatoréw

NajczeScie] stosowanymi estymatorami w badaniach statystycznych, ze
wzgledu na jedna ceche, sa estymatory wartoéci przecigtnej i wariancji roz-
patrywanej cechy populacji. Nie zawsze jednak badania sa prowadzone ze
wzgledu na cechg mierzalna. Czasem badana cecha ma charakter jakoéciowy.
Wtedy zamiast wartoéci liczbowej z badania prébnego uzyskujemy jedynie
informacje o tym, czy dany element ma wyrézniona ceche, czy nie. Podsta-
wowymn parametrem szacowanym w tym przypadku jest prawdopodobiefistwo
sukcesu (tego, ze element ma wyrézniona ceche), nazywane frakeja 6, ktéra po
pomnozeniu przez 100 daje procent elementéw wyrdznionych (majacych ba-
dang ceche) w populacji generalnej. Zadanie sprowadza si¢ tutaj do estymacji
parametru § w rozkladzie dwumianowym

P(k;n,0) = (:) gk(l _ 0)n—k'

W przypadku szacowania parametru 6 na podstawie n-elementowej préby
prostej, estymatorem zgodnym, nieobciazonym i efektywnym jest czestosé
wzgledna

sk

6=,

n

gdzie k, jest liczba elementéw wyréznionych (majacych dana ceche) wsréd
n-elementowej prébki.

Przedstawimy w postaci tabeli (patrz str. 84) najczesciej wystepujace es-
tymatory parametréw lub ich funkcje, utworzone na podstawie n-elementowej
prébki prostej, zakladajac ich istnienie w populacji generalne;j.

Estymacja przedzialowa

Metody estymacji punktowej pozwalaja uzyskiwaé oceny — przyblizenia punk-
towe parametréw rozkladu, przy czym nie potrafimy da¢ odpowiedzi na pyta-
nia, jaka jest dokladnos$é danej cechy — przyblizenia.

Innym sposobem estymacji, dajacym mozliwoéé oceny jej dokladnosci, jest
metoda przedzialowa polegajaca na podaniu (wyznaczeniu) tak zwanych
pPrzedzialéw ufnosci dla nieznanych parametréw rozkladu (badz funkcji tych
parametréw).

Przypomnijmy, Ze przedzialem ufnoéci a, 0 < @ < 1, nazywamy przedziat
(61, 8,) spelniajacy warunki:

1° Jego koiice 6y = 01(X1,...,X,), 02 = 02(X1,...,X,) sa funkcjami
préby losowej i nie zaleza od szacowanego parametru 6.
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Tabela wybranych estymatoréw
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Nieznany para-

Wlasnosé

Dla jakiej rodziny

(oczekiwana) p

s Estymator rozkladéw
metr populacji
rozklad dowolny, dla
Wartos¢ =1 E"‘ X zgodny, rozkladu N(u,o)
przecigtna =n 17 nieobciazony réwniez efektywny

mediana z préby

zgodny,
asymptotycznie
nieobciazony

rozklad dowolny, dla
rozkladu N(u, o) efek-
tywnos$é réwna 5 0,64

Wariancja 02.

de 4 znane

n
1

zgodny,
nieobciazony

rozklad dowolny, dla
rozkladu N(u,o)
réwniez efektywny

Wariancja o? )

gdy p nieznane

zgodny,
asymptotycznie
nieobcigzony

rozklad dowolny

zgodny,
nieobcigzony

rozklad dowolny, dla
rozkladu N(u,0)

efektywnos¢ réwna ";1

Odchylenie
standardowe

$1,8,8*

zgodny

rozkiad dowolny

bnS,cnS*(a)

zgodny, nieobcizzony
asymptotycznie
efektywny

rozklad normalny

Rdn = (Xmax — Xpip )dn(a)

zgodny,
nieobciazony

asymp. efekt.= 0

rozklad normalny

2° Prawdopodobiefistwo pokrycia przez ten przedzial nieznanego pa-
rametru 6 jest réwne «, to znaczy

P(01 <0<02)=a.

Liczbe a nazywamy poziomem ufnoéci.

Wyznaczenie przedziatu ufnosci to jednoczeénie wyznaczenie takiego prze-

dzialu, ze kazdy jego element jest estymatorem nieznanego — badanego para-
metru i to takim przybliZeniem — estymatorem, ze réznica pomigdzy rzecz?':
wista wartoécia parametru 6 a jego estymatorem  nie przekracza dlugoéci
przedzialu ufnosci |6 — 6| < 6, — 6,.

Konstrukcje przedziatu ufnoici omawialiémy juz w poprzednich rozwaza-
niach.

Jest on (przedzial ufnosci) wykorzystywany do weryfikacji hipotez staty-
stycznych.
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2.3 Weryfikacja hipotez

Drugim, po estymacji, celem wnioskowania statystycznego jest weryfikacja hi-
potez statystycznych (podejmowanie decyzji o prawdziwoéci albo falszywosci
hipotez).

Hipoteza statystyczng nazywamy kazde przypuszczenie dotyczace nie-
znanego rozkladu badanej cechy populacji. O prawdziwoéci lub falszywosci
hipotezy wnioskuje sie na podstawie pobranej prébki. Przypuszczenia te naj-
czgsciej dotycza postaci rozkladu badanej cechy lub wartosci Jjego parametréw.

Rozwazmy nastepujace sytuacje:

a) Wiadomo, ze badana cecha X ma rozklad wykladniczy o nieznanej wartosci
przecigtnej. Wysuwamy hipoteze, ze wartoéé przecigtna E(X) = 5.

b) Niech T oznacza czas pomig¢dzy dwoma kolejnymi zgloszeniami do centrali

pogotowia ratunkowego. Wysuwamy hipoteze, ze rozktad tego czasu jest
wykladniczy.

c) Wiadomo, ze badana cecha X ma rozklad ndrmalny N(20,0) o nieznanej
wariancji 0%, Wysuwamy hipotezg, 7e wariancja o2 nie przekracza o,
np. 62 < 9.

d) Dane s3 dwa zbiory obserwacji, na przyklad wyniki pomiaréw tej samej
cechy elementéw wyprodukowanych w dwu réznych (konkurencyjnych)
fabrykach. Wysuwamy hipoteze, ze oba zbiory mozna traktowaé jako
pochodzace z populacji o tym samym rozkladzie badanej cechy.

Hipotezy, ktére dotycza wylacznie wartosci parametru (badZ parametréw)
okreslonej klasy rozkladéw, nazywamy hipotezami parametrycznymi (hi-
Potezy a) i c)); kaida hipoteze, ktdra nie jest parametryczna, nazywamy hi-
poteza nieparametryczng (hipotezy b) i d)).

Jezeli hipoteza parametryczna precyzuje dokladnie wartosci nieznanych
Parametréw rozkladu badanej cechy, to nazywamy ja hipoteza prosta (hi-
Poteza a)), w przeciwnym przypadku mamy do czynienia z hipoteza zlozong
(hipoteza c)).

Weryfikacje hipotez statystycznych przeprowadzamy na podstawie wy-
nikéw préby losowej. Metod¢ postgpowania, ktéra kazdej mozliwej realiza-
¢ji prébki X LX2,..., X, przyporzadkowuje, z ustalonym prawdopodobiei-
Stwem, decyzje przyjecia albo odrzucenia sprawdzanej hipotezy, nazywamy
testowaniem statystycznym.

W praktyce zwykle, oprécz weryfikowanej hipotezy H, wyréznia, sie jeszcze
inng hipoteze, I zwany hipoteza alternatywna. Hipoteza K jest taka hipo-
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teza, ktéra w danym zagadnieniu sklonni jesteémy przyjac, jezeli weryfikowana
> .’
hipotez¢ H nalezy odrzucic.

Sytuacje, wobec ktérej stoimy weryfikujac hipotezg, mozna przedstawié

nastepujaco:

Hipoteza H jest prawdziwa | Hipoteza H .jest falszywa
Przyjaé hipoteze H — Odrzucié. hipoteze H -
- decyzja poprawna — decyzja poprawna
Odrzuci¢ hipoteze H — Przyjaé hipoteze H —
— decyzja bledna - decyz:ja bledna .
Blad pierwszego rodzaju | Blad drugiego rodzaju

Chcemy, zeby prawdopodobiefistwa bledéw obu rodza,jc')\‘av, bytly n’loiliwie
male. Nie mozna jednak zmniejszy¢ jednoczesnie obu rodzajéw bledéw przy

talonej liczno$ci préby. .
* Ustaimy wiec ngéry jakie§ male prawdopo.dobieﬁst’w? o bledu pierw-
szego rodzaju, ktére nazywamy poziomem 1s‘fotnosc1 testu. Zazwy.rcza,‘]
przyjmujemy o = 0,01 albo a = 0,05 Nastepnie, .dla, ustalonego poziomu
istotnoéci a, przy wykorzystaniu statystyki testowe) 6(X1,..:,Xn), vgz.na,;
cza sie zbiér krytyczny W, aby w przypadku, gdy prosta hipoteza H jes
prawdziwa, by} spelniony warunek

P(6(X1,. ., Xn) EW) =

Gdy hipoteza H nie jest prosta lub gdy zmienna jest typ’u skokowegol,(.wowczas
nie zawsze jest mozliwa réwnos¢ i zbidr krytyczny okre§lamy warunkiem

P(6(X1,...,Xn) € W) < .

Uwaga. Wybdr zbioru (testowego) krytycznego moig jbyé’z'azwyczaj cll,?kr(:
nany na nieskoficzenie wiele sposob6w. Wobec v.nelu mozhwosp wy‘tjgru f, uI)ni '
krytycznego najbardzej celowy bylby wybér Z.bIOI‘ll w w taki sposéb, aby
nimalizowat prawdopodobiefistwo btedu drugiego rodzaju.

Niech alternatywna — konkurencyjna hipoteza wzgledem hipotfazy H bfdz'lz
prosta hipoteza K. Wtedy prawdopodobiefistwo B bledu drugiego rodzaj

wyraza si¢ wzorem
B=P6eW|K)=1-P(¢€ W|K),

§=6(X)=6(X1,...,Xn), W=R\W,
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P(6 € WIK) = prawdopodobiefstwo, ze § € W przy
zaloZeniu, ze prawdziwa jest
hipoteza alternatywna K.

Zatem zbidr krytyczny W nalezy tak dobraé, zeby P(6 € W|K) bylo mak-
symalne (wtedy £ jest minimalne).

Test, ktéry przy ustalonym prawdopodobiefistwie bledu pierwszego ro-
dzaju minimalizuje prawdopodobieristwo bledu drugiego rodzaju, nazywamy
testem najmocniejszym dla hipotezy H wzgledem hipotezy alternatyw-
nej K.

Jezeli natomiast test jest najmocniejszy wzgledem kazdej hipotezy alter-
natywnej ze zbioru hipotez K, a wiec w przypadku hipotezy zlozonej, to na-
zywamy go testem jednostajnie najmocniejszym wzgledem K.

Do ilustracji poprzednich rozwazan przyjmijmy nastepujaca sytuacje: przy-
pusémy, Ze pobrano prébke n-elementowa o wynikach Z1,%2,...,T, 1 dla
niej obliczono wartos¢ statystyki testowej 6y = 6(z1,22,...,2,). Zaléimy,
ze probka ta moze pochodzi¢ z rozkladu o gestosci fi(z) albo z rozkladu o
gestoéci fo(z) # f1().

Mozemy zatem rozwazyé dwie hipotezy:
H: prébka pochodzi z rozkladu o gestosci fi(z),
K: prébka pochodzi z rozkladu o gestosci fo().

Kiedy prawdziwa  jest hipoteza H, wtedy statystyka
testowa 6(X1, X3,...,X,) ma rozklad g;(6), natomiast gdy prawdziwa jest
hipoteza K, wéwczas 6(X1, X3, ..., X,) ma rozktad gy(6).

Rozpatrzmy teraz dwa sposoby konstrukeji zbioru krytycznego W.

1. W przypadku prawdziwoéci hipotezy H, przy zalozonym poziomie istot-
nosci @, za zbiér krytyczny Wi przyjmujemy przedzial [e, +00), przy
spelnieniu warunku

+00
/ gl(é)dé = Q.

Jesli hipoteza H jest prawdziwa (a tym samym hipoteza alternatywna K
falszywa), to jest mozliwe otrzymanie z préby takiej wartosci 6o staty-
styki 6, ktéra "wpadnie” do zbioru W; odrzucen hipotezy H (co prawda
prawdopodobiefistwo takiego zdarzenia jest male i wynosi a). Uznajemy
wiec te hipoteze za falszywa, mimo ze w rzeczywistoéci jest prawdziwa,
a przyjmujemy tym samym hipoteze alternatywna K, mimo ze jest ona
falszywa. Prawdopodobiefistwo bledu drugiego rodzaju wynosi

B = /_ oo go(6)dé
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1(8 2(6)
91(6) p g

¢ é

a) +a; =«

91(6) (8)
(231 P ll"l E Qaz 2
%ﬂ

bl C1 6
Rys. 2.2. Prawdopodobiefistwo 8 bledu drugiego rodzaju

przy réznych zbiorach krytycznych testu uzyskanych
dla tego samego poziomu istotnoéci «

i jest réwne polu obszaru zakreskowanego poziomo (Rys 2.2) Warto zwré-
ci¢ uwage na fakt, Ze gdybySmy zmniejszyli prawdopodobienistwo biedu
pierwszego rodzaju o (wigksze c), wéwczas zwigkszylby sie blad drugiego
rodzaju 3.

2. Przy tym samym poziomie ufnoéci « za zbidér krytyczny Wy przyjmujemy
sume przedzialéw (—oo,b1] U [¢1,+00), takich ze

b1 +OO
[ awys+ [ a®di=ata=a
C1

—00
Wtedy o
p= / g2(8)ds.
by

I jak mozna zauwazyé na Rys 2.2, jest ono wigksze niz w przypadku
poprzednim.

Poréwnujac oba przypadki, stwierdzamy, ze test w przypadku pierwszym
Jjest mocniejszy niz w przypadku drugim, bo przy tym samym poziomie istot-
nosci o daje mniejsze prawdopodobiefistwo bledu drugiego rodzaju.

Aby skonstruowaé test statystyczny pozwalajacy weryfikowaé hipoteze H,
nalezy zatem okresli¢ nastepujace elementy:

a) wybraé statystyke testowa stosownie do tresci postawionej hipotezy H,

b) ustali¢ dopuszczalne prawdopodobiefistwo a bledu pierwszego rodzaju (po-
ziom istotnosci testu),

c) okregli¢ hipoteze alternatywna,
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d) wyznaczy¢ zbidr krytyczny W tak, aby przy wybranym poziomie istotnos-
¢i a zminimalizowa¢ prawdopodobiefistwo bledu drugiego rodzaju.

Rozwazany przypadek dotyczyt konstrukcji testu, gdy hipoteza alterna-
tywna byla hipoteza prosta. Zagadnienie komplikuje sig, gdy hipoteza alter-
natywna jest hipoteza ztozona.

Rozwazmy przypadek hipotezy dotyczacej pewnego parametru 6 w rozkla-
dzie badanej cechy populacji. Niech zbiorem krytycznym testu dla hipotezy
H : 6 = 0y bedzie zbidr W, taki ze

P((S(Xl, .. ,Xn) € W|00) = a.

Symbolem M(#, W) oznaczamy prawdopodobiefistwo tego, ze funkcja te-
stowa 6 € W, przy zalozeniu, ze nieznany parametr jest réwny 6, czyli

M(8,W) = FP(6 € W|9).
Funkcjg te, jako funkcje zmiennej 8, nazywamy moca testu.

Przyktad 2.9 Badana cecha ma rozktad N (4,0) o znanej wariancji o%. We-
ryfikujemy hipoteze H : u = pg na podstawie 25-elementowe;j proby, przy wy-
korzystaniu jako funkcji testowej statystyki

X - 5(X —
v=2Xt o 5X = po)
o o
Dla poziomu istotnosci o = 0,05 wyznaczyé moc testu w przypadku, gdy:
a) zbiorem krytycznym W jest przedziat [c,+00), gdzie ¢ spetnia warunek
P(U > clﬂO) =aq
b) zbiorem krytycznym Wy jest suma preedziatéw (=00, —¢1] U [e1, 4+00),
gdzie ¢y spetnia warunek

P(U < —eilpo) + P(U 2 eilpo) = P(IU] > e1]po) = .
Rozwigzanie.

a) Poniewaz zmienna U ma rozklad zblizony do rozkladu normalnego stan-
daryzowanego (Twierdzenia graniczne), zatem z tablic rozkladu normal-
nego N(0,1) przy a = 0,05 znajdujemy liczbg c, taky ze ¥(c) =1 — a,
¢ =1,64. Zatem W = [1,64;400). Moc testu wyraza sie nastepujaco:

Ml(/‘? W)

P(U > 1,64|p) = P (5(X—“:“ —Ho) 1,64[/1) =

P(@21,64+ g’ﬂ‘%‘ﬁ,u) =

= P(U> 1,64+ Ap) =1 - &(1,64 + \),
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=

y = Ma(p, W)

X = 5(0 — u)/o
-2 -1 1 2

Rys. 2.3. Poréwnanie mocy testéw z Przykladu 2.9

gdzie A = M, ® za$ jest dystrybuanta rozkltadu N(0,1).
o
b) Z tablic rozktadu normalnego znajdujemy ¢; = 1,96 speiniajace warunek
P(|U| > e1|po) = 0,05, ¢, = 1,96, i dlatego
Wy = (—00,—1,96] U [1,96, +00).

Moc testu teraz wynosi

5(X — p+ p — po)
(o2

Ml W) = P02 1,960) = P (| > 1,98[) =

P(5—(X—_—“—)5—1,96+ A) +P(ﬂ;—@21,96+}\) =
o

-5(—X—-—“lg>\+1,96) =
o

1—P<A—1,96§
1- (" +1,96)+ (A — 1,96).

Wykresy mocy testéw dla obu przypadkéw przedstawiono na Rys. 2.3
Przy A < 0 test z punktu a) ma moc wigksza niz test z punktu b),
natomiast gdy A > 0, ma mniejsza moc.

Jezeli zatem hipoteze H bedziemy weryfikowali wobec hipotezy alterna-
tywnej K : u > po, czyli A > 0, to nalezy korzystaé z pierwszego z tych
testéw. Jezeli jednak hipoteza alternatywna bedzie hipoteza K : u # pos
to nalezy korzystaé z drugiego z tych testéw.
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2.4 Weryfikacja hipotez dotyczacych wartosci
przecietnej

Model 1 — przy znanej wariancji o?
Rozwazmy hipoteze o wartosci przecigtnej:
H:p=po.

W testach rozpatrujemy te hipoteze wobec hipotez alternatywnych:

a) K: H =1 > o,
b) K: p= 1 < po,
c) K: K= p1# po

z ustalonym poziomem istotnosci a, a € (0,1).

Do weryfikacji tej hipotezy, gdy cecha X populacji generalnej ma rozklad
normalny N(u,0) przy nieznanym p i znanym o, wykorzystujemy statystyke
testowg U okreslona wzorem

X — po
o

U= \/;iv
ktdra przy zaloZeniu prawdziwosci hipotezy H : u = po jest standaryzowana
zmienng losowa N(0,1).

Zbiér krytyczny testu, ktdry przy danym poziomie istotnoéci @ minimali-
zuje prawdopodobieiistwo popelnienia bledu, wyznacza si¢ — jezeli istnieje — w
zaleznosci od wartosci p; okreslonej hipoteza alternatywna. Mozna wykazad,
ze najmocniejszy test do zweryfikowania hipotezy H : p = po przy alterna-
tywnej hipotezie K : u = p; jest taki sam dla wszystkich hipotez K (jest ich
nieskoriczenie wiele), w ktérych p; > po, a najlepszym zbiorem krytycznym
Jest przedzial [u(1 — a), +00), gdzie u(1 — a) jest kwantylem rzedu (1 — «)
rozkladu N(0,1), to znaczy

P(N >u(l~-a))=a, N oznacza zmienna o rozkladzie N(0,1).

Oczywiscie u(1 — a) + u(a) = 1.

Test ten nazywamy testem jednostronnym z prawostronnym prze-
dzialem krytycznym, patrz Rys. 2.4 a).

Gdy hipoteza alternatywna jest K : py < po, wtedy zbiorem krytycznym
jest przedzial (—oo,u(a)]. Test ten jest nazywany testem jednostronnym
z lewostronnym przedzialem krytycznym, patrz Rys. 2.4 b).

7 symetrii rozkladu normalnego N(0,1) wynika, ze —u(l — a) = u(a) i
przedzial lewostronny ma postaé (—oo, —u(1 — a)].
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a) a

u(a)

b) y = ¢(u)

3
!

—u(3) u (%)

Rys. 2.4. Testy do weryfikacji hipotezy o wartoéci przecietnej
H : p = pg wobec hipotezy alternatywnej
a) K :p>po, b) K :pp < po,c) K :pp # po

Jezeli hipoteza alternatywng jest K : u = py # po, to zbiorem krytycznym
Jest suma przedzialéw (—oo, —u(1l — @/2)] U [u(1 — @/2), +o0). Test ten nosi
nazwe testu dwustronnego, patrz Rys. 2.4 c).

Hipoteze H : pu'= pg odrzucamy, gdy obliczona z préby wartosé statystyki
testowej

U= E:__’i‘l\/ﬁ
o

nalezy do zbioru krytycznego (zaleznie od wyboru testu i poziomu istotnosci).
W przeciwnym przypadku twierdzimy tylko, ze nie mamy podstaw do odrzu-
cenia hipotezy H : 4 = po, co nie oznacza, ze hipoteza H jest prawdziwa.
Oznacza to tylko, ze wyniki tej préby, na podstawie ktérej weryfikujemy hi:
potez¢ H przy przyjetym "ryzyku bledu” e, nie przecza tej hipotezie. Jezeli
hipoteza H jest prawdziwa, to bledna decyzja jej odrzucenia zdarza sie w
duzej liczbie takich decyzji przecietnie (na) razy, na przyklad przy poziomie
istotnosci a = 0,05 zdarza sie 100 - 0,05 = 5 razy na sto decyzji.

Do podjecia decyzji "przyjecie hipotezy H” nie wystarcza wiec znajomosé
~ Przyjetego przed weryfikacja — poziomu istotnosci, ale konieczna jest in-
formacja dotyczaca prawdopodobienistwa przyjecia weryfikowanej hipotezy za
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prawdziwa, gdy w rzeczywistosci jest ona falszywa. Prawdopodobienstwo po-
pelnienia tego bledu, jak juz zostalo wspomniane, nosi nazwe bledu drugiego
rodzaju i jest zwykle oznaczane przez S, podczas gdy prawdopodobiefistwo
nieprzyjecia za prawdziwa hipotezy, ktéra jest w rzeczywistosdci prawdziwa,
nosi nazwe bledu pierwszego rodzaju (poziomu istotnosci) i jest oznaczane
zwykle przez a - patrz tabela na stronie 86.

Przyklad 2.10 Z populacji, w ktorej badana cecha ma rozktad normalny
N(u,4), wylosowano probke ztoZong z 16 obserwacji i wyznaczono T = 1,5. Na
poziomie istotnosci a = 0,05 zweryfikowaé hipoteze H : p = 2 przy hipotezie
alternatywnej K : p = py < 2.

Rozwigzanie. Obliczamy wartoéé statystyki testowej

_T—po ~_15-2 -
Uo = - N T V4 = —0,5.

Z tablic kwantyli rozkladu N (0, 1) odeczytujemy wartoéé u(l-a)=u(0,95) =
1,64. Zbiorem krytycznym lewostronnym jest wiec przedzial (—00,-1,64] =
W. Zatem

Uo g W

i na poziomie istotnoéci 0,05 nie mamy podstaw do odrzucenia testowanej
hipotezy.

Model 2 - przy nieznanej wariancji o?

Badana cecha X populacji generalnej ma rozklad N(u,o) o obu parametrach
nieznanych. Weryfikujemy hipoteze H : p = pg wobec hipotezy alternatywnej

a) K: B = p1 > po,
b) K: B=p < po,
c) K: 1= p1 # po

z ustalonym poziomem istotnosci o, a € (0,1).
Do weryfikacji tej hipotezy stosujemy test oparty na statystyce

t:X—;ﬂvn-_l,

gdzie

1

2 _ *\2
57=(57) T -1

~ . T2 2 L~y 2
D(Xi-X)2 b S —nZ(X,-X).

i=1 =1
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Wtedy zmienna ¢t przy prawdziwosci hipotezy H ma rozklad ¢ Studenta o

_ 1) stopniach swobody. . .
. Zbi)ér kIr)ytyczny testu, podobnie jak w poprzednim modelu, wyznacza si¢

w zaleznoéci od polozenia p1.
Gdy p1 > o, wéwczas zbiorem krytycznym prawostronnym jest przedzial
[t(l —o,n— 1) ’ +°O)v

gdzie (1 — a,n — 1) jest kwantylem rzedu (1 — @) rozkladu ¢ Studenta
przy (n — 1) stopniach swobody.

Gdy p1 < o, wtedy zbiorem krytycznym lewostronnym jest przedzial
[0, —t(1—a,n— 1],

gdzie t(1 — a,n — 1) jest kwantylem rzedu (1 — ) rozkladu ¢ Studenta
przy (n — 1) stopniach swobody.

Gdy p1 # Mo, wéwczas zbiorem krytycznym dwustronnym jest suma prze-
)

dzialow

(et S (-5 2m1) 49)

gdzie t (1 — §,n — 1) jest kwantylem rzedu (1 — %) rozkladu ¢ Studenta
przy (n — 1) stopniach swobody.

i jnej 7y do zbioru krytycz-
Sli i la statystyki weryfikacyjnej nalezy  zbioru k
e Wyhgz?i'ne' iaz uoyod};zucamy na korzysé¢ odpowiedniej hipotezy

- iwnym przypadku nie ma

alternatywnej K na poziomie istotnoéci a. W przec
podstaw do odrzucenia hipotezy H.

. i
Przyklad 2.11 W celu ustalenia, czy dotychczasowa norma uzytk:thvzl;y
pewnego narzedzia, wynoszqca 1 50 dni, nie jest zbyt wysoka;c ibaZano f(;dzgpm‘
; ] ie losowo wybranych 65 sztuk tych narz :
okres uzytkowania na przykladzie ; Ik e e
j P kach. Otrzymamo $rednig dlugos  uzyt
cujgeych w normalnych warun ' ran e vuian, o
ia 139 dni oraz odchylenie standardowe 8 = 9, : ki '
Izz:samo(;rawnej pracy narzedzia ma rozktad normalny, stwierdzi¢ na pf)z;:"
mie ils’totnos,’ci a = 0,01, czy uzyskane wyniki stanowiq podstawe do zmianys
zmniejszenia normy.

Rozwiazanie. Obliczajac warto$¢ statystyki testowej, otrzymujemy

X —po gz 139150 o ¢ gg
tobl = p \/62—-——-———'9,8 8
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Poniewaz hipoteza alternatywna jest hipoteza K : pu < 150, wiec zbiorem
krytycznym lewostronnym testu jest przedzial

W = (=00, ~t(1-a,n ~1)] = (—o00, #(0,99,64)] = (—co, —2, 385].

Mamy wiec t, = —8,98 € (—00,-2,389] = W. Zatem hipoteze H : u =
150 nalezy na poziomie istotnoici @ = 0,01 odrzucié na korzy$¢ hipotezy
alternatywnej u < 150, a zatem uzyskane rezultaty $wiadczg o tym, Ze norma
byla zbyt wysoka (mozna — nalezy ja obnizy¢).

Model 3 — przy nieznanej wariancji o2 i duzej liczebnosci
préby n

Badana cecha ma rozklad dowolny o nieznanej wartosci przecietnej 4 i o skofi-

czonym, ale nieznanym, odchyleniu standardowym o. Weryfikujemy hipoteze
H : p = py wobec hipotezy alternatywnej

a) K: W=y > po,
b) K: B = p1 < po,
c) K: B=py # po.

Liczno$¢ préby n > 100.

Weryfikacje hipotezy H w tym modelu przeprowadzamy testem analogicz-
nym do testu w Modelu 1. Wiadomo, z tak zwanych praw wielkich liczb, ze
przy "duzych” n rozklad bedzie bliski rozkladowi normalnemu, przy czym za
o mozemy przyjaé odchylenie s obliczone z proéby.

Przyklad 2.12 Zmierzono diugosé 196 widkien bawetny, a wyniki pomiaréw
zgrupowano w nastepujgcym szeregu rozdzielezym:

Nrklasy |12 |13 (4 [5]6]7
Srodek przedziatu | 8 | 13 | 18 [ 23 | 28 33 | 38
Licznoé¢ | 2| 9 [18 (70| 75|19 3

Na poziomie istotnosci o = 0,01 zweryfikowad hipoteze, ze Srednia diugosé
wtdkna dla calej badanej partii bawetny jest réwna 1 = 24 wobec alternatywne;j
hipotezy K : p # 24.

Rozwiagzanie. Obliczone wartoéci Z i s2 szeregu rozdzielczego odpowiednio
Wynosza,

1
= — . . - . :2 ’04’
Tog (2:8+9-13+...+3-38) =25
2 N — . 2 (1 2) _ .
s 196 (2-(17,002 4943 (12,96)?) = 27,72
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Wartosé statystyki U jest wiec réwna

T - 25,04 — 24
Uohl = RO m= 22

14 =2,77.
K 5,27

Zbiorem krytycznym dwustronnym, wobec hipotezy H, jest zbidr

(s (1= D] (1= 5) 20 -

= (—o0,—u(0,895)] U [u(0,995),+00) = (—c0; —2,58) U (2,58;+0c0) .

w

Zatem u.p = 2,77 € W i odrzucamy weryfikowana hipoteze p = 24 na rzecz
hipotezy alternatywnej p # 24 na przyjetym poziomie istotnoéci o = 0,01.

2.5 Testy istotnosci dla wariancji

Analogicznie jak w przypadku weryfikacji hipotez dotyczacych wartosci prze-
cietnych, mozemy rozpatrzec testy do weryfikacji hipotez o wariancji — odchy-
leniu standardowym w zaleznosci od przyjetych zalozen, modeli.

Model 1 — przy dowolnej liczebnosci préby n

Badana cecha populacji ma rozklad normalny N(u,0) o nieznanych p i o.
Weryfikujemy hipoteze H : 02 = 02 wobec hipotezy alternatywnej:

a) K: o? =0l > o2,
b) K: 0% =o? < i,
c) K: 0% = o? # .

Do weryfikacji hipotezy H wykorzystuje si¢ statystyke

, _ nS§?
X = ";g_a
ktéra przy zalozeniu prawdziwoéci hipotezy H ma rozklad x%(n —1) - rozklad
”chi kwadrat” o (n — 1) stopniach swobody.

W przypadku hipotezy alternatywnej K : 02 > o2 zbiorem krytycznym W
jest przedzial [x%(1 — @,n — 1), +00), gdzie x%(1 — @,n — 1) jest kwantylem
rzedu (1 — @) rozkladu x2 o (n — 1) stopniach swobody, patrz Rys. 2.5 a)

Gdy hipoteza alternatywna jest hipoteza K : 0% < o2, wéwczas zbiorem
krytycznym W jest przedzial (0, x?(a,n — 1)), patrz Rys. 2.5 b).

Jesli hipoteza alternatywna jest K : o2 # o3, to zbiorem krytycznym W
jest suma dwéch przedziatéw (0, x2 (%,n — 1)JU[x2 (1 — §,n — 1), +00], patrz
Rys. 2.5 c).

2.5. Testy istotnosci dla wariancji

a)
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Rys. 2.5 Testy do weryfikacji hipotezy o odchyleniu standardowym
H : 62 = 0% wobec hipotezy alternatywnej
a)K:02>03,b) K :02< 0}, c) K : 02 # o2

Hipoteze H : 02 = 62 odrzucamy na przyjetym poziomie ufnoéci o, gdy
obliczona z préby wartosé statystyki x2 = n52/02 nalezy do zbioru krytycz-
nego i przyjmujemy wtedy odpowiednia, hipoteze alternatywna. W przeciwnym
przypadku nie ma podstawy do odrzucenia hipotezy H.

Przyklad 2.13 W celu oszacowania doktadnosci pewnego przyrzqgdu pomia-
rowego dokonano 8 pomiaréw pewnej wielkodci uzyskujgc wyniki

18,17; 18,21; 18,05; 18, 14; 18,19; 18,22; 18,06; 18,08.

Zweryfikowaé na poziomie istotnosci a = 0,05 hipoteze H : 0% = 0,06 wobec
hipotezy alternatywnej a2 # 0,06.

Rozwiazanie. Zbiorem krytycznym obustronnym jest suma przedzialéw

o0 (G ) (- 50-1) 1)

(0,x* (0,025, 7] U [x*(0,975,7), +00) =
(0,1,69] U [16,01, +00).

w
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Obliczona wartoéé wariancji z préby s2 = 0,064 i wartos¢ statystyki X2 =

Z'-’;- = @6%2—75 = 8,54... nie nalezy do W, nie ma wiec podstaw do odrzucenia
0‘0 9

hipotezy H : o2 = 0,06.

Model 2 — przy liczebno$ci préby n > 50

Badana cecha populacji ma rozklad N(u,o) o nieznanych parametrach y, o.
Weryfikujemy hipoteze H : 02 = 03 wobec hipotezy alternatywnej:

a) K: 0? =o0?> dg,
b) K: 0% =o0? < 0d,
c) K: 0?2 =02 #ad.

Model ten wykorzystujemy, gdy liczno$¢ préby n > 50. Do weryfikacji
hipotezy, jak poprzednio, stosujemy statystyke n.S?/o2 oraz fakt, ze statystyka

m ma w przyblizeniu rozkltad N(v/2n —3,1), a wiec ze statystyka
U =/2n82%/02 — /2n — 3 ma w przyblizeniu rozklad N(0,1).

Zbiory krytyczne wyznacza sie w zaleznosci od hipotezy alternatywnej

a)  [u(l- a),+00), '

b)  (-o0,—u(l - a)),

0 (s (3ol 1-5) )

gdzie u(p) oznacza, jak zwykle, kwantyl rzedu p rozkladu N(0,1).

Przyklad 2.14 Do tarczy oddano 50 strzatdw mierzqc odlegtosci od $rodka
tarczy. Wyliczona wariancja tych odlegtoéci a s* = 107,3 cm?. Zaktadajgc, ze
odlegtosci majq rozktad normalny, zweryfikowaé na poziomie o = 0,05 hipoteze
H, Ze wariancja odchyleri trafieri od $rodka tarczy przy tego rodzaju strzelaniu
02 = 100 cm?, jesli hipotezg alternatywng jest hipoteza K : 02 > 100 cm?.

Rozwigzanie. Zbiér krytyczny ma w tym przypadku postaé
W = [u(l - @), +00) = [u(0,95),+00) = 1,64, +00).

Wartosé statystyki obliczeniowej

2 2-50-107,3
uo,,,=1/2"f —V2n = =\/——5—0—1650—-\/97z0,510.
g9

Mamy wigc u,p; ¢ W, a zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
H : 02 = 100 przy poziomie istotnosci a = 0,05.
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Model 3 — przy liczebnosci préby n > 100

Badana cecha populacji ma rozklad dowolny o skoficzonej wariancji o2 > 0.
Weryfikujemy hipoteze H : 0 = 02 wobec hipotezy alternatywnej:

a) K: 0? = o} > 02,
b) K: 0? =0l < ai,
c) K: 0? =0l # add.

Licznoé¢ préby n > 100.
W tym przypadku weryfikacje hipotezy H opieramy na statystyce

U_Sw&_a_g\/—i
T o2 2’
0

ktéra przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H ma dla duzych n w przyblizeniu
rozktad N(0,1). Zbiory krytyczne sa wiec okreélone identycznie jak w Mode-
lu 2.

Przyklad 2.15 Z populacji generalnej pobrano 450-elementowq prébke i
otrzymano s** = -L-S%z; — F)? = 14,9. Na poziomie istotnosci a =
0,05 zweryfikowaé hipoteze H : o? = 16, jesli hipotezq alternatywng jest

K :0? < 16.
Rozwiazanie. Zbidr krytyczny ma postaé
W = (—co, —u(1l — a)] = (—o0, -1, 64].

Wartos¢ statystyki obliczeniowej uop wynosi

s**—02 m 14,9-1,64
= —_= 25 = — .
Uobl p 5 T V225 1,03
Warto$¢ ug = —1,03 ¢ W = (—o0, —1, 64], a wiec nie ma podstaw do odrzu-

cenia hipotezy H na przyjetym poziomie istotnoéci a = 0, 05.

2.6 Weryfikacja hipotezy o réwnosci wartosci
przecietnych badanej cechy
Model 1 - przy znanych wariancjach o¢?, o2

Badana cecha X ma w dwéch populacjach rozklady N(ui,01), N(p2,02)
odpowiednio o znanych oy, o2 i nieznanych u;, po. Weryfikujemy hipoteze
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H : p3 = po, przy zadanym poziomie istotnosci a. Z obu populacji wybie-
ramy dwie niezalezne préby o licznoéciach réwnych n;, ny. Do weryfikacji tej
hipotezy stosujemy test oparty na statystyce

_ 0.2 0.2
U:(Xl—Xg)/\/;i--l-i,

gdzie X1, X3 sa érednimi arytmetycznymi pobranych prébek. Statystyka ta
przy zalozeniu prawdziwosci tezy H ma rozktad N(0,1). Zbiorami krytycznymi
sa, odpowiednio, przedzialy

[u(1l - @), +), gdy hipoteza alternatywna jest K : py > o,
(o0, —u(1l - a)], —— === K:p <po,
(-oo,—u(1—%)]U[u(l—%),+oo), —==ll=== K:m # pa.

Zatem wystarczy sprawdzié, czy u.y obliczone z pobranych préb nalezy do od-
powiedniego przedziatu krytycznego W, i wyciagnaé stad odpowiedne wnioski
dotyczace odrzucenia lub nieodrzucenia badanej hipotezy H.

Przyklad 2.16 Na dwéch réznych wagach zwazono po 10 kawatkéw 100-me-
trowych przedzy i uzyskano nastepujgce rezultaty (wyniki w gramach):

I waga: 5,25; 5,98; 5,83; 5,58, 5,35; 5,59; 5,41; 5,81; 5,95; 572;
Il waga: 5,31; 5,13; 5,64; 5,89; 5,17; 5,18; 5,27; 5,73; 5,08; 5,24.

Wiadomo, ze wariancja mas dla I wagi o7 = 0,06, a dla drugiej o3 = 0,07.
Zaktadajqce, Ze rozpatrywana cecha wagi (waga stumetrowego kawatka) ma roz-
ktad normalny, zweryfikowaé na poziomie istotnosci a = 0,05 hipoteze H, ze
wartosci przecigtne mas kawatkdw przedzy uzyskiwane przez te wagi sq jedna-
kowe, wobec hipotezy alternatywnej K : u; # ps.

Rozwigzanie. Zbiér krytyczny w tym przypadku jest suma przedzialéw
44 4%
W = (—oo, _u (1 - 5)] U [u (1 - 5) ,+oo) = (=00, —1,98] UL, 98, +00).

Obliczenia na podstawie do§wiadczenia wskazuja, ze

/0,06 0,07
Uobl = (5,65 — 5,36)/ ETE + TS =~ 2,54,

a wiec u,p € W, a zatem hipoteze o réwnosci wartoéci przecietnych na pozio-
mie istotnosci a = 0,05 nalezy odrzucié.
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Model 2 — przy nieznanych wariancjach o?, o2

Badana cecha X ma w dwéch populacjach rozklady

N(p1,01),  N(pz2,07)

odpowiednio o nieznanych uy, g, 01, 0. Weryfikujemy hipoteze H : u; = po,
na podstawie préb o duzych licznosciach nq > 100, ng > 100. Test istotnosci
dla sprawdzanej hipotezy H budujemy analogicznie jak dla Modelu 1, z tym ze
poprzednie znane wartoéci 0%, 02 zastepujemy wartoéciami s2, s2 uzyskanymi

z pobranych prébek:

- _ 82 32 82 32
U=(X1—Xz)/\/ﬁ+n—"; , “obl=(ﬁ—f2)/\/ﬁ+;§ .

Zmienna U ma w przybliZeniu rozkla.d‘normalny N(0,1). Dalej postepujemy
tak jak w Modelu 1. ' o ’

Przyklad 2.17 Sfednia predko$d autobusu miejskiego (w km/h) obliczona na

" podstawie 2mierzonych, w érody, predkofci 200 autobuséw byta réwna 15,1,

natomiast Srednia predkosé obliczona w niedziele byla réwna 16, 4. Weryfika-
cja predkosci obliczona na podstawie tych wynikéw s? = 6,8, s2 = 4,3. Na
podstawie uzyskanych danych zweryfikowaé, na poziomie istotnosci o = 0,05,
hipotezg H : iy = p,, ze $rednie predkosci autobuséw w Srody i w niedziele byty
takie same, jesli hipotezq alternatywnq jest hipoteza K : 1 < pg, Ze Srednia
predkosé w Srody byta mniejsza niz w niedziele.

Rozwiazanie. Zbiér krytyczny w tym przypadku ma postaé
W = (-00,—u(1 - )] = (o0, ~1,64].

Wartos¢ obliczeniowa statystyki testowej uoy wynosi

2 2
-3 A5 __y3/,/08, 43
(1 ””2)/ PR 1’3/ 200 * 120 ¥ 4%

a wigc nalezy do zbioru krytycznego W. Zatem hipoteze o réwnoéci $rednich
predkoéci nalezy odrzucié na korzyéé hipotezy alternatywnej K, ze predkosé
Srednia w niedziele jest wigksza od éredniej predkosci w rody.

Uwaga. Korzystajac z poprzednich danych, mozemy zweryfikowaé hipoteze
H : py = p, przy hipotezach alternatywnych: a) K : gy > p oraz b)
K :p1 # pa.
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Odpowiednie zbiory krytyczne maja postaé

Wa = [1,64, +OO),
W, = [~00,—1,96)U[L,96, +c0).

Zatem uoy = —4,64 ¢ W,, wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
H przy hipotezie alternatywnej K : u; > ps. Poniewaz u.y € Wp, wiec hi-
poteze H nalezy odrzuci¢ na rzecz hipotezy alternatywnej K : py # po, Ze
predkosci $rednie autobuséw w Srody i niedziele s rézne miedzy soba.

Uwaga. Mozemy weryfikowac jeszcze wiele réznych typow hipotez statystycz-
nych, a w szczegélnosci: hipotez o wskazniku struktury populacji; hipotezy o
réwnodci wskaznikéw struktury dla dwéch populacji; hipotez o réwnosci wielu
wariancji.

2.7 Zasada najmniejszej sumy kwadratow

Zasada ta, wprowadzona w 1806 1. przez Legendre’a i w 1809 r. przez Gaussa,
jest najczesciej stosowana metoda oceny bledéw — statystyczna ocena bledéw.

Daje ona praktycznie bardzo dobre rezultaty i jest oparta na nastepujacym -

sposobie postepowania.
Przypuéémy, ze wyniki i-tego pomiaru y; pewnej badanej wielkoSci mozemy

uwazad za sume¢ odpowiedniej wielkosci §; przyjetego modelu matematycznego

oraz bledu e; : y; = §; + e;.
Przyjmijmy w najprostszym przypadku ten model jako model liniowy

§=a+bz. (2.1)

Dobieramy parametry modelu (2.1), to znaczy a, b tak, aby suma kwadra-
téw bledow ‘
n n
S = Ze? = Z(y' -— gi)z (2.2)
i=1 i=1
byla mozliwie najmniejsza.

Postaé funkcyjng wielkoéci S dana wzorem (2.2) nazywa si¢ czesto kryte-
rium ”dobroci” modelu. Nalezy znalezé taki sposéb doboru parametréw a,
b, by sumy wartosci bezwzglednych bledéw e; byly male lub sumy kwadratéw
bledéw byly male.

Mamy

vi=9+e, 1=12,...n
lub
(i — 9:)* = (v — a — bzy).
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Traktujac y; jako zadane i z; jako znane, szukamy wielkoéci a, b takich, zeby
funkcja

§=15(a,b)=) (v - %)= (4 — a—bz;)?
i=1 =1

miala warto$ci mozliwie male, tj. osiagala minimum.

W celu wyznaczenia tego minimum traktujemy funkcje S jako funkcje
dwéch zmiennych i stosujemy normalng procedure wyznaczania minimum.
Uznajemy, Ze z;, y; 53 ustalone i znane, wiec rézniczkujac S(a,b) wzgledem a
i b, otrzymujemy uklad réwnani normalnych dajacy warunek konieczny na
ekstremum funkcji:

a5

e = =23 (¥ —a—bzy) =0,
a5

% - —2) i (vi—a—ba)z; =0

lub réwnowaznie
na+b3 iz = YL,
ay iz +bY i 2 = Tz
Wyznaczajac stad e i b, mamy:

b = E?:l ZiYi — %(E?‘:l (E,') (Z?:l yi)

?:1 xtz - % (E?:l xi)2 ’

1< 1 &
a = ;gy,'—b‘;Zz;.

=1

: L | n - 1 .
Wprowadzajac oznaczenia 7 = - Y%, 2;, 7 = & 2i=1 i, moZemy parametry
a i b przedstawi¢ w postaci

p = Zim1Ti¥i—nTY _ Th (2 —TY)
Yia(ef-7%)
— 5Z?:l(ﬂlciyi - Z7)
Lia(ef - 7?)

lub

D » M CT )
N

a = ?—b’f:y_fz:z?:(:‘:&:cl(%;y)

(2.3)
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Zatem ten optymalny model ma postaé
§ = a+ bz, gdzie a,b s3 dane w (2.3)

lub
g = (¥ - b%) + bz, gdzie b jest dane w (2.3).

Zauwazmy, ze w przypadku tego optymalnego modelu suma wzglednych
wartosci bledéw wynosi

Ze? = 5(a,b) = midn S(c,d),

i=1

gdzie a, b s3 dane w (2.3). Wstawiajac wyliczone a, b do § (a,d), otrzymujemy
sume wzgledna bledéw

n

Z(gz - yi) = Z(a + b(r,‘ — yi) =
i=1

=1

¢
l

= na+ nbZT — nY = n(y — a — b%) = 0,
to znaczy réwna zeru, a suma kwadratéw bledéw wynosi
S(a,b) = > (yi—bz;—g+bz)2 = Di-7-b(zi-7)? =
=1 =1
n n n
= > (y-7)%+0b D (zi-%) - 20 (i ~9) (2 — %) =
=1

=1 i=1

= VY)+0V(X)- 20> zigi+2b-n-7-5=

i=1

= V(Y)+2mE(Y)E(X)+b*V(X) - 2b2n: T;Yi.-

=1

Przyklad 2.18 Dane z pomiaréw pewnej zmiennej dwuwymiarowej mozna
zapisaé nastepujgco:

(21,91) = (0,0), (22,32) = (1,1), (z3,93) = (1,2).

Przyjmijmy model:
¥ =a+ bz.

Wyznaczyé a, b tak, by model byt optymalny.
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Rozwiazanie. Z podanych pomiaréw i przyjetego modelu otrzymujemy:

:l)l = a+b-0=a,
92 = a+b-1=a+b,
3 = a+b-1=a+b

oraz
e1=%1—-y = a-0=gq,
=0~y = a+b-1,
e3=g3—ys = a+4+b—2.
Zatem

§=5(b)=a’+(a+b—1)2+ (a+b—2)> = 3a® + 26% + 4ab — 6a — 6b+ 3
i uktad réwnas normalnych ma postaé

a5

Pa = 6a+4b—-6=0,
0S8
% = 4b+4a -6 = 0.

Rozwigzanie tego ukladu to (a,b) = (0,3/2).
Zatem optymalny model liniowy mozna opisaé Rys. 2.6.

Suma kwadratéw bledéw osiagga minimum

psten =5 (0.) =0+ () + (L)'= L
Igfng(a,b)_S(O,z)—O +(2) + 5) =3

S(a,b) = 3a* + 2b% + 4ab — 6a — 6b + 3 > %

Istotnie

Metoda najmniejszych kwadratéw pozwala dla ustalonej, skoficzonej liczby
punktdw (zk,yx), k= 1,2,...,n, zx # z; dla k # [, dobraé prosta

J=a+bz

taka, zeby suma wzglednych wartoéci bledéw

n

D (v — a—bz))

i=1
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A
(]
3
z3, 2%
o |2 :
1 | feee ; ($2,y2)
(xl)yl)
0 1 ””

Rys. 2.6. Model liniowy dla najmniejszej sumy kwadratéw bledow

byla réwna zeru, a suma kwadratéw tych bledéw
n
Z(y; —a — bz;)?
i=1

byla mozliwie najmniejsza, to znaczy dla kazdej innej § = @+ bz suma bledéw
jest wieksza. Dobrana prosta w pewnym sensie najlepiej aproksymuje liniowa
zalezno$¢ pomiedzy z;, y;, ¢ = 1,2,...,n.

Rozdzial 3

Zadania

Zadanie 1. Iloma sposobami mozna ustawi¢ 8 wiez na zwyklej szachownicy,
tak aby nie atakowaly sie wzajemnie?

Zadanie 2. Na przyjeciu gospodarz chce usadzié¢ swoich gosci przy podiuz-
nym stole: 4 panie z jednej strony oraz 4 panéw z drugiej strony.

a) Na ile sposobéw moze tego dokonac?

b) Jak sytuacja si¢ zmieni, jezeli sté! bedzie okragly? (W dalszym ciagu zakla-
damy, ze wszystkie panie siedza kolejno oraz panowie kolejno.) Uwaga: przy
okraglym stole Zadne miejsce nie jest wyréznione.

Zadanie 3. 7 talii 52 kart losujemy bez zwracania 13. Ile istnieje wynikéw
losowania, w ktérym wylosujemy dwa asy?

Zadanie 4. Ile jest réznych liczb szeiciocyfrowych utworzonych z cyfr 0,...5
tak, ze:

a) cyfry w liczbie si¢ nie powtarzaja, a cyfry 3 i 4 sa na miejscu pierwszym
lub ostatnim?

b) cyfry w liczbie moga sie powtarzaé, cyfry 3 i 4 s3 na miejscu pierwszym
lub ostatnim?

Zadanie 5. Znalez¢é liczbe wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego.

Zadanie 6. Koéci do gry w domino s3 znaczone dwoma liczbami. Ile réznych
koéci mozna utworzy¢ z liczb 0,1,2,...,n?

Zadanie 7. Na ile sposobéw mozna zbudowaé wieze z k biatych i n czarnych
(k < n) klockéw, tak aby zaden bialy klocek nie byl spigty z innym bialym

. klockiem?

Zadanie 8. W urnie znajduje si¢ n, ponumerowanych od 1 do n, kul, n > 3.
Losujemy dwie bez zwracania.

107
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a) Obliczyé prawdopodobiefistwo, ze jedna z nich Jest oznaczona liczba mniej-
sz3 od k, a druga wigksza od k, przy ustalonym £ € N, 1 < k£ < n.

b) Obliczy¢ prawdopodobiefistwo, Ze suma ”oznaczen” jest dokladnie réwna
k,1<k<n.

Zadanie 9. W dwdch urnach I, IT znajduja sie kule odpowiednio: I - 6 czar-
nych i 9 bialych, IT - 5 czarnych i 15 bialych.

a) Losujemy jedna kule z urny Ii jedna kule z urny II. Jakie jest prawdopo-
dobieristwo, ze beda to kule tego samego koloru?

b) Losujemy jedna kule z urny I i dwie bez zwracania z urny II. Jakie jest
prawdopodobiefistwo otrzymania 1 kuli bialej i 2 czarnych?

c) Losujemy dwie kule z I urny i bez ogladania ich wrzucamy do urny II. Jakie
Jest prawdopodobiefistwo wyciagniecia kuli bialej z II urny (zmienionej)?

Zadanie 10. Z urny, w ktérej znajduje sie 20 kul biatych i 2 czarne, losujemy
kolejno n kul. Znalez¢ najmniejsza liczbe losowan n, taka Ze prawdopodobief-
stwo wylosowania chociaz raz czarnej kuli jest wigksze od 0,5, zakladajac, ze:
a) po kazdym losowaniu kula wraca do urny,

b) kule po losowaniu nie wracaja do urny.

Zadanie 11. W pewnej miejscowosci rodzi si¢ Srednio 520 chlopcéw i 480
dziewczynek na 1000 niemowlat. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze w rodzinie
pieciodzietne;j:

a) liczba dziewczat jest wieksza od liczby chlopcéw,

b) wszystkie dzieci sa tej samej plci.

Zadanie 12. Urzadzenie sklada sie z trzech zespoléw typu A, trzech zespoléw
typu B oraz czterech zespoléw typu C. Urzadzenie przestaje dzialaé, jesli
dzialaja mniej niz dwa zespoly danego typu. Prawdopodobiefistwo zepsucia
si¢ zespolu danego typu w pewnym okreslonym czasie jest réwne odpowiednio
P(A)=0,1, P(B) = 0,1, P(C)=0,2.

a) Obliczyé prawdopodobiefistwo, ze urzadzenie przestanie w danym czasie
dzialag.

b) Urzadzenie przestalo dzialaé; jakie jest prawdopodobiefistwo, ze zdarzenie
to zaszlo z powodu awarii zespotu C'7

Zadanie 13. Do hurtowni papieru dostarcza sie towar z trzech fabryk Fy,
Fy, F3, w proporcjach 4 : 3 : 2. Liczba brakéw dostarczanych z tych fabryk
wyraza sie stosunkiem 2 : 3 : 4.

a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany towar pochodzi z fa-
bryki F;, i = 1,2,37

b) Jakie jest prawdopodobieiistwo, ze losowo pobrany towar bedzie wadliwy?
c) Pobrany losowo papier z magazynu okazal sie wadliwy. Jakie jest prawdo-
podobiefistwo, ze pochodzi on z fabryki F;, i = 1,2,3?
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Zadanie 14. W lipcu przecietnie 5 dni w ciaggu tygodnia jest slonecznych.
Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze w czasie tygodniowej wycieczki beda co
najmniej 3 dni stoneczne?

Zadanie 15. Ksiagzka ma 500 stron i zawiera 500 bledéw drukarskich. Obliczyé
prawdopodobiefistwo, ze losowo wybrana strona ma co najmniej 3 bledy.

Zadanie 16. Rzucamy n razy kostka. Wyznacz najbardziej prawdopodobng
liczbe rzutéw, w ktérych wypadnie 5 oczek, przyjmujac:
a)n=11, b) n=20, ¢)n=78 d)n=S83.

Zadanie 17. Znalezé prawdopodobiefistwo, ze 1 stycznia 3 osoby z n osobo-
wej grupy ludzi beda obchodzi¢ urodziny. Znalesé najbardziej prawdopodobna
liczbg 0s6b urodzonych 1 kwietnia, dla:
a)n =30, b)n=250, c)n=1000.

Zadanie 18. Prawdopodobiefistwo pojawienia si¢ co najmniej jednego zda-
rzenia A przy dwéch niezaleznych prébach jest réwne 0,51. Jakie jest prawdo-
podobieristwo pojawienia sie tego zdarzenia w Jjednej prébie?

Zadanie 19. Odcinek dtugosci 10 cm podzielono w spos6b losowy na 3 od-
cinki. Obliczyé prawdopodobiefistwo, ze mozna z nich zbudowaé tréjkat.

Zadanie 20. Na okregu wybrano losowo trzy punkty. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo:

a) ze utworza one tréjkat prostokatny,

b) ze utworza tréjkat rozwartokatny?

Zadanie 21. Plaszczyzne podzielono prostymi réwnoleglymi o réwnych odle-
gloSciach wynoszacych 2a. Na plaszczyzne te rzucamy w sposéb przypadkowy
odcinek dlugosci 2 < 2a. Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, ze odcinek
przetnie jedng z prostych? 1

Zadanie 22. Dwaj szachiSci réwnej sily gry rozgrywali mecz o nagrode 100
frankéw. Nagroda miala przypasé temu graczowi, ktéry pierwszy zdobedzie 3
punkty. Uméwiono si¢ przy tym, ze zwyciezca pojedynczego spotkania otrzy-
muje 1 punkt, przegrywajacy nie otrzymuje adnego, a partie remisowe trak-
tuje si¢ jako niebyte. Mecz zostal przerwany z przyczyn niezaleznych od obu
graczy w chwili, gdy gracz A mial juz 2 punkty, a gracz B jeden punkt. Jak
nalezy podzielié¢ nagrode? 2

Zadanie 23. Rozwiazaé¢ Zadanie 22 przyjmujac, ze:
a) gracz A ma 2 punkty, gracz B ma zero punktéw,

!Zadanie Buffona,
2Zadanie dotyczy ”problemu podzialu nagrody meczowej” kawalera de Méré, ktérym

zajmowali si¢ wielcy matematycy XV, XVI, i XVII wieku.
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b) w turnieju uczestniczy 3 szybkobiegaczy, po kazdym biegu zwyciezca otrzy-
muje jeden punkt, pozostali zawodnicy nie otrzymuja punktéw, po przerwa-
niu z przyczyn obiektywnych turnieju zawodnik A ma 2 punkty, zawodnik
B jeden punkt, zawodnik C' zero punktéw. Jak zawodnicy powinni podzieli¢
100-frankowa nagrode?

Zadanie 24. Podczas badania dlugosci prébki zebrano wyniki:

a) 6,0; 6,1; 6,3; 5,9; 5,8; 6,0; 6,3; 6,2

b) 17, 19 15, 18, 16, 18, 16, 17.

Przedstawié zebrane wyniki w formie tabelki zakladajac, ze uzyskane czgsto-
éci wynikéw sa réwne prawdopodobiefistwom ich wystapienia, otrzymane zad
wyniki przyjmujemy jako wartoici zmiennej losowej X. Wyznaczy¢ wartosé
oczekiwana E(X) oraz wariancje V(X).

Zadanie 25. Podaé rozklad zmiennej losowej i dystrybuante schematu Ber-

noulliego dla:
ayn=3,p=0,5, b)yn=4,p=0,5.

Zadanie 26. Zmienna losowa X ma nastepujacy rozklad prawdopodobies-
X |-2]|-1]o0]1
P(X=2)]01]c|03]04"
a) Znajdz stala c.
b) Wyznacz rozklad prawdopodobienistwa zmiennej ¥ = 2.X + 1.
c) Wyznacz wartosci E(X), V(X), E(Y), V(Y).
Zadanie 27. Zmienna losowa Y ma rozklad prawdopodobiefistwa
X | 4| 3| 2|-1]o0o]1]|2]3]4
P(X =z)|1/16 | 1/16 | 1/8 |1/4]1/8 | 1/8 | c|1/16 | 1/16 °
a) Znajdz stala c.
b) Wyznacz rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej ¥ = X 24,
¢) Wyznacz wartoéci E(X), V(X), E(Y), V(Y).

Zadanie 28. Dla jakiej wartosci parametru o funkcja f(z) przedstawia roz-
klad prawdopodobiefistwa pewnej zmiennej losowej? Wyznacz jej dystrybu-
ante; narysuj oba wykresy.

a(z+1) dla -1<z<0

stwa:

a) f(z) =4 —a(z—-1) dla0<z<1 . Wyznacz P(|X| > 1/2).
0 dla pozostaltych z
1

b) fz)=14 & dal<z<a . Wyznacz P(X > e?).
0 dla pozostalych z

Zadanie 29. Dla jakich wartoéci parametru a, 8 funkcja F(z) przedsta.Wia‘
dystrybuante pewnej zmiennej losowej? Wyznacz jej funkcj¢ gestosci, narysuj
oba wykresy.
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0 dlaz <0
a) F(z) = { sin(az) dla0<z <7 .Wyznacz P(X > n/2).
Jé] dlar <z

%e” dlaz <0
b) F(z) =4 1/2 dla0 <z <2 . Wyznacz P(|X| < 1).
22 dla2 <z

+8

Zadanie 30. ZnaleZ¢ gesto$¢ prawdopodobiefistwa zmiennej losowej Y beda-
cej polem kotla, ktérego promieni jest zmienna losowa o rozkladzie jednostaj-
nym, w przedziale (0, a).

Zadanie 31. Wyznaczy¢ funkcje gestoSci zmiennej Y = In(X + 1), jezeli

funkcja gestoSci zmiennej X wyraza si¢ wzorem f(z) = In(z + 1) dla z €

(0,e — 1) oraz f(z) = 0 dla pozostalych z.

Zadanie 32. Wiedzac, ze dystrybuanta zmiennej X wyraza si¢ wzorem

Fz)=Inz dlaz € (l,e)oraz F(z) = 0dlaz < 1i F(z) =1dlaz > e,

wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej Y = 3X + 2.

Zadanie 33. Funkcja gestosci zmiennej losowej X wyraza si¢ wzorem

_J1/2 dla1<z<3

a) fx(z) = { 0  dla pozostalych z
2¢7%® dlaz >0

b) fx(e) = { 0 dla pozostatych z

Wyznaczyé funkcje gestoci zmiennych losowych: Y =3X +2, Z = (Y +1)%.

Zadanie 34. Wiedzac, ze E(X) =2, V(X) =1, wyznaczyé E(Y) i V(Y) dla
zmiennej losowej Y = 2X + 1.

9

)

Zadanie 35. Zalézmy, ze odczytujac pewien pomiar, popelniamy blad X z
przedzialu I = (-0,1;0,1). Prawdopodobiefistwo, ze blad ten znajdzie si¢ w
przedziale (a,b) C I, jest wprost proporcjonalne do (b — a), dla dowolnych
a,bel,a<b.

a) Wyznaczy¢ wspélezynnik proporcjonalnosci.

b) Wyznaczyé P(0 < X < 0,05) i P(|X]| < 0,05).

c) Wyznaczyé z,, =2, dla ktérych P(X < z,) = 0,25, P(X > z2) = 0,75.

d) Wyznaczy¢ funkcje gestoéci oraz dystrybuante tej zmiennej losowej.

e) Wyznaczyé E(X), V(X).

Zadanie 36. Przyjmijmy, ze czas X bezawaryjnej pracy badanego urzadzenia

Le-2/10 dla 2 >0
— ) 10¢
ma rozklad f(z) = 0 dla pozostalych z °

a) Obliczy¢ P(5 < X < 10), P(X < 100).
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b) Wyznaczyé dystrybuante tej zmiennej losowej.

c) Zinterpretowaé otrzymane wyniki na wykresach funkcji gestosci i dystry-
buanty.

d) Wyznaczyé E(X) i V(X).

e) Po jakim czasie maszyna ulegnie awarii z prawdopodobiefistwem o = 0,97

Zadanie 37. Korzystajac z tablic funkcji wykladniczej, podaé przyblizone
wartosci dokladnych wynikéw uzyskanych w Zadaniu 36 a) i e).

Zadanie 38. Wyznaczy¢ E(X)i V(X) dla zmiennych losowych opisanych w
Zadaniach 28 i 29.

Zadanie 39. Prawdopodobiefistwo trafienia do tarczy wynosi p = 0,6. Po-
dejmujemy prébe trafienia do tarczy az do uzyskania celu. Oznaczmy przez
X liczbe préb (powtdrzen). Zakladajac niezaleznosé kolejnych dos$wiadczen,
wyznaczyc:

a) funkcje prawdopodobieistwa zmiennej X,

b) dystrybuante,

c) prawdopodobienstwa, ze liczba préb bedzie: p; — mniejsza od 3, p2 — nie
mniejsza niz 3, p3 — liczba z przedzialu [2,5),

d) warto$é oczekiwana i wariancj¢ zmiennej losowej X.

Zadanie 40. Prawdopodobiefistwo, ze produkt poddany prébie nie wytrzyma
tej préby, wynosi p = 0, 01. Obliczyé prawdopodobienstwo, ze wiréd 200 takich
produktéw co najwyzej 2 nie wytrzymaja proby.

Zadanie 41. 7 partii 250 sztuk towaru zawierajacej 18 sztuk wadliwych wy-
losowano bez zwrotu prébe 10-elementowa. W procesie kontroli wyrywkowej
partia zostanie odrzucona, gdy w prébce znajda sie 2 lub wiecej sztuk wadli-
wych. Obliczyé prawdopodobiefistwo przyjecia danej partii towaru.

Zadanie 42. Niech zmienna losowa X ma rozktad N(u,o).
a) Obliczyé P(|X — p| < ko) dla: k = 1,96, k = 2,55.
b) Wyznaczyé z, dla ktérych P(|X — p| < z0) = a gdy a = 0,95, = 0, 1.

Zadanie 43. Niech zmienna losowa X ma rozklad N(3,2).
a) Obliczyé P(|X| < k) dla k =1,6,k = 5,8,
b) wyznaczyé z, dla ktérych P(X < z) = e gdy: « = 0,95, a =0, 1.

Zadanie 44. Pewien automat produkuje czesci, ktorych dlugos¢ jest zmienna
losowa o rozkladzie N(2;0,2). Wyznaczy¢ prawdopodobiefistwo otrzymania
braku, jesli dopuszczalne dlugoéci czesci powinny sie zawieraé¢ w przedziale
(1,7;2,3).

Zadanie 45. Amplituda X kolysania bocznego statku jest zmienng losowg o
gestosci f(z) = ze=="/2 dla z > 0 oraz f(z) = 0 dla pozostalych z.
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a) Obliczy¢ warto$é przecigtna oraz wariancje zmiennej losowe;j.
b) Jakie jest prawdopodobiefistwo wystapienia amplitudy wigkszej od wartosci
oczekiwanej?

Zadanie 46. Pewne urzadzenie sklada sie z dwéch elementéw pracujacych
niezaleznie od siebie, polaczonych réwnolegle. Czas bezawaryjnej pracy kaz-
dego z nich jest zmienng losowa o rozkladzie wykladniczym f(z) = Xe-_f'
dla > 0 oraz f(z) = 0 dla pozostalych z, odpowiednio przy A; = 10 oraz
Ag = 20.

a) Obliczyé prawdopodobiefistwo, ze urzadzenie bedzie pracowalo co najmniej
przez 20 godzin.

b) Obliczyé prawdopodobiefistwo, ze urzadzenie przestanie pracowaé przed
uplynieciem dziesiatej godziny.

c) Korzystajac z tablic, podaé przyblizone wartosci wynikéw uzyskanych w
punktach a) i b).

Zadanie 47. Korzystajac z tablic kwantyli rozktadu ¢ Studenta,

a) wyznaczy¢ P(T < 2), P(T > 1,7), przy 25 stopniach swobody,

b) wyznaczy¢ z, y, dla ktérych P(T < z) < 0,05, P(T > y) < 0,01, przy 25
stopniach swobody,

c) wyznaczyé, przy ilu stopniach swobody P(T < 2)=0,975.

Zadanie 48. Korzystajac z tablic kwantyli rozktadu x2,

a) wyznaczyé: P(x? < 5), P(x* > 29,8), przy 13 stopniach swobody,

b) wyznaczy¢ z, y, dla ktérych P(x? < z) < 0,005, P(x2 > z) < 0,01, przy
20 stopniach swobody,

¢) wyznaczy¢, przy ilu stopniach swobody P(x? < 7) = 0,01.

Zadanie 49. Korzystajac z tablic rozkladu prawdopodobieistwa Poissona,
a) wyznaczy¢ P(X = 5) oraz P(X < 3), przy A\; = 0,5, Ay = 2,5, A3 = 5,

b) wyznaczy¢, przy jakim A prawdopodobiefistwo uzyskania 7 sukceséw jest
wieksze od: p; = 0,0001, p, = 0,001, p3 = 0,01.

Zadanie 50. Niech zmienne losowe X, Y maja rozklad prawdopodobieristwa,
podany w tabelach:

z; | 0 |10] 20 vi| 0 |10 20] 30

2 |03]04]03" pi | 0,1]04]04]0,1"
a) Znalezé rozklad zmiennej losowej: Z= X +Y,U = XY.
b) Zakladajac, ze zmienne X i Y s niezalezne, wyznaczyé: E(Z),V(Z), E(U),
V(U).

Zadanie 51. Dane s3 funkcje prawdopodobiefistwa niezaleznych zmiennych
losowych X i Y:
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T; 1 2 3 Yi 2 3 5
a)
pi | 0,3]05[02" p:[03]04]03"
b)x,--101 yi|-2|1]2]s5
pi | 0,2[06]02" pi |02]05]02]01"

Wyznaczy¢ funkcje prawdopodobiefistwa zmiennych losowych: U = X +Y,
V = XY.

Zadanie 52. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad w postaci:
X X
-1 0 1 -1 0 1

Y Y
A3 18 7a[i P 1/12|3/12 [ 2/12

1 [1/8[1/81/4 T [1/12 [4/12 | 1/12
Znalez¢ rozklad prawdopodobiefistwa zmiennych losowych: Z; = X2 + Y2,

Z3 =2X -3Y, Z3 = XY. Wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwang oraz wariancje dla
zmiennych: X, Y, Z,, Z,, Zs.

Zadanie 53. Dana jest gestos¢é dwuwymiarowej zmiennej losowej f(z,y).
Zbada¢, czy zmienne X i Y s niezaleine, jezeli

a) f(z,y) = 242%(1-y) da 0 <2< 1i0 < y < 1 oraz f(z,y) = 0 dla
pozostalych par (z,y),

b) f(z,y) = -113(6a:+4y+3) dla-1<z<1i-1<y<1loraz f(z,9)=0
dla pozostatych par (z,y),

) f(z,y)=%e ¥ dla0<z<2i0< yoraz oraz f(z,y) = 0 dla pozostalych
par (z,y).

Zadanie 54. Niech zmienna losowa (X,Y) wyraza sie wzorem
f(ery) = { 1/2  dla (z,y) € (0,1) x (0,2)
0  dla pozostalych par (z,y)
a) Znalezé dystrybuante zmiennej Z = (X,Y) oraz dystrybuanty zmiennych
brzegowych X i Y.
b) Wykaza¢, e zmienne losowe sa niezalezne.
¢) Wyznaczyé: E(XY), E(X3Y3).

Zadanie 55. Znalez¢ dystrybuante zmiennej losowej Z = (X,Y), zbadaé, czy

zmienne X i Y sa niezaleine, jezeli gestosé zmiennej Z wyraza si¢ wzorem:

(a) f(z,y) =2y dla0 <2 <2,0<y<1,oraz f(z,y) = 0 dla pozostalych par
z,y),

b) f(z,y) = (z+y)e =+ dlaz > 0i y > 0 oraz f(z,y) = 0 dla pozostalych

par (z,y).

Zadanie 56. Znalezé dystrybuanty zmiennych dwuwymiarowych z Zada-
nia 53.
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Zadanie 57. Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) wyraza
sie funkcja

0 dlaz<O0luby<0
?y?3-z-y) dla0<z<1i0<y<1
a)F(z,y):J y23(2-1y) daz>1i0<y<1 ,
z3(2 - z) dad<z<liy>1
! daz>1iy>1
(0 dlaz<0luby<0
z2y?/9 dla0<z<1i0<y<3
b) F(z,y) = z? da0<z<1iy>3
y?/9 dlaz>1i0<y<3
1 daz>1iy>3

\
Znalez¢ gestoéé prawdopodobiefistwa rozkladéw oraz gestoéci rozkladéw brze-
gowych i warunkowych.

Zadanie 58. Erozja T gleby przy réznym nachyleniu X, spowodowana opa-
dami 50 mm w ciagu 164 godzin, przedstawia si¢ nastepujaco:

X (w stopniach) | 0 [25]55]|85] 11

Y (wmm) |0,03]09[28][4,7[63"

a) Okresli¢ rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej (X,Y).
b) Wyznaczyé momenty zwykle: mo,1, M1,0, M1,1, Mo,2, M2,0-
c) Napisaé réwania prostych regresji drugiego rodzaju.
d) Korzystajac z nich, obliczyé erozje odpowiadajaca nachyleniom: 2°, 6°, 10°
oraz przewidywane nachylenia podczas erozji 0,5 mm, 5 mm.

Zadanie 59. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad podany w
tabeli:
ve\zi || 3 |35 4 |45 5

3 0,16 | 0 0 0 0

3,5 0,12|0,04| © 0 0

4 0,08 {0,08|0,08| 0 0

4,5 0 0,12 | 0,06 | 0,05 | 0,04

5 0 0 |0,01]0,08]|0,08

gdzie X jest $rednig ocen w sesji egzaminacyjnej w I semestrze dla losowo
wybranego studenta, Y zas — srednia ocen w sesji tego samego studenta w VI
semestrze.

a) Obliczy¢ wspélczynnik korelacji tych zmiennych losowych.

b) Napisa¢ réwnanie prostej regresji drugiego rodzaju zmiennej losowej Y
wzgledem X.

Zadanie 60. Gestos¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej wyraza si¢ wzorem
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f(z,y) =z+ydla (z,9) € (0,1)x(0,1), f(z,y) = 0 dla pozostalych par (z,y)
a) Wyznaczy¢ wspélczynnik korealcji zmiennych X i Y.

b) Czy zmienne sa nieskorelowane?

c) Wyznaczyé proste regresji drugiego rodzaju.

d) Wyznaczy¢ rozklady brzegowe.

e) Wyznaczy¢ rozktady warunkowe.

f) Wyznaczyé linie regresji pierwszego rodzaju.

Zadanie 61. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne rozkladéw:
a) zero-jedynkowego, '

b) liczby wyrzuconych orléw w rzucie trzema monetami,

c) o gestosci f(z) = 3e™® dla z > 0 oraz f(z) = 0 dla pozostatych g
(rozkiad wykladniczy).

Zadanie 62. Wykaza¢, ze nizej podane funkcje nie mogy by¢ funkcjami cha-
rakterystyczr}ymi zmiennych losowych:
a) p(t) = e=it*,
__1
b) o) = g
) o(t)=2-t| dla |¢| < 1, oraz ©(t) = 0 dla pozostatych t.

Zadanie 63. Korzystajac z funkcji charakterystycznych zmiennych losowych,
Wyznaczy¢ wartoéé przecietna, i wariancje dla tych zmiennych, jezeli

a) f(z)=e* dlaz > 0 oraz f(z) = 0 dla pozostalych z,

b) f(z)=L1elFldlaz e R (rozklad Laplace’a).

Zadanie 64. Podczas przeprowadzania badaf statystycznych zebrano 50
wynikéw: 1,05; 1,20 1,15; 1,15; 1,05; 1,205 1,00; 1,10; 1,25; 1,25;

1,155 1,005 1,05; 1,25; 1,05; 1,10; 1,05; 1,205 1,15; 1,05;

1,10; 1,105 1,10; 1,05; 1,005 1,15; 1,10; 1,15; 1,20; 1,15;

1,05; 1,25; 1,05; 1,10; 1,15; 1,25; 1,20; 1,005 1,20; 1,05;

1,25; 1,205 1,05; 1,15; 1,105 1,20; 1,10; 1,10; 1,25; 1,00.
Sporzadzié szereg rozdzielczy dla: a) n = 4, b) n = 6 klas. Wyznaczyé w obu
przypadkach 7 i o.

Zadanie 65. Uzupetnij tabele, a nastepnie wyznacz Z i o.

Numer | Przedzial | Srodek | Licznosé Czestosé Czestosé

klasy | klasowy klasy klasy klasy skumulowana
T; n; ni/n iy z;/n

1 20 - .. 15

= 20

= 50

. 40

..— 40 25
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Zadanie 66. Wyznaczy¢é metoda najwiekszej wiarygodnosci estymator pa-
rametru p w rozkladzie geometrycznym P(X = k) = p(1 — p)k-1 k = 1,2,...
na podstawie n-elementowej préby prostej (X1,...,Xn) pochodzacej z tego
rozkladu.

Zadanie 67. Cecha X ma rozklad normalny o znanej wartosci sredniej oraz
nieznanym odchyleniu standardowym. Dla n-elementowej préby prostej usta-
n

lono estymator odchylenia standardowego & = k Z | X; — p|. Dobraé parametr
1

k tak, aby byl on estymatorem nieobcigzonym.

Zadanie 68. Metoda najwickszej wiarygodnosci na podstawie n-elementowej

préby prostej X1, X, ..., X, wyznaczy¢ estymator parametru A rozkladu wy-

ktadniczego.

Zadanie 69. Wykazaé, ze estymator A2 = ;L "7 X? wariancji rozkladu wy-
kladniczego jest estymatorem nieobcigzonym.

Zadanie 70. Przeprowadzono badania wiréd studentéw, zadajac pytanie o
czas poSwigcany na nauke wlasna w ciagu tygodnia, i otrzymano wyniki (w

godzinach):
3,5; 4,0; 7,0; 4,0; 4,05 5,0; 6,0; 7,5; 3,0; 8,0; 2,5;

5,9; 5,05 6,05 5,0; 3,5; 6,0; 5,5; 8,0; 2,0; 7,0; 2,5.

Wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla wartosci éredniej oraz wariancji przy poziomie
istotnosci @ = 0, 95.
Zadanie T1. 7 partii towaru pobrano 15-elementowa, prébe, na jej podstawie
ustali¢, na poziomie istotno$ci @ = 0,90, przedzial ufnoséci dla wartoéci sred-
niej:

4,4; 4,2; 3,75 3,9; 4,1; 4,0; 4,1; 4,0; 4,2; 4,6; 3,7; 4,3; 4,4; 4,2; 4,0.
Zadanie 72. W celu wyznaczenia ladunku elektronu wykonano 26 pomiaréw
tego ladunku metoda Millikana, otrzymujac wyniki '

z=1,574-10""°,  s=0,043-1071°.

Zakladajac, ze bledy pomiaréw maja rozklad normalny o nieznanym o, wy-
znaczy¢ 88% przedzial ufnoéci dla prawdziwej wartoéci wielkosci tadunku elek-

trycznego.

Zadanie 73. Przed dokonaniem zmian w silniku samochodu dokonano 8
pomiaréw zuzycia paliwa i otrzymano wyniki z;, nastepnie takie same badania
wykonano po dokonaniu zmian i otrzymano wyniki y;.

z;:9,7,6,5;6,1;5,5;5,0;6,1;6,2;5,9; y;:4,9;5,0;4,7;5,0;5,0;4,7.
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Zalésmy, ze zuzycie paliwa jest zmienna o rozkladzie normalnym i Ze warian-
cja nie ulegta zmianie. Zweryfikowa¢ hipotez¢ o jednakowym zuzyciu paliwa
przed zmiang i po zmianie wobec hipotezy alternatywnej "zuzycie paliwa si¢
zmniejszylo” na poziomie istotnosci a = 0, 1.

Zadanie 74. W celu okreslenia éredniej temperatury w lipcu w danej miej-
scowosci zebrano wyniki, dotyczace éredniej temperatury w lipcu, z ostatnich
8 lat:

23, 22, 18, 25, 20, 21, 27, 20.
Na poziomie istotnoéci a = 0,05 zweryfikowaé hipotezg o Sredniej temperatu-
rze réwnej 24, przy:
a) hipotezie alternatywnej po # 24,
b) hipotezie alternatywnej po < 24.

Zadanie 75. W celu sprawdzenia poprawno$ci maszyny wazacej zwazono 10
partii towaru i otrzymano wyniki:

12,05; 12,20; 12,00; 11,95; 12,10; 12,00; 11,80; 11,95; 12,10; 12,05.
Zweryfikowaé na poziomie istotnoéci o = 0,05 hipotezeg:
a) H : 0® = 0,035 wobec hipotezy alternatywnej o # 0,035,
b) H : 0% = 0,035 wobec hipotezy alternatywnej o < 0,035,
¢) H : 0% = 0,035 wobec hipotezy alternatywnej o > 0,035.

Zadanie 76. Otrzymano duza partie towaru. Zweryfikowaé, na poziomie
istotnoéci @ = 0,01, hipoteze producenta, ze $rednia masa towaru wynosi
0,25 na podstawie otrzymanych wynikéw w 10 prébach:

z; | 0,215-0,225 | 0,225-0,235 | 0,235-0,245 | 0,245-0,255 | 0,255-0,265

n; 2 | 2 | 3 | 2 [ 1 '
a) wiedzac, ze odchylenie standardowe w calej partii towaru wynosi o = 0,015,
b) nie znajac odchylenia standardowego.

Zadanie 77. Temperatura w chtodni ma rozklad normalny N(-15,0). Wy-
konano 60 pomiaréw i na ich podstawie wyznaczono s? = 5. Zweryfikowat,
przy poziomie ufnoéci a = 0,1, hipoteze 02 = 3 przy hipotezie alternatywnej
%> 3.

Zadanie 78. Otrzymano od producenta wage. Chcac zweryfikowaé hipoteze
o = 0,1, zwazono 100-krotnie towar, otrzymano wyniki i zestawiono je w
tabeli:

z; | 6,4-66 | 6,6-68|687,0] 7072 7274|7476

n| 8 | 12 | 30 | 25 | 15 | 10
Czy otrzymane wyniki potwierdzaja te hipoteze, czy tez §wiadcza o tym, Ze
dokladno$é wagi jest wicksza, to znaczy o > 0.17
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Zadafut.a 79. W celu FprawdzeMa, czy nate¢zenie ruchu, na danej trasie, w dni
prze(%sw’lacteczx‘le (1) jest wieksze niz w dni powszednie (z2), zbadano liczbe
pasazerow w ciagu 15 kolejnych tygodni i otrzymano wyniki

21 | 400-600 | 600-800 | 800-1000 | 1000-1200 | 1200-1400 |
n| 1 | 2 | 2 T 3 1
25 | 400-550 | 550-700 | 700-850 | 850-1000 | 1000-1150 |
| 1 | 2 | 2 (] |

Na poziomie istotnosci @ = 0,002 zweryfikowaé hipoteze o réwnych nateze-
niach ruchu na rzecz hipotezy alternatywnej, ze §rednia liczba pasazeréw w
dni przed$wiateczne jest wieksza niz w dni powszednie, jezeli:

a) nie znamy odchylenia standartowego pomiaréw,

b) zakladamy, ze odchylenie standardowe pomiaréw wynosi o1 = o = 200.

Zadanie 80. Fabryka produkuje towar na eksport i na rynek krajowy. Prze-
badano 200 sztuk towaru na rynek krajowy i otrzymano wyniki z7 = 10, 05,
s? = 0,4 oraz 500 sztuk przeznaczonych na eksport i otrzymano wyniki
Z; = 9,8, s2 = 0,2. Na poziomie istotnosci a = 0,01 zweryfikowaé:

a) hipotez¢ H : py = p, przy hipotezie alternatywnej K : puy # po,

b) hipoteze H : 0% = 0,2 przy hipotezie alternatywnej K : o1 > 0,2,

c) hipoteze H : p; = 10 przy hipotezie alternatywnej K : u; > 10,

d) hipoteze H : ps = 10 przy hipotezie alternatywnej K : up < 10.



Rozdzial 4
Odpowiedzi i rozwigzania

1. W kaidym wierszu i w kazdej kolumnie moze sta¢ tylko jedna wieza. Kazdej
kolumnie przyporzadkujemy numer wiersza, w ktérym stoi wieza. Liczba takich przy-
porzadkowan jest réwna liczbie permutacji zbioru 8-elementowego, Ps = 8!.

2. a) Z jednej strony stolu mozna usadzi¢ panie na P4 = 4! sposobéw, podobnie jak
panéw z drugiej strony stolu. Poniewaz jednak panie moga si¢ zmienié¢ z panami stronq
stotu, to wszystkich mozliwosci jest 2(4!)2. b) Przy okraglym stole nie rozrézniamy
miejsc, zatem mozliwosci jest (4!)2.

3. Dwa asy losujemy z czterech na C¥ = (}) sposobéw, pozostalych 11 kart losujemy
z 48 kart na C33 = ({3) sposobéw. Wszystkich wynikéw losowania jest (3) (13

4. a) Najpierw uzupelniamy miejsce pierwsze i ostatnie cyframi 3 oraz 4. Dokonujemy
tego na 2 sposoby. Na pozostalych 4 miejscach ustawiamy pozostale 4 cyfry na Py = 4!
sposobéw. Ostatecznie takich liczb bedzie 2 - 4!. b) Jezeli cyfry moga sie powtarzaé,
pierwsze i ostatnie miejsce ustalamy na 4 sposoby, to pozostale 4 miejsca zapelniamy
6 cyframi (i mozemy je powtarza¢) na P¢ = 6% sposobéw. Ostatecznie liczb takich
bedzie 4 - 6.

5. Zbidr pusty traktujemy jako podzbidr 0-elementowy, ogdlnie k-elementowych pod-
zbioréw zbioru n-elemetowego jest (), n < k. Wszystkich podzbioréw jest

@+@D++G)+ Q) =+ =2

6. Liczba koéci domino, na ktérych nie powtarzaja si¢ numery, wynosi (";'1). Ponadto
jest (n + 1) koéci o powtarzajacych sie numerach. Ostatecznie liczba kosci wynosi
I+ @+ =+ 1)(n+2).

7. Ukladamy w rzedzie na podlodze czarne klocki, tak aby pomiedzy nimi mozna bylo
dotozy¢ po jednym bialym klocku. Biale klocki (jest ich k) dokladamy do utworzonego
rzedu w (n + 1) miejscach (n — 1 pomiedzy klockami czarnymi, jeden przed czarnymi
klockami i jeden po nich). Biale klocki doktadamy na C},; = ("}') sposobéw. Na
koniec budujemy wieze; na ("',:'1) sposobdw.

8. 0={w:w={pghpg=12,...,m p#q
a) Ar={weR: p<kig>k 0<k<n},

Q

=)

g}, 2=C
A= (—1)(n—k)
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P(Ax) = 2%, b) By ={weQ: p+g=k, 0<k< n}, dla nieparzystych k:
—_B'_—k =1ik-1), P(By) = ;1—("-"——_17), dla parzystych k, B = % —1), P(By) = Z(kT_—Zi‘)

9. a) Q= {“’ W= {k)n}1k elUr,ne UI_I}’ ﬁ: (115)(210)7

A={weQ: k=n=blubk=n=c}, A= (?)(115) + (?)(?), P(A) =11/20.

b) Q= {w: w={k,n,n2},k €Us,n1,n2 € U}, Q= (115) (220),

A={weQ: (k=biny=cing=c)lub(k=cini=biny=c)},

A= (6) + O ()G), P(4) =18/95.

c) Prawdopodobieristwo catkowite. A; — zdarzenie polegajace na tym, ze do II urny
dotozono i kul biatych, i = 0,1,2, P(Ao) = 5/35, P(A:1) = 18/35, P(Az) = 9/35.

B - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli bialej z II urny,

P(B/A;) = (15+1)/22,i = 0,1,2. P(B) = 3.5 P(B/A;)P(A;) ~ 0,67....

10. a) Schemat Bernoulliego. p = 1/11. Szukamy najmniejszego n, takiego ze

1 — P,(0) > 0,5, czyli (10/11)" < 0,5; wyznaczamy n = 8. b) Wybieramy n kul 2
urny. Jezeli zdarzenie B, polega na tym, ze nie wylosowano kuli bialej, to szukamy
najmniejszego n, takiego aby 1 — P(B,) > 0,5, gdzie P(B,) = (“:?) : (";2), czyli

gz—l'z—%’—_—") < 0,5. Wyznaczamy n = 6.

11. Schemat Bernoulliego, p - prawdopodobieristwo urodzenia dziewczynki, p = 0,48.
a) Ps(3) + Ps(4) + Ps(5) ~ 0,299 + 0,138 + 0,025 = 0,462. b) P5(0) + P;(5) =
(0,48)° + (0,52)° ~ 0,064. :

12. a) Prawdopodobierstwo catkowite. P(A*) — proporcjonalny udzial zespolow
typu A w maszynie, P(A*) = 0,3, P(B*) = 0,3,P(C*) = 0,4. Z - zdarzenie po-
legajace na zepsuciu si¢ maszyny. Maszyna zepsuje si¢ z powodu awarii podzespo-
16w typu A lub B, jeseli popsuja si¢ co najmniej dwa z trzech, czyli P(Z/A*) =
P(Z/B*) = Ps(3) + P3(2) = 0,028, gdzie p = P(A4) = 0,1, podobnie P(z/C*) =
P4(4) + P4(3) = 0,0272. Korzystamy ze wzoru na prawdopodobiefistwo catkowite
P(Z) = P(Z/A*)P(A*) + P(Z/B*)P(B*) + P(Z/C*)P(C*) = 0,02768. b) Wzér
Bayesa. P(C*/Z) = 2EPEIC) = 0,393,

13. a) P(F) = 4/9, P(A2) = 3/9, P(As) = 2/9. b) Prawdopodobiefistwo catko-
wite, P(B;) — prawdopodobienistwo wyprodukowania braku w fabryce F, P(By) =
2/9, P(Bs) = 3/9, P(Bs) = 4/9, B - pobranie z magazynu wadliwego towaru, P(B) =
Y2 P(B;)P(F;) = 25/81. ¢) Waér Bayesa, P(F;/B) = ZERB/R) = FEQZE,
P(Fy/B) = 12/25, P(F2/B) = 9/25, P(F3/B) = 4/25.

14. Schemat Bernoulliego, p — prawdopodobiefistwo, ze lipcowy dziei bedzie sto-
neczny, p=5/T,n =17,k > 3, Pr(k > 3) = 1— Pr(k < 3) = 1 - (P7(0) + Pr(1) +
Pr(2)) = 1 - ((2/7)7 +7(5/T)(2/7)° + 21(5/T)(2/7)%) 0, 976.

15. Uogdlnijmy zadanie, zakladajac, ze zaréwno stron, jak i bledéw jest n. Liczba
wszystkich mozliwych rozlozen n bledéw na n stronach jest Q = n", oznaczmy przez
A; — zdarzenie, ze na losowo wybranej stronie (np. pierwsz_el') jest i bledéw, Ag =
(n— 1", A = n(n— 1)1, & = (3)(n — 1)*~2, ogdlnie Z; = (D)(n — 1"~ i =
0,1,... Jezeli przez A oznaczymy zdarzenie sprzyjajace, to

P(a) =1- 53 G = (22)" (5 - ),

nn
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Kladac n = 500, otrzymujemy P(A) =~ 0,08.

16. Schemat Bernoulliego, najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw ko mieéci
si¢ w przedziale (n+ 1)p -1 < ko < (n+1l)p,p=1/6.a) n = 11,1 < ko < 2,
przyjmujemy ko = 1 oraz ko = 2, b) n =20, ko = 13, ¢) n =78, Ko = 13, d) n = 83,
ko = 13 oraz kg = 14.

17. Schemat Bernoulliego, p = 1/365, najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw
ko miesci si¢ w przedziale (n+1)p—1 < ko < (n+1)p. a) n = 30, p = Pso(3) = 0,0%77,
ko =0,b) n =250, p= Pas0(3) = 0,027, kg = 0, c) n = 1000, p = Py1o00(3) = 0,221,
k() = 2,

18. Schemat Bernoulliego, nieznane p, wiemy, ze Py(1) 4+ P2(2) = 0, 51, zatem 2p(1 —
p)+p?=0,51,czyli p=0,3.

19. Prawdopodobieristwo geometryczne. Kazdy podzial odcinka mozna opisaé para
liczb (z,y), gdzie = — dlugos$é pierwszego odcinka, y — dlugoéé drugiego odcinka,
trzeci odcinek ma wéwczas dlugoéé 10 — z — y, oczywiscie £ + y < 10. Zbiér punktéw
spelniajacych te warunki tworzy przestrzenn Q w ksztalcie tréjkata o wierzchotkach
(0,0),(10,0),(0,10), jego pole m(2) = 50. Zdarzeniu sprzyjajacemu odpowiadajg
punkty z © spelniajace dodatkowo trzy warunki:z+y > 10—z —y, ¢+ (10-z—y) >
v, y+ (10 —z —~ y) > z, gdyz suma dowolnych dwéch odcinkéw musi by¢ wigksza
od trzeciego odcinka, aby mozna bylo zbudowaé tréjkat. Warunki te sa réwnowazne
warunkom z + y > 5, y < 5, ¢ < 5, ktdre opisuja zbidr zdarzen sprzyjajacych, jego
miara wynosi m(A) = 12,5. Zatem P(A) =0, 25. :

20. Prawdopodobiefistwo geometryczne. Ustalmy, bez straty ogdlnoéci, ze nasz okrag
jest jednostkowy, a jednym z punktéw jest P; = 1. Kazdy wybdr pozostalych dwéch
punktéw mozna opisaé jako wybdr dwéch katéw srodkowych: z — kat rodkowy oparty
na jednym boku tréjkata, y — kat srodkowy oparty na drugim boku tréjkata, trzeci
kat érodkowy ma miare 27 — z — y, oczywiscie ¢ < 2m, y < 2w, z + y < 2m. Wobec
tego przestrzen w opisujemy w ukladzie wspéirzednych jako tréjkat o wierzchotkach
(0,0),(0,2m), (27,0), a jego miara wynosi m(2) = 2x%. a) Aby tréjkat byl prosto-
katny, ktéryé kat srodkowy powinien byé réwny =, zatem z = w lub y = = lub
z + y = 7. Miara takiego zbioru wynosi 0, wobec tego P(A) = 0. b) Aby tréjkat byt
rozwartokatny, jeden z jego katéw musi by¢ wigkszy od 7/2, zatem = + y > w lub
y > 7 lub z > 7. Czeéé wspdlna zbioru wyznaczonego z tych warunkéw i zbioru € to
trzy tréjkaty, kazdy o polu réwnym %wz, ostatecznie P(A) = 3/4.

21. Prawdopodobiefistwo geometryczne. Zatézmy, ze dane proste to proste z = k2a,
k € Z. Ograniczmy sig, bez straty ogdlnoéci, do przypadku, kiedy $rodek danego
odcinka bedzie lezal na osi OX, z =€ (0,a), jego zaé kat nachylenia do osi OX,
o € (37, 2r). Miara tak opisanego 2 wynosi m(Q) = an. Zbidr zdarzen sprzyjajacych
jest dodatkowo opisany warunkiem: —I cos a > z, zatem m(A4) = — [ f: lcosada=1.
Ostatecznie P(4) = l/(am).

22. Prawdopodobiefistwo P(A), ze mecz zakonczylby sie sukcesem zawodnika A,
wynosi P(A) = 0,75, a P(B), ze sukces odniesie zawodnik B, wynosi P(B) =0, 25.1
w takim stosunku nalezy podzieli¢ nagrode.

23. a) P(A) = 7/8, P(B) = 1/8 nagroda powinna zosta¢ podzielona w stosunku
7 : 1, b) P(A) = 20/27, gracz A moze zakoiiczyé rozgrywki po jednym meczu 2
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prawdopodobieristwem 1/3, po dwéch z prawdopodobienstwem 2/9, po trzech z 1/9
i po czterech z 1/27, podobnie P(B) = 6/27, P(C) = 2/27. Nagroda powinna byé
podzielona w stosunku 19 : 6 : 2.
|58 |59]60]61]62]63 EX)=6,075,
pi |1/81/812/8[1/8[1/8]2/8 V(X)=0,029.
| 15 | 16 | 17 | 18 | 19 E(X) =11,
pi | 1/8 | 2/8 | 2/8 [ 2/8 | 1/8  V(X)=1,5.

0 dlaz <0

1/16 dla0<z<1
5/16 dlal<z<2
11/16 dla2<z<3 °
15/16 dla3 <z <4
1 dlad4<z

X 2 1-1] 0 1
26. a) c=10,2 b) 2X+1 3 )-1] 1 3 .
PX==z)|01]c |03]04
¢) E(X)=0,V(X)=1L,EY)=1,V({Y)=
27. a) ¢ =1/8,
X -4 -3 -2 | -1 0 1 2 3 4
b) Di 1/16 | 1/16 | 1/8 | 1/4|1/8|1/8 |1/8 | 1/16 | 1/16
X% -4 12 5 0 31 4] -3 0 5 12
. Y|4 ]3]0 ] 5 |12
dane przenosimy do tabeli: (183828 818

¢) E(X) =0,75, V(X) = 3,94, E(Y) = 0,5, V(Y) = 20, 25.

0 dlaz <-1
(z2+2z+1)/2 dla —-1<z<0
(—z2+2z+1)/2 dla0<z<1

24. a)

b)

0 dlaz<0
1/8 dla0<z<1
25. b) F(z)=4 1/2 dlal<z<2 | F(z)=
7/8 dla2<z<3
1 dla3<z

28. a)a=1,F(X)=

1 dlal<z
P(|X]|<1/2)=0,75,
0 dlaz<1
b)a=e F(X)={ Inz dlal<z<e ,P(X>e?)=0.
1 dlae<z

cos(:c/2) dlad<z<m
dla pozostalych =

V2

29. a)a=1/2,8=1, f(z) = yp=1-2%,

e*/2 dlaz<0
b)a=1,8=2,f(z)=< 0 dla0<z<2 ,p=%21.
2/(z+2)? dla2<z

30. fx(z) =1/a,dlaz € (0,a), oraz fx (x) = 0 dla pozostalych z. PonadtoY = X2,
g(z) = 72?2, dla £ > 0 g ma funkcje odwrotna h(y) = \/y/7r R(y) =3 \/@7, zatem

fr (v) = fx(h(y))h'(y), dla h(y) € (0, @), czyli fy (y) = \/—
fr (y) = 0 dla pozostatych y.

dla y € (0, 7%a) oraz
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31. Szukamy funkcji gestosci zmiennej Y = g(X) = In(X +1) dla danego X . Podobnie
jak we wczedniejszym zadaniu wyznaczamy h(y) = ¥ —1 i stosujac odpowiedni wzdr,
otrzymujemy fx2(z) = ze® dla z € (0,1) oraz fx2(z) = 0 dla pozostatych z.

32. Wiadomo, ze fy(z) = fx(h(¥))|h'(y)|, o ile Y = g(X), g jest funkcja monoto-
niczng, o funkcji odwrotnej h, zatem, przy dodatkowym zalozeniu h/(y) > 0, mamy
Fy(y) = Y fx(h(u))h'(u)du. Dokonujac zamiany zmiennych h(u) = ¢, otrzymu-
Jemy
Fy(y) = [, (5) fx ()dt = Fx (h(y)).

W naszym przypadku g(z) = 2z + 1 jest funkcja monotoniczna, funkcja do niej od-
wrotng jest h(y) = (y — 1)/2. Korzystajac z wyprowadzonego wzoru, otrzymamy
Fy(y) = In%* dla h(y) € (1,e), tzn. y € (3,2¢ + 1) oraz Fy(y) = 0dlay < 3 i
Fy(y) =1 dlay>2e+1

1/6 dlab<y<11 L. dla36<z< 144
33. a) fr(v) ={ 0/ dl: pc;.yy—  J2(2) = { (;27; dla poz. z )

1 2-27
dlay>2 )= A VZ dlaz>9 .
dla poz. y dla poz. z

b) fr (4) = { g $0-

34. Poniewaz V(X) = E(X?) - (E(X))? =1, E(X) = 2, wiec E(X?) =5, E(Y) =
E(2X +1) = 2E(X) + 1 = 5. Podobnie V(Y) = V(Y?2) — (V(Y))? = E(4X2 + 4X +
D= (BE(Y)?=4-544-2+1-52=4.

35. a) Wspélczynnik proporcjonalno$ci wyznaczamy z warunku

P(-0,1< X <0,1)=k(0,1-(-0,1)) =1, zatem k = 5,

b) p1 = 5(0,05 — 0) = 0,25, p; = 5(0,05 — (—0,05)) = 0,5, c) z; spelnia warunek
5(z; — (-0,1)) = 0,25, z; = —0, 5, podobnie z; spelnia warunek 5(0,1 — x3) = 0,75,

222:—0)5,
0 dlaz < 0,1
d)f(a;):{g ‘j}:;oezfx ,F(z):{ 524+0,5 dlazel
’ 1 dla0,1< ¢«

e) E(X) =0, V(X) = 1/300.

36. a)py=e /2 el pp=1-¢"10,
[0 dlaz<0 d) E(X) =10, V(X) = 100,

b) F(z) = 1—e %% dlaz>0"’ e)z=10In10.

37. 36a) e 1/2 = 0,6065, e~! = 0,3679, e"10 = 0, p1 = 0,9744, p,=1, 36e)

Inl0=y,toe™¥—-0,1,y = 4,6, ¢ = 46.

38. 28a) E(X) =0, ¥(X) = 1/6, 28b) E(X) =e — 1,V(X) = 0,5(e — 1)(e — 3),

29a) E(X) =7-2,V(X) =272 -8—(r—8)2 =4p—12, 29b) E(X)=V(X) =

39. a) P(X = k) = (0,4)*1(0,6), b) F(z) =0dlaz <0, F(z) = 1 - (0,4)*, dla
k-l<ze<k k=12..,¢)pp=PX<3)=F@3) =084p,=PX>3)=
1—-F(3)=0,16, ps = F(5) — F(2) = 0,3744, d) E(X) = 1,67, 0 = 1,05.

40. Rozklad Poissona, A = np = 2, P(A) = 0,68.
41. Rozklad Poissona, p = 18/250, A = np = 0,72, P(A) = 0, 84.
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X-—p

42. Utwérzmy nowa zmienna X, = pat X = Xpo + p. Zmienna X, ma rozkltad
normalny N(0,1). Zatem P(|X — p| < ko) = P(|Xn| < k) = 2P(Xa < k) - L.
a) k = 1,96, z tablicy rozkladu normalnego odczytujemy, ze 2P(Xn, < k) -1 =
2.0,975—1 = 0,95, dla k = 2,55 2P(Xn, < k) —1=2-0,9963 — 1 = 0,9926, b)
o« = 0,95, szukamy z, dla ktérego 2P(X, < z) — 1= 0,95, cayli P(Xn < z) = 0,975,
odczytujemy z tablic z = 1,96, dlaa = 0,1, 2P(X, < z)—1=0,55, zatem = = 0, 13.

43. a) Zmienna X, = £33 ma rozklad normalny, zatem dla k = 1,6 mamy P(|X] <

k) = P(-2,3 < X, < =0,7) = P(0,7 < Xn < 2,3) = 0,9893 — 0,7580 = 0,2313,
dla k = 5,8, P(|X| < 5,8) = P(Xn < 1,4) = P(X < —4,4) = 0,9192. b) Podobnie
P(X < &) = P(Xn < %53) = @, stad dla a = 0,95 mamy z = 6.26, dla @ = 0,1
z = —5, 56.
44. Zmienna X, = '}‘(’T‘zz' ma rozklad normalny oraz P(1,7 < X < 2,3) = 2P(X, <
1,5)—1 = 0, 8664, zatem prawdopodobieristwo otrzymania braku wynosi 1—0, 8664 =
0,1336.
45. a) E(X) = [ 227" %dz = \/7/2, E(X?) = [P 232124z = 2, V(X) =
400
E(X?) - (E(X))?=4-7/2,b) P(X > E(X)) = / ze 12z = e 14,
\/m/2
46. Wyznaczamy dystrybuante F(z) = 1 —e™*/2. a) P(X; > 20i X» > 20) =
P(X;>20)P(X2>20)=e2e"! = e 3,
b) P(X1 <10 lub X5 < 10) = P(X1 < 10)+ P(Xz < 20)—P(X1 <101X3 < 10) =
e-le=1/2 = ¢-3/2,

47. a) P(T < 2) = 0,975, P(T > 1,7) = 10,95 = 0,05, b) P(T < z0) + P(T <

—z0) = 1, P(T < —zo) = 1—0,005 = 0,995 stad —zo = 2,787, & < —2,787.
P(T > 25) = 0,01, czyli P(T < o) = 0,99 2o = 2,485, z > 2,485, ¢) n = 60.

48. a) P(x? < 5) = 0,025, P(x* > 29,8) = 0,005, b) P(x? < z) < 0,005,z < 7,434,
P(x® > z)< 0,01, z > 37,566, c) n = 18.

49. a) P(X = 5;0,5) = 0,000158, P(X = 5;2,5) = 0,066801, P(X = 5;5) =
0,175467, P(X < 3;0,5) = 0,6065 + 0,3033 + 0,0758 = 0,0126 = 0,9982, P(X <
3;2,5) = 0,757576, P(X < 3;5) = 0,265026, b) P(X = T;X) > pi, p1 = 0,0001,
A1>1,p=0,001, Ay > 1,6 p3 = 0,01, Az > 2,5.

50. Ponissze tabele obrazuja sposéb wyznaczania dopuszczalnych wartosci nowych

zmiennych, s3 to wartosci ”w licznikach”, oraz prawdopodobiefistwa ich wystapienia,
sa to wartoéci ”w mianownikach”.

0 10 20 30 0 10 20 30

X+Y " 0,1 l 04 l 0,4 l 0,4 XY " 0.1 | 0,4 l 0,4 ' 0,4
T —0_ | 10_ ] 20 [ 30 o o] 0.9 [ 2.
0,3 0,03 0,12 0,12 0,03 0,3 0,03 0,12 0,12 0,03
10 10 [ 20 [ 30 40 10 [ _0_ [ 100 | 200 | _300
0.4 0,04 0,16 0,16 0,0,04 0,4 0,04 0,16 0,16 0,0,04
20 20 [ 30 [T 40 [ 50 —20 J_0_ [ 200 [ 400 [ 600
0,3 0,03 0,12 0,12 0,03 0,3 0,03 0,12 0,12 0,0

Powyisze dane zestawiamy w tabelac

X+Y | 0 | 10 | 20 | 30 | 40 | 50
pi | 0,03 | 0,16 | 0,31 | 0,31 | 0,16 | 0,03
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XY | 100 | 200 | 300 | 400 | 600 |
P | 037 0,16 [ 0,04 ] 0.12 [ 0,03 ]

E(Z) = 25, V(Z) = 125, B(U) = 150, V(U) = 23900.
w3 | 4|5 | 6178

51.2) — 175,09 [ 0,27 | 0,26 | 0,17 | 0,15 | 0,06 °

w| 2 | 3| 4|56 ]9 |10]15

p (0,00 | 0,12 | 0,15 | 0,09 | 0,26 | 0,08 [ 0,15 [ 0,06 '

b z,-|-3|-2|-1|0|1|2|3|4|5|6

) 5 (0,04 [0,12 [ 0,04 | 0,1 [ 0,34 | 0,22 | 0,04 [ 0,02 [ 0,06 [ 0,02

w| -5 | 2 |-1]0]1]2]5
p: | 0,02 | 0,08 [ 0,1]06][01]0,08][002°
52 Zy=X?4Y%2| 1 | 2 Zs=XY | -1] 0|1
- 2) ) [3/8 [ 5/8 p | 2/8[3/8[3/8"
Z,=2X-3Y | 5|3 |-1]|31]5
) (178 (178 | 3/8 | 2/8 | 18

E(X) = 1/8, V(X) = 39/64, E(Y) = 0, V(Y) = 1, E(Z1) = 13/8, V(Z1) = 15/64,
E(Z2) =0, V(25) = 10, E(Zs) = 1/8, V(Zs) = 39/64,

b Zi=X*+Y2| 0 | 1 | 2 Zs=XY | -1 | 0 | 1
) P [3/12 | 7/12]2/12”° p | 1/12|10/12[1/12°
Zp=2X-3v| 5 | 3 | -2 |-1]0 | 2

P 1712 [ 4712 | 1/12 [ 1/2 [ 3/12 [ 2/12°

E(X) = 1/12, V(X) = 59/144, E(Y)=1/2,V(Y)=1/4, E(Z)) = 11/12, V(Z,) =
59/144, E(Z5) = —4/3, V(22) = 79/18, E(Z3) = 0, V(Z3) = 1/6.
53. Wyznaczamy rozklady brzegowe a) fi(z) = fj:: f(z,u)du = 3z2,dla0 <z <1,
_ . . . dvi

fo(y) = f_'_"°° flo,y)dv = 2(1—y) dla 0 <y < 1. Zmienne sa niezalezne, gdy
P @) o) S fay) b) fi@) =z +1/2,dla—1 Sz <1, foly) = 2y/3+1/2 dla
—1 < y < 1. Zmienne nie s3 niezalezne, gdyz fi(z)f2(y) # f(2,9), ©) fi(z) =%, dla
0<z<2 faly)y=e¥dlay>0, zmienne s3 niezalezne.

0 dla z<0by<0

zy/2 dla 0<z<1,0<y<2

54.a) Fz(z,y)=4 ¢ dla 0<z<1,,y>2
y/2 dla z2>1,0<y<?2
1 dla z>1,y>2
0 dla z<£0 0 dla z<0
Fi(z)=q ¢ da 0<z<sl, Fz(y)={y/2 da 0<y<2,
1 dla z>1 1 dla y>2
) E(XY)=1/2= E(X3Y3).
0 dlaz<0luby<0
z2y?/4 dla0<z<2i0<y<1
5. a) F(z,y) =4 /4 dla0<zr<2iy>1 ,
e daz>2i0<y<1
1 dlaz>2iy>1
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Fi(z) = F(z,1), F2(y) = F(2,y),

00 dlaz <0 0 dlay<0
Fi(z)=< z?/4 dla0<z<2 ,F(y< y* dla0<y<1 .
1 dlaz > 2 1 .dlay>1

Ponicwai Fz(z,y) = F1(z) - F2(y), zatem zmienne s3 niezalezne.

b) Fz,y) =2 [2+e "2+ 1)+eVQ2y+ 1)+ (a2 +y+2)e CH)] dlaz>0iy >
0 oraz F(z,y) = 0 dla pozostalych (z,y).

Fi(z) = y—lél-lpoo F(z,y) =1+ 3e7%(2z 4+ 1) dla & > 0 oraz Fy(z) = 0 dla pozostalych

z. Podobnie Fy(y) = 1+ 1e7¥(2y + 1) dla y > 0 oraz Fy(y) = 0 dla pozostalych y.
Zmienne nie s3 niezalezne.

0 dlaz<0luby<0
y2—-y) dlaz>1i0<y<1
56. a) F(z,y) =4 z3 da0<z<liy>1 ,
3(2-y) dla0<z<1i0<y<l1
1 dla pozostalych z, y
0 dlaz<—-1luby< -1

(y+1(2y+1)/6 dlaz>1i -1<y<1
b) F(z,y) = ¢ z(z+1)/2 dla —1<z<1liy>1
y+1D)2y+1)Bz+2y—2) dla —1<z<1i-1<y<1
1 dla pozostalych z, y
0 dlaz<0luby<0
c)F(x,y):{l—e‘y dlaz>2iy>0
z2(1—ev)/4 dla0<z<2iy>0

b

57. a) Wyznaczamy gesto§¢ prawdopodobienistwa f(z,y) = %%(:c,y) = 6zy(2 —
z—y)dla0<z<1i0<y<1oraz fz(z,y) = 0 dla pozostatych (z, y). Stad wyzna-
czamy rozklady brzegowe fi(z) = fol f(z,y)dy = z(4 — 3z), fa(y) = fol f(z,y)dz =

y(4 — 3y) oraz rozklady warunkowe f(z|y) = [; ff:'yy) du = xz%_%ﬁ, dla0<z<1

oraz f(zl|y) = 0 dla poz. z, f(ylz) = fé’ %dv = yz:%';—f”_—;? dla 0 < y <1 oraz
f(y|z) = 0 dla poz. y. b) f(z,y) =4zy/9dla0 <z <1i0<y<3, oraz fi(z) =2z
dla0 <z<1, foly) =2y/9dla0 <z <3 fzly) =22 dladla0< z <1 oraz
f(zly) = 0 dla poz. z, f(ylz) = y?/9dla 0 <y < 3 oraz f(y|z) =0 dla poz.z;.

58. Rozklad prawdopodobienstwa: p; ; = 0,2 dla i = j oraz p; j = 0 dla i # j.

a) Wobec tego momenty zwykle wyznaczamy z zaleznoéci my,; = Zi‘ zFy;, 1 tak
mamy:. my o = 5,5, mo,1 = 2,946, m20 = 45,95, mg,2 = 14,086, mp1 = 25,38.

b) Momenty centralne: py 1 = my,1—myomo1 = 9,177, pa 0 = map—(m1,0)* = 15,7,
oy = \/Tn—2’3 = 3,962, Ho,2 = Mo,2 — (1’71(),1)2 = 5,422, 09 = \/T_no—’z = 2,325,

¢) Wspétezynnik korelacji p = i{;‘; =0,99.

d) Prosta regresji (patrz (1.10)) y—2, 946 = 0,584(x—5, 5), y—2,946 = 0, 589(z—5, 5).
e) Erozje odpowiadajaca kolejnym nachyleniom wyznaczamy z réwnania pierwszej
prostej: y(z) = 2,946 + 0,584(z — 5,5), y(2) = 0,9, y(6) = 3,26, y(10) = 5.58,
nachylenia za§ odpowiadajace kolejnym erozjom z réwnania drugiej prostej: z(y) =
1,697y + 0,5, £(0,5) = 1, 348, z(5) = 8,98.

59. a) p=0,8,b) y— 3,705 = 0,857(z — 4, 06), y — 3,705 = 1,306(z — 4, 06).
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60. a) Momenty zwykle wyznaczamy ze wzoru my [ [ z*y' f(z,y)dzdy, mo1 =
myo=17/12, my; = 1/3, mao = mo,2 = 5/12, z odpowiednich wzoréw wyznaczamy
11 = —1/144, poo = p0,2 = 11/144, oraz p = 11/144. C) proste regresji II rodzaju:
y—7/12 = —(z — 7/12)/11 (zmiennej Y wzgledem X), y — 7/12 = —11(z — 7/12)
(zmiennej X wzgledem Y). d) Rozklady brzegowe: fi(z) = 1/2+ z dla z € (0,1),
fi(z) = 0 dla poz. z, fa(y) = 1/2+y dlay € (0,1), f2(y) = 0 dla poz. y.

e) Rozklady warunkowe wyznaczamy ze wzoru f(z/y) = %g%—})z = 2:—1% oraz f(y/z) =

- 1
2%1—%. Nastepnie liczymy E(X/y) = [; © -Q%d:c = %-—-9-2;_"_:; ,E(Y/z) = %—“"—-22_'_3:.

f) Linie regresji I rodzaju: y = E(Y/z)orazz = E(X/y), cayliy = %2‘2.5%) = %%-%l

61. a) p(t) = 3, €% py = 0 + €'tlp = 1 4 pe't, b) p(t) = g(e" +1)%,

¢) ¢(t) = =5

62. a) b) Funkcje nie spelniajg warunku ¢(—t) = ©(). ¢) Funkcja nie spetnia
warunku |p(¢)] < 1.

63. 2) p(t) = Lo, P(1) = rigms #(0) = =y B(X) = —ig/(0) = 1, V(X) =
WO +¢"(0) = 3, b) ¢(t) = Thm, B(X) =0, V(X) =3,

Numer Przedzial Srodek | Licznoéé | Czestosé Czestosé
klasy klasowy klasy klasy klasy skumulowana
T; n; n,~/n Z;:l :m/n ’
1 0,975 -1,025 | 1,00 6 3/25 3/25
64. 2 1,025 - 1,075 | 1,06 11 11/50 17/50
3 1,075 - 1,125 | 1,10 10 1/5 25/50
4 1,125 - 1,175 | 1,15 9 9/50 17/25
5 1,175 -1,225 | 1,20 7 7/50 43/50
6 2,225 -2275 | 1,25 7 7/50 1
T =1,121, 0% = 0,0063, 0 = 0,0794.
Numer | Przedzial | Srodek | Liczno$¢ | Czgstosé Czestosé
klasy klasowy klasy klasy klasy skumulowana
T; n; n;/n PREITAL
65 1 20 - 24 22 15 1/10 1/10
’ 2 24 - 28 26 20 2/15 7/30
3 28 — 32 30 50 1/3 17/30
4 32-36 34 40 4/15 5/6
5 36 - 40 38 25 1/6 1

T = 26,53, 0% = 5,582, o = 2,362.
66. Funkcja wiarygodnosci: L = IIf_;p(1—p)Xi~* oraz InL = nlnp+n(X - 1)In(1-
p), gdzie X = 1 3°7 X;. Rozwiazujac réwnanie (In L), =0, otrzymujemy p = %

P C it 2 2 —

67 B(6) = B (k7 |X: — i) = kX5 B(Xi — ) = 52 [1 o — ple™ 5 do =
s—,L-:-” 2 . .

0—2\%'; f:oo(:c—u)e_ 7 dz = 7"% [ e*/?dz = %%r‘l (Podstawienie ((z—p)/o =

1

z). Z réwnosci E(6) = o otrzymamy k = 5 /2.



130 4. Odpowiedzi i rozwiazania

68. Wiemy, ze f(z) = +€~*/. Funkcja wiarygodnoéci: IIf e~/ InL = inX —

In M. Réwnanie wiarygodnosci: (In L)} = 0, 1'7%(- - % =0, =nX = 1 X

69. Wiadomo, ze f(z) = 1072/} E(X) = A, E(X?) = 2)%. Wyznaczamy E(\?) =
= ST E(X?) = & 37227 = A2, Estymator jest nieobcigzony.

70. Wyznaczamy T = 5, 11, s> = 3,02. Przedzial ufnosci dla wartosci éredniej: W =
(.’c‘—- LT+ 5‘:—,), gdzie ®(t) = 1+ /2 = 0,975, ¢t = 1,96, W = (4,37;5,86).
n5? ns?
PRI 5

tablic kwantyli rozktadu x2? dla 1 4+ «/2 i 1 — «/2 przy n — 1 stopniach swobody, w
tym przypadku z2 = 35,479, z; = 10,283, W = (1,87;6,461).

71. Wyznaczamy T = 4,12, s2 = 0,059. Przedzial ufnosci dla wartosci éredniej 1
wariancji patrz poprzednie zadanie: ¢t = 1,64, W = (4,02;4,22). z, = 23,685, z; =
6,571, W = (0,037;0, 135).

72. Patrz poprzednie zadania, t = 1,56, W = (1,561 - 1071°,1,587 - 10~1°).

73. Patrz punkt VII° w Tabl. 5.8, n; = 8, 7 = 5,875, 0% = 0,192, n; = 6, %3 = 4,88,
0% = 0,018, uopt = 6,055, W = (1,28;+0), uops € W. Hipoteze odrzucamy na rzecz
hipotezy o zmniejszeniu zuzycia paliwa.

74. Wyznaczamy T = 22, s2 = 7,5, s = 2,74, toy = Z=£2/n — 1 = —1,93.

a) W = (—o0;-2,365) U (2,365; +00), tor ¢ W. Nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy. b) W = (—o0; —1, 895), t,p1 € W. Hipoteze o Sredniej temperaturze réwnej
24 odrzucamy na rzecz hipotezy, ze $rednia temperatura jest mniejsza od 24.

75. Patrz punkt IV® w Tabl. 5.8. n = 10, T = 12,02, s? = 0,0106, x2,, = 3,029, a)
W = (0;2,700)U(19,023), x2,; W nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy na rzecz
hipotezy o2 # 0,035, b) W = (0;3,325), x%, € W. Hipotez¢ odrzucamy na rzecz
hipotezy o2 < 0,035, c) W = (16, 819; +00), nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.

1
X

Przedzial ufnoéci dla wariancji: W = ( ), gdzie z5 oraz z; odczytujemy z

76. Wyznaczamy z préby Z = 0,238, s = 0,0125. a) Patrz punkt II° w Tabl. 5.8
toyn = TE2/n —1=-2,882, W = (—00; ~2,821), to € W, hipotezg odrzucamy na

rzecz hipotezy alternatywnej. b) Patrz punkt I° w Tabl. 5.8 uopr = =£2/n = —2,52,
W = (—00,—2,33), uon € W, hipoteze odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej.

77. Patrz punkt V° w Tabl. 5.8, ugy = (/224" — v2n— 3 = 3,325, W = (1,28, 00),
Uopt € W, hipoteze odrzucamy.

78. Wyznaczamy T = 7,014, s = 0,273, s* = 2,75. Metoda I: Korzystamy z prze-
dzialu ufnosci dla n > 50 (punkt V° w Tabl. 5.8) i otrzymujemy uop = 24,952,
W = (1,28, 00), uoe1 € W, hipotez¢ odrzucamy.

Metoda II: Korzystamy z przedziatu ufnosci dla n > 100 (punkt VI° w Tabl. 5.8) i
otrzymujemy uop = 0,935, W = (1,28, 00), uop1 & W, nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy.

79. 77 = 1020, T3 = 773, s; = 228, s; = 171. a) Korzystamy z przedzialu ufnosci,
punkt VII® w Tabl. 5.8, Uy = 2,1224, W = (2, 88;00), Uosy ¢ W. Nie ma podstaw
do odrzucenia hipotezy. b) Korzystamy z przedzialu ufnosci, punkt VI® w Tabl. 5.8,
Uost = 2,1007, W = (2, 88;00), Uopi € W. Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.
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80. a) Patrz punkt VII° w Tabl. 5.8, uon = 7,21, W = (—o0, —2,58) U (2, 58, 4+00),
uop € W. Hipoteze odrzucamy. b) Patrz punkt VI® w Tabl. 5.8, uepy = 10,1, W =
(2,33;400), ot € W. Hipotezg odrzucamy na rzecz hipotezy K : 0% > 0,2. c) Patrz
punkt III° w Tabl. 5.8, usnn = 0,79, W = (2,33;+00) uopr ¢ W. Nie ma podstaw
do odrzucenia hipotezy. d) Podobnie jak w c), uobr = —4,47, W = (—o0;—2,33),
uopi € W. Hipoteze odrzucamy.
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Tablica 5.1 Wartosci funkcji wykladniczej f(z) = e

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.00 1,0000 | 0.9990 | 0,9980 | 0,9970 | 0,9960 | 0,9950 | 0,9940 | 0.9930 | 0,9920 | 0.9910
0.0 1,0000 | 0,9900 | 0.9802 | 0,9704 | 0.9608 | 0.9512 | 0,9418 | 0,9324 | 0,9231 | 0,9139

0.1 0,9048 | ,8958 | .886¢9 | .8781 | 8694 | 8607 | .8521| ,8437| ,8353| .8270
0.2 8187 | 8106 .8025| ,7945| .7866| 7788 | 7711 | ,7634| ,7558 | 7483
0.3 7408 | 7334 7261 | .7189 | 7118 | .7047| ,6977| ,6907 | ,6839| ,6771
0.4 6703 | 6637 | 6570 | .6505| .6440| ,6376 | ,6313| ,6250| 6188 | 6126
0,5 0,6065 | 0.6005 | 0,5945 | 05886 | 0,5827 | 0,5769 | 0.5712 | 0,5655 | 0.5599 | 0,5543
0.6 5488 | 54341 5379 | 5326 ,5273| .5220| 5169 ,5117| ,5066 | ,5016
0,7 4966 | 4916 | 4868 | 4819 4771 | 4724 | 4677 4630 | ,4584 | 4538
0.8 4493 | 4449 | 4404 | 4360 | ,4317| 4274 | 4232 4190 | 4148 | 4107
0.9 4066 | 4025 | ,3985| ,3946| ,3906 | ,3867( ,3829| .3791| ,3753| ,3716
! 0.3679 | 0.3329 | 0,3012 | 0,2725 | 0,2466 | 0,2231 | 0,2019 | 0,1827 | 0,1653 | 0,1496
2, 13531 1225 .1108| ,1003| ,0907| ,0821| ,0743| 0672 | .0608 | ,0550
3 0498 | 0450 | 0408 | ,0369 | ,0334| 0302 0273 | ,0247| ,0224 | ,0202
4 0183 | 0166 .0150| 0136 ,0123| 0111 | ,0100| .0091| ,0082| ,0074
S 0067 | ,0061 | ,0055| .0050| ,0045| ,0041| ,0037| 0034 | .0030| ,0027
6, 0,0025 | 0.0022 | 0,0020 | 0,0018 | 0.0017 | 0,0015 | 0.0014 | 0,0012 | 0,0011 | 0,0010
1, 0009 | .0008 | ,0007| ,0007| ,0006| ,0006| ,0005( ,0005| ,0004| ,0004
8, ,0003 | ,0003| ,0003| ,0002| ,0002| ,0002| ,0002| ,0002| ,0002| ,0001

9, 0001 | ,0001| ,0001{ ,0001| ,0001| ,0001| ,0001| ,0001| ,0001| ,0000

133
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Tablica 5.2 Niektére rozklady prawdopodobienstwa
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Tablica 5.3 Rozklad Poissona

Wartoéci P(k; A) funkcji prawdopodobieristwa rozkladu Poissona.

Gestosé albo Parametry | o DX
Nazwa rozkladu funkcja prawdopodobienistwa rozkladu
1 a+b | (b—a)’
réwnomierny = a dlaa<z<b a,b€ER 5 3
1 _ 2
wykladniczy 3¢ =2 23>0 A>0 A X
zp—le—z/A 1 2
—_— >0 ,LA>0 Ap Xp
gamma YT (p) z P
P .
p=1(1 _ )91 p+g 2
beta 3———;—1(-—%-)— 0<z<1? |pg>0 p_i—E ( q)
e tag+1)
1 (:B - “)2 re R, 2
normalny ;—2—7; exp (——Tﬁ__ ,T€E€R o >0 n o
1 Tz — A>0 2
Laplace’a 23 ©<P (—-L—AEI->, z€R L€ R, o 2\
2
X 1 v/2—-1_—z[2 2
z v stopniami PTTNEYAY e ,z>0 veN v v
swobody 2v°T ('2"’)
t Studenta v
- r(=) -
,zt€R|veN 0 v—2
v stopiam | SR ) G s2
. P(X=1)=p, -
zero-jedynkowy PEX _ 0)) —1-p p€(0,1) P p(1-p)
_ neN _
dwumianowy (',:)pk(l —-p)"*, k=0,1,...,n pe(0,1) np np(1 —p)
Ak
Poissona L k=0,1,2,... A>0 A A
1 1—-p
geometryczny p(1 - p)"’l, k=12,... p€(0,1) 7 ——pT
1T(p) = fooo 2P-le=%dz dlap>0;dlapi=n€N,I(n)= (n—-1)L
L(p)L'(q)

2 B(p,g) = [y 2P (1 —2)* "dz, p,¢>0, Blp,9)=

Tp+9)

. . . AF
Dla ustalonego A odczytujemy prawdopodobiefistwo px = Fe"’\ uzyskania
k sukceséw w rozkladzie Poissona. !
P A
| 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007
K 0,9990 0,9980 0,9970 0,9960 0,9950 0,9940 0,9930
1 ,0°999 ,02200 ,02299 ,02398 ,02498 ,02596 ,02695
2 081 ,05200 ,05449 ,0797 04124 ,04179 ,04243
x i
0,008 0,009 0,010 0,020 0,030 0,040 0,050
0 0,9920 0,9910 0,9900 0,9802 0,9704 0,9608 0,9512
1 ,01794 ,02892 ,02990 ,0196 ,0291 ,0384 ,0476
2 ,04317 ,04401 ,04495 ,0°196 ,0%437 ,03769 ,02119
3 - - - ,0%131 ,0%437 ,04102 ,04198
X A
0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,20 0,30
0 09418 | 0,9324 0,9231 0,9139 0,9048 0,8187 0,7408
1 ,0565 ,0653 ,0738 ,0823 ,0905 ,1637 ,2222
2 ,02170 ,02228 ,02295 ,02370 ,02452 ,0164 ,0333
3 ,04339 ,04533 ,04788 03111 ,0°151 ,02109 ,02333
4 0,51 ,093 ,05158 ,09250 ,0%377 ,0546 ,0250
s - - - - - ,09218 L0150
X i
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
0 0,6703 0,6065 0,5488 0,4966 0,4493 0,4066 0,3679
1 ,2681 ,3033 ,3293 ,3476 ,3595 ,3659 ,3679
2 ,0536 ,0758 ,0988 1217 ,1438 ,1647 ,1839
3 ,02715 ,0126 ,0198 ,0284 ,0383 ,0494 ,0613
4 03715 ,02158 ,02296 ,02497 01767 0111 ,0153
5 04572 ,03158° ,0°356 ,0%696 ,02123 ,02200 ,02307
6 ,0%381 ,04132 ,04356 ,0811 03164 ,0°300 ,0%511
7 - 0%1 ,0%305 0811 04187 04386 04730
8 - - - ,051 ,0°187 ,0%434 ,0%912
9 - - - - - - ,00101

1Symbol 0%234 oznacza, ze 0 powinno byé powtdrzone k razy.
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Rozklad Poissona cd.

x

i

11

12

'

1.3

1.4

1,5 |

1.6

1,7

1.8 |

1.9

|

2,0

VoINS WN=-O

,366158
,201387
073842
,020307
004467
,000819
,000129
,000018
,000002

,361433
216860
086744
,026023
,006246
,001249
,000214
,000032
,000004
,000001

,354291
,230289
,099792
,032432
,008432
001827
,000339
,000055
,000008
,000001

345236
241665
112777
,039472
,011052
,002579
,000516
,000090
,000014
,000002

,334695
251021
,125510
,047067
014120
,003530
,000756
000142
,000024
,000004

,323034
,258428
,137828
,055131
017642
,004705
,001075
,000215
,000038
,000006
,000001

,310562
1263978
,149587
063575
021615
,006124
001487
,000316
,000060
,000010
,000002

,297538
,267784
,160671
072302
026029
,007809
,002008
,000452
000090
,000016
,000003

284180
,269971

1709824

081216
030862
,009773
,002653

,000630%

,000133
,000025
000004

'0,332871 0,301194 0,272532 0,246597 0,223130 0,201897 0,182684 0,165299 0,149569 0135335

,000001

1270671
,270671
180447
,090224
,036089
,012030
,003437
,000359
,000191
,000038
,000007
,000001

A
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Rozklad Poissona cd.

2.1

|

22

23

1 24

i

25 |

2.6

i

2,7

28 |

29

I

30

sxoooqauhuwv—o =

— e e
[ W S

,257159
,270016
,189012
,099231
041677
014587
,004376
001149
,000268
,000056
,000011
,000002

0,122456 0,110803

243767
268144
,196639
,108151
,047587
017348
005484
,001508
000369
,000081
,000016
,000003
,000001

0,100259
,230595
,265185
,203308
116902
053775
020614
,006773
001947
000498
,000114
000024
,000.05
,000001

0.090718 0,082085 0,074274 0,067206 0,060310 0,055023 0,049787
,217723 | ,205212 ]

261268
,209014
,125409
060196
,024078
,008255
,002477
000660
,000158
,000035
,000007
,000001

256516
1213763
,133602 |
1066801
,027834
1009941
003106
1000863
,000216
,000049
,000010
,000002

193111
,251045
217572
, 141422
,073539
031867
,011836
,003847
001111
,000289
,000068
,000015
,000003
,000001

181455
244964
,220468
,148816
,080360
036162
,013948
004708
,001412
000381
000094
,000021
,000004
,000001

,170268
,238375
222484
,155739
,087214
,040700
.016280
,005698
001773
000496
,000126
,000029
000006
000001

159567
231373
,223660
162154
,034049
045457
,018832
,006827
,002200
,000638
,000168
,000041
,000003
,000002

,149361
224042
,224042
,168031
,100819
050409
,021604
,008102
,002701
,000310
,000221
,000055
,000013
,000003

000001

A
k 31 3.2 33 34 3,5 36 3,7 3.8 39 4.0
0 [0,045049 |0,040762 |0,036883 [0,033373 |0,030197 [0,027324 [0,024724 [0,022371 0,020242 |0,018316
1 ,139653| ,130439 | ,121714 | ,113469 | ,105691 | ,098365 | ,091477| 085009 | ,078943 | ,073263
2 ,216461 | ,208702 | ,200829 | ,192898 | ,184959 | ,177058 | ,169233 | ,161517| ,153940 | ,146525
3 ,223617| ,222616 | ,220912 | ,218617| ,215785 | ,212469 | ,208720 | ,204588 | ,200122 | ,195367
4 ,173350| ,178093 | ,182252 | ,185825 | 188812 ,191222 | ,193066 | ,194359| ,195119| ,195367
s ,107477| ,113979| ,120286 | ,126361 | ,132169 | ,137680 | ,142869 | ,147713| ,152193 | ,156293
6 ,055530| ,060789 | ,066158 | ,071604 | 077098 | ,082608 | ,088102 | 0,93551 | 0,98925| ,104196
7 ,024592| ,027789 | ,031189| ,034779 | ,038549 | 042484 | ,046568 | 050785 | ,055115| 059540
8 ,009529 | ,011116| ,012865 | ,014781 | ,016865 | ,019118 | 021538 | ,024123 | ,026869 | ,029770
9 ,003282| ,003952| ,004717 | ,005584 | ,006559 | ,007647 | 008854 | ,010185 | ,011643 | ,013231
10 ,001018 | ,001265| 001557 | ,001899 | ,002296 | ,002753 | ,003276 | ,003870 | ,004541 | 005292
11 ,000287 | ,000368 | ,000467 | ,000587 | ,000730 | ,000901 | ,001102 | ,001337 | ,001610 | ,001925
12 ,000074 | ,000098 | 000128 | ,000166 | ,000213 | ,000270 | ,000340 | ,000423 | ,000523 | ,000642
13 ,000018 | ,000024 | ,000033 | ,000043 | ,000057 | ,000075 | ,000097 | ,000124 | ,000157 | ,000197
14 ,000004 | ,000006 | 000008 | ,000011 | ,000014 | ,000019 | 000026 | ,000034 | ,000044 | ,000056
15 ,000001 | ,000001 | ,000002 | ,000002 | ,000003 | ,000005 | ,000006 | ,000009 | ,000011 | ,000015
16 - - - | ,000001 | ,000001 | ,000001 | ,000001 | ,000002 | ,000003 | ,000004
17 - - - - - - - — | ,000001 | ,000001
k A
4.1 42 43 4.4 4,5 46 4,7 43 49 | 50
0 10,01657310,014996 |0,013569 [0,012277 [0,011109 |0,010052 [0,009095 |0.008230 |0,007447 |0,006738
1 1067948 | ,062981 | 058345 | ,054020 | ,049990 | ,046238 | ,042748 | ,039503 | ,036488 | ,033690
2 ,139293 | ,132261| 125441 ,118845| ,112479 | ,106348 | ,100457 | ,094807 | ,089396 | ,084224
3 ,190368 | ,185165| ,179799| ,174305 | ,168718 | ,163068 | ,157383 | ,151691 | ,146014 | ,140374
4 ,195127 | ,194424 | ,193284| ,191736| ,189808 | ,187528 | ,184925 | ,182029 | ,178867| ,175467
5 ,160004 | 163316 | ,166224 | ,168728 | ,170827 | ,172525 | ,173830| ,174748| ,175290 ,175467
6 ,109336 | 114321 ,119127] ,123734| ,128120| ,132270 | ,136167 | ,139798 | ,143153 | ,146223
7 ,064040 | ,068593 | ,073178 | ,077775 | ,082363 | ,086920 | ,091426 | ,095862 | ,100207 | ,104445
8 ,032820 ,036011 | ,039333| ,042776| ,046329 | ,049979 | 053713 | ,057517| ,061377| ,065278
9 ,014951 | ,016805 | 018793 | ,020913| ,023165 | ,025545 | ,028050 | ,030676 | 033416 | 036266
10 ;006130 | ,007058 | ,008081 | ,009202 | ,010424 | ,011751 | ,013184| ,014724| ,016374| 018133
11 ,002285 | ,002695 | 003159 | ,003681 | ,004264 | ,004914 | ,005633 | 006425 | ,007294 | ,008242
12 ,000781 | ,000943 | ,001132| ,001350 | ,001599 | ,001884 | ,002206| 002570 | 002978 | ,003434
13 ,000246 | ,000305 | ,000374 | ,000457 | ,000554 | ,000667 | ,000798 | ,000949 | ,001123 | ,001321
14 ,000072 | ,000091 | ,000115| ,000144 | ,000178 | ,000219 | ,000268 | ,000325 | ,000393 | .000472
15 ,000020 | ,000026 | ,000033 | ,000042 | ,000053 | ,000067 | 000084 | ,000104 | ,000128 | ,000157
16 ,000005 | ,000007 | ,000009 | ,000012 | ,000015 | ,000019 | ,000025 | ,000031 | ,000039 | ,000049
17 ,000001 | ,000002 | ,000002 | ,000003 | ,000004 | ,000005 | ,000007 | ,000009 | ,000011 | ,000014
18 - —~ | ,00000! | ,000001 | ,000001 | ,000001 | ,000002 | ,000002 | ,000003 | ,000004
19 - - - - - - ~ | .000001 | ,000001 | ,000001
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Tablica 5.4 Rozklad normalny

£
Dystrybuanta o(z) = \/——;_; /_ - exp (—%uz) du rozkladu normalnego
N(0,1).
Dla ustalonego z (pierwsza kolumna — wartos¢ z przyblizeniem 0, 01, pierw-
szy wiersz — setne czeici z) z tabeli odczytujemy @ = P(N < z). Do korzysta-
niu z tablicy przydatny jest wzér ®(—z) + o(z) = 1.

u 0,00 0.01 0.02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0.09

00 | 0.5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 05160 | 0,5199 | 05239 | 0.5279 | 05319 0,5359
0.1 ,5398 ,5438 ,5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0,2 ,5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 ,6064 6103 6141
03 6179 6217 6255 6293 ,6331 6368 L6406 ,6443 6480 6517
0,4 6554 6591 6628 ,6664 ,6700 6736 6772 6808 ,6844 6879
0,5 6915 6950 ,6985 ,7019 ,7054 ,7088 7123 7157 7190 7224
0,6 1257 ,7290 7324 1357 ,7389 ,7422 7454 ,1486 517 7549
0,7 ,7580 7611 ,7642 ,7673 ,7704 7734 ,7764 7794 7823 ,7852
08 ,7881 ,7910 ,7939 1967 ,1995 ,8023 8051 ,8078 8106 8133
0,9 ,8159 8186 ,8212 8238 8264 ,8289 ,8340 ,8340 8365 8389

10 | 08413 | 08438 | 08461 | 0,8485 0,8508 | 0,8531 | 08554 | 0.8577 | 0.8599, 0,8621
1,1 ,8643 ,8665 ,8686 8708 ,8729 8749 ,8770 8790 8810 ,8830
1,2 ,8849 8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 8980 ,8997 9015
1.3 9032 ,9049 9066 ,9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319
1,5 9332 9345 9357 ,9370 9382 9394 ,9406 9418 9429 9441
1,6 9452 9463 9474 9484 9495 ,9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1,8 9641 9649 ,9656 ,9664 9671 9678 ,9686 9693 9699 9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767

20 | 09772 | 09779 | 09783 | 09788 | 0.9793 09798 | 09803 | 09808 | 09812 | 09817
2,1 9821 9826 ,9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
22 9861 ,9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9890
23 9893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
2,5 9938 9940 9941 9943 9945 9946 ,9948 ,9949 9951 9952
26 9953 ,9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
2,7 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
28 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
29 9981 9982 ,9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986
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Tablica 5.5 Kwantyle rozkladu normalnego

Dla ustalonego p z tablicy odczytujemy wartos¢ u(p), taka ze P(N < u) = p
lub réwnowaznie P(N > u) =1 - p.

p 0.90 095 0,975 0,99 0.995
u (p) 1,28 1.64 1,96 2,33 2,58

Tablica 5.6 Kwantyle rozkladu ¢ Studenta

Kwantyle t(p, n) rzedu p rozkladu ¢ Studenta o n stopniach swobody.

.Przy ustalonym p i n tablica podaje warto$¢ t,, taka ze P(X < t,) = p,
gdzie X jest zmienng losowa rozktadu ¢ Studenta o n stopniach swobody, to
znaczy

1 /tp t2 - %
—_— 14 — =
VnB(1/2,n/2) J-so n P.

n 14
0,90 0.95 0,975 099 0,995
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1.886 2,920 4,303 6,965 9.925
3 ,638 ,353 3,182 4,541 5.841
4 533 132 2,776 3,747 4,604
S 476 015 ST71 365 ,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 415 895 365 2,998 499
8 397 859 306 897 355
9 383 833 262 821 250
10 372 812 ,228 ,764 169
11 1,363 1,795 2,201 2,718 3,106
2 356 ,782 179 681 054
13 350 71 160 650 012
14 345 761 145 624 2977
15 341 153 131 ,602 947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 333 ,740 110 ,567 898
18 330 134 ,101 552 878
19 328 ,729 093 539 861
20 325 725 086 528 845
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Kwantyle rozkladu ¢ Studenta cd. Tablica 5.7 Kwantyle rozkladu x?
. Kwantyle x%(p,n) rzedu p rozkladu x2 o n stopniach swobody.
n 090 095 0975 059 0995 Przy ustalonym p i n tablica podaje wartosci z,, takie ze P(x? < ) = p,
to znaczy

21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 1 =

2 321 7 074 1508 819 PPy TR / zk/2-1e=u/2q,,

23 319 14 069 500 807 2721(1/2,n) J-co

24 318 J11 064 492 797

25 316 ,708 060 485 787 »

26 1,315 1,706 2,055 2,479 2,779 n

o 4 703 052 473 Kot 0,005 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0.99 0,995
28 312 ,701 048 467 ,763 1 — — 0.001 0,004 3,841 5,024 6,635 7,879
29 31 699 045 462 ,756 2 0,010 0,020 0,051 0,103 5,991 7,378 9,210 10,597
30 ,310 697 042 457 ,750 3 0,072 0,115 0,216 0,352 7,815 9,348 11,345 12,838
3 1,309 1,695 2,039 2453 2,744 4 0.207 0,297 0,484 0,711 9,488 11,143 13,277 14,860
3 309 694 037 449 738 5 0,412 0,554 0,831 1,145 11,07 12,833 15,086 16,750
33 ,308 692 034 445 7133 6 0,676 0.872 1,237 1,635 12,592 14,449 16,812 18,548
34 ,307 691 032 441 728 7 0,989 1,239 1.690 2,167 14,067 16,013 18,475 20,278
35 ,306 690 030 438 724 | 8 1,344 1,646 2,180 2,733 15,507 17,535 20,090 21,955
36 1,305 1.688 2028 2434 2,720 9 1,735 2,088 2,700 3,325 16,919 19,023 21,666 23,589
37 ,305 687 025 431 715 10 2,156 2,558 3,247 3,940 18,307 20,483 23,209 25,188
k}: ,304 686 024 429 712 11 2,603 3,053 3816 4,575 19,675 21,920 24,725 26,757
39 304 685 023 425 ,708 12 3,074 3,571 4,404 5,226 21,026 23,337 26,217 28,299
40 303 684 021 423 ,704 13 3,565 4,107 5.009 5,892 22,362 24,736 27,688 - 29.819
41 1.303 1.683 2,019 2421 2,701 14 4,075 4,660 5,629 6,571 23,685 26,119 29,141 31,319
42 302 682 018 418 698 15 4,601 5,229 6.262 7,261 24,996 27,488 30,578 32,801
43 ,302 681 017 416 1695 16 5,142 5812 6,908 7,962 26,296 28,845 32.000 34,267
44 301 680 015 414 692 17 5,697 6,408 7,564 8,672 27,587 30,191 33,409 35,718
45 301 679 014 412 690 18 6,265 7,015 8,231 9,390 28,869 31,526 34,805 37,156
46 1.300 1,679 2013 2410 2687 19 6,844 7,633 8,907 10,117 30,144 32,852 36,191 38,582
47 300 «78 012 408 685 20 7434 8,260 9,591 10,851 31,410 34,170 37,566 39,997
48 299 677 011 407 1682 21 8,034 8,897 10,283 11,591 32,671 35479 38,932 41,401
49 ,299 677 010 405 ,680 22 8,643 9,542 10,982 12,336 33,924 36,781 40,289 42,796
50 ,299 676 009 403 678 23 9,260 10,196 11,689 13,091 35172 38,076 41,638 44,181
55 1297 1673 2,008 2.396 2,668 24 9,886 10,856 12,401 13,848 36,415 39,364 42,980 45,559
60 295 671 1000 390 660 25 10,520 11,524 13,120 14,611 37,652 40,646 44,314 46,928
65 295 669 1997 385 654 26 | 11,160 12,198 13,844 15,379 38,885 41,923 45,642 48,290
70 294 667 994 ,381 648 27 11,808 12,879 14,573 16,151 40,113 43,194 46,963 49,645
75 293 665 992 377 643 28 12,461 13,565 15,308 16.928 41337 44461 48,278 50,993
%0 1292 1.664 1.990 2374 2,639 29 | 13121 14,257 16,047 17,708 42,557 45,722 49,588 52,336
90 291 662 987 369 632 30 | 13,787 14,954 16,791 18,493 43,773 46,979 50,892 53,672
100 290 ,660 984 ,364 626

120 289 658 : 980 ,358 617

150 ,287 655 976 351 609

200 1,286 1,653 1972 2,345 2,601

300 ,284 650 968 339 592

500 283 648 965 334 ,586

1000 282 646 962 330 581
S 282 645 960 326 576
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Kwantyle rozktadu x? cd.
n
0,005 0,01 0,025 0,05 095 0,975 0,99 0,995

31 14,458 15,655 17,539 19,281 44,985 48,232 52,191 55,003
32 15,134 16,362 18,291 20,072 46,194 49,480 43,486 56,328
33 15815 17,074 19,047 20,867 47,400 50,725 54,776 57,648
34 16,501 17,789 19,806 21,664 48,602 51,966 56,061 58,964
35 17,192 18,509 20,569 22,465 49,802 53,203 57,342 60,275
36 17,887 19,233 21,336 23,269 50,998 54,437 58,619 61,581
37 18,586 19,960 22,106 24,075 52,192 55,668 59,892 62,883
38 19,289 20,691 22,878 24,884 53,384 56,896 61,162 64,181
39 19,996 21,426 23,654 25,695 54,572 58,120 62,428 65,476
40 20,707 22,164 24433 26,509 55,758 59,342 63,691 66,766
41 21421 22,906 25,215 27326 56,942 60,561 64,950 68.053
42 22,138 23,650 25,999 28,144 58,124 61,777 66,206 69,336
43 22,859 24,398 26,785 28,965 59,304 62,990 67,459 70,616
44 23,584 25,148 21,575 29,787 60,481 64,201 68,710 71.893
45 24,311 25901 28,366 30,612 61,656 65,410 69.957 73,166
46 25,041 26,657 29,160 31,439 62,830 66,617 71,201 74,437
47 25,775 27,416 29,956 32,268 64,001 67,821 72,443 75,704
48 26,511 28,177 30,755 33,098 65.171 69.023 73.683 76,969
49 217,249 28,941 31,555 33930 66,339 70,222 74919 78.231
S0 27,991 29,707 32,357 34,764 67,505 71.420 76,154 79,490
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Tablica 5.8 Podstawowe przedzialy ufnosci
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Podstawowe pojecia kombinatoryki

Permutacja zbioru n-elementowego nazywarmy kazdy ciag, jaki mozna utwo-
rzy¢ z elementéw tego zbioru; permutacji takich jest

P, =n!l.

Wariacja k-elementowa z powtérzeniami zbioru n-elementowego nazywamy
kazdy ciag k-elementowy elementéw ze zbioru n-elementowego, przy czym ele-
menty te moga si¢ powtarzac; liczba takich wariacji wynosi

W,‘: = n*.

Wariacja k-elementowa bez powtdrzefi zbioru n-elementowego, k <, na-
zywamy kazdy ciag k-elementowy elementéw ze zbioru n-elementowego, przy
czym elementy te nie mogg si¢ powtarzaé; liczba takich wariacji wynosi

n!
wWk= ——.
" (n—-k)!
Jezeli k = n, pojecie wariacji bez powtérzen pokrywa sig z pojeciem permuta-
cji.

Kombinacja k-elementowa zbioru n-elementowego nazywamy kazdy

k-elementowy podzbidr zbioru n-elementowego. Podzbioréw tych jest

E_ [T ____"_!__
Cn = (k) = BB
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