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Wstep

Podrecznik , Analiza matematyczna 1. Defnicje, twierdzenia, wzory” jest pierw-
sz3 czescia zestawu ksiazek do Analizy matematycznej 1. Pozostalymi cze-
$ciami tego zestawu sa , Przyktady i zadania” oraz ,Kolokwia i egzaminy”. Pod-
reczniki te s3 przeznaczone gtéwnie dla studentéw politechnik. Moga z nich korzy-
stal takze studenci akademii ekonomicznych i rolniczych oraz niektérych wydzia-
Iéw uniwersytetéw.

Opracowanie zawiera definicje, twierdzenia i wzory z rachunku rézniczkowego
1 catkowego funkcji jednej zmiennej wraz z ich zastosowaniami. Podrecznik zostal
opracowany w ten sposdb, aby mdégl stuzyé jako konspekt wyktadu. Wszystkie
zagadnienia teoretyczne zakoniczone sg éwiczeniami, przy czym poczatkowe zada-
nia sg z reguly najprostsze. Do wigkszosci twierdzen podano dowody (twierdzenia
te oznaczone sg symbolem M). Dowody twierdzef oraz odpowiedzi do wszystkich
¢wiczeni umieszczono na koricu poszczegélnych rozdziatéw. Fragmenty materiatu
oznaczone gwiazdka nieznacznie wykraczaja poza program przedmiotu. W ten sam
spos6b oznaczono trudniejsze ¢wiczenia. Dodatkowy materiat oraz trudniejsze éwi-
czenia dolaczono z mysla o studentach, ktérzy chca poglebié swoje wiadomodci z
analizy matematycznej.

W poczatkowym rozdziale podrecznika przedstawiono materiat dotyczacy zbio-
réw 1 funkeji liczbowych. Ustalono tam takze stosowane oznaczenia. Zalecamy za-
poznanie si¢ z tymi zagadnieniami przed rozpoczeciem zajeé. Wskazane jest takze
opanowanie materiatu zawartego w dodatku do podrecznika ,Algebra liniowa 1.
Defnicje, twierdzenia, wzory”. Podajemy tam podstawowe wiadomosci z logiki i
teorii mnogosci. Powyzszy material bedzie wielokrotnie wykorzystywany na wy-
ktadach i ¢wiczeniach z analizy matematyczne;j.

Réwnolegle do materialu omawianego na wykladzie studenci powinni prze-
rabiaé list¢ zadad. Aby to utatwié liste te podzielono na 14 czeéci, ktére nalesy



zrealizowaé w kolejnych tygodniach semestru. List¢ zadan oraz metody ich rozwia-
zywania mozna znalezé w drugiej cze$ci podrecznika. Lista ta, program kursu oraz
zasady jego zaliczania sa dostepne na stronach internetowych Instytutu Matema-
tyki Politechniki Wroclawskiej pod adresem

WWW.1m.pwr.wroc.pl

Cwiczenia z tego podrecznika oraz zadania z listy zadan sg podobnych typéw i
maja ten sam stopien trudnosci jak zadania, ktére zwykle pojawiaja na kolokwiach
i egzaminach. Zestawy zadan, ktére w poprzednich latach studenci rozwigzywali
na kolokwiach i egzaminach, sa umieszczone w trzeciej czesci podrecznika.

W jedenastym wydaniu ksiazki rozszerzono zagadnienia teoretyczne, dodano
dalsze ¢wiczenia wraz z odpowiedziami oraz dolaczono kolejne rysunki. Ponadto
umieszczono dodatek zawierajacy tozsamoéci i nieréwnoéci wykorzystywane w ana-
lizie. Zawarte s3 w nim takze informacje o symbolach sumy i iloczynu. Poprawiono
réwniez zauwazone bledy i usterki.

Serdecznie dziekujemy Pani dr Teresie Jurlewicz za trud wlozony w przygoto-
wanie odpowiedzi do éwiczen. Dziekujemy takze Kolezankom i Kolegom z Insty-
tutu Matematyki Politechniki Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o
poprzednich wydaniach skryptu. Dzigkujemy takze Kolezankom i Kolegom z in-
nych uczelni za komentarze dotyczace zakresu i sposobu ujecia materiatu. Uprzej-
mie prosimy wykladowcéw i studentéw o przesylanie uwag o podreczniku oraz
informacji o dostrzezonych bledach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas

Instytut Matematyki Instytut Matematyki
Politechnika Wroclawska Politechnika Wroclawska
gewert@im.pwr.wroc.pl z.skoczylas@im.pwr.wroc.pl
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0

ZBIORY
| FUNKCJE LICZBOWE

0.1 Zbior liczb rzeczywistych

W podreczniku bedziemy stosowali nastepujace oznaczenia zbioréw liczbowych:
N=1{1,2,3,...} — zbidr liczb naturalnych,
Z = {0,£1,+2,...} — zbidr liczb calkowitych,

Q= {E ‘pEZ g€ N} — zbidr liczb wymiernych,
q

R — zbidr liczb rzeczywistych.

%)

K;

Q

R

Rys. 0.1.1. Relacje miedzy zbiorami N, Z, Q, R.

Oznaczenia tych zbioréw pochodza od poczatkowych liter wyrazéw w jezyku an-
gielskim i niemieckim:

Natural, Zahl, Quotient, Real.

0 Cwiczenie 0.1.1
Uzasadnié, ze podane liczby sa niewymierne:

a) V5; b) log, 3; «¢) cos%; d) V2 — V/3; e*) tg1°%;  f*) V2 -2

0 Cwiczenie* 0.1.2
Pokazaé, ze podane liczby sa wymierne:

a) V11 -6vZ+V11+6v2; b) V7452 + V7 5v2.




0 Cwiczenie 0.1.3
Poda¢ przyklad liczb niewymiernych a,b takich, ze liczby a + b, ab sa wymierne.

0 Cwiczenie 0.1.4
a) Udowodni¢é, ze miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi lezy liczba:
1) wymierna, ii) niewymierna;
b*) Udowodni¢é, ze migdzy dowolnymi dwiema liczbami niewymiernymi lezy liczba:

i) wymierna, ii) niewymierna.
O Cwiczenie* 0.1.5

Zbada¢, czy istnieja liczby a,b, ¢ (wymierne, niewymierne) spelniajace réwnosé a® =c.
Rozwazy¢ wszystkie przypadki.

0.2 Zbiory ograniczone

°
Zbiér X C R jest ograniczony z dotu, jezeli
\/ /\ T > m.
meR z€X
Liczbe¢ m nazywamy ograniczeniem z dotu zbioru X. Obrazowo: zbidr jest ograni-
czony z dotu, gdy wszystkie jego elementy leza na prawo od pewnego punktu osi
liczbowej (rys. 0.2.1).
x
f x 1 : - : : R
T R @ M
Rys. 0.2.1. Zbidr ograniczony z dotu. Rys. 0.2.2. Zbidr ograniczony z géry.
[ ]

Zbiér X C R jest ograniczony z gdry, jezeli

\/ /\ < M.

MER zeX

Liczbe M nazywamy ograniczeniem z géry zbioru X. Obrazowo: zbidr jest ogra-
niczony z gory, gdy wszystkie jego elementy leza na lewo od pewnego punktu osi
liczbowej (rys. 0.2.2).

0 Cwiczenie 0.2.3
Zbada¢, czy podane zbiory sa ograniczone z dotu:

a) A={2,4,6,...}; b)B={2": peZ}; ¢)C=(-0,3); d)D=[0,00)\ Q.



0 Cwiczenie 0.2.4
Zbadaé, czy podane zbiory sa ograniczone z gory:

a) A= (—00,0]; b) B={z € R: sinz > 0};

c)Cz{ng nEN}; d)D={%+n: neN}.

Zbiér X C R jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony z dotu i

z gory, tzn.
V Amgzsm
mM€ER e X
Obrazowo: zbidr jest ograniczony, gdy wszystkie jego elementy sa polozone mie-
dzy dwoma punktami osi liczbowej (rys. 0.2.3). Zbidr, ktdry nie jest ograniczony,
nazywamy nieograniczonym.

1 1

+ t R
m M
Rys. 0.2.3. Zbiér ograniczony.

Uwaga. W definicji mozna tak dobral stale m i1 M, aby 0 < M = —m. Wtedy
N\ lel< M.

z€X

0 Cwiczenie 0.2.6
Zbadaé, czy podane zbiory sa ograniczone:

a)A={;—’:p,quorazp<q}; byB={z€R: tgz=T};

c)C={z€R: x2+3z—8<0}; d)D={(1——%)(—l)" : nEN}.

0.3 Kresy zbioréw

Liczba a jest najmniejszym elementem zbioru X C R, co zapisujemy a =

wtedy i tylko wtedy, gdy
a € X oraz /\ T 2> a.
zeX

Obrazowo: elementem najmniejszym zbioru nazywamy element tego zbioru lezacy
najbardziej w lewo na osi liczbowej (rys. 0.3.1).

( ) I )
R R

a z z b

Rys. 0.3.1. Element najmniejszy zbioru. Rys. 0.3.2. Element najwigkszy zbioru.



Liczba b jest najwickszym elementem zbioru X C R, co zapisujemy b = max X,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

be X oraz /\ z < b
zeX

Obrazowo: elementem najwiekszym zbioru nazywamy element tego zbioru lezacy
najbardziej w prawo na osi liczbowej (rys. 0.3.2).

Uwaga. Zbiér moze nie mie¢ elementu najmniejszego ani najwiekszego. Takim
zbiorem jest np. przedzial (0, 1).

Cwiczenie 0.3.3

Zbadaé, czy podane zbiory maja elementy najmniejsze:

1 . T
a) A=1[0,2); b)B_{Zn_l.neN}, c)C-—{sm;.neN}, d D=N.

Cwiczenie 0.3.4
Zbadaé, czy podane zbiory maja elementy najwigksze:
4n
a) A=(0,3)U{5); b)B_{-n2—+—l.neN},
2n

) C= n+1

: nEN}; d*)D={W: neN}‘

Cwiczenie 0.3.5
Niech P oznacza zbidr:
a) dlugosci przekatnych czworokatéw wpisanych w okrag o promieniu 1;

b*) wszystkich liczb pierwszych;
c*) najmniejszych katéw czworokatéw wypuklych.

Czy w zbiorach P istnieja elementy najmniejsze i najwieksze?

Niech zbiér X C R bedzie ograniczony z dotu. Liczba a jest kresem dolnym tego
zbioru, co zapisujemy a = inf X, wtedy i tylko wtedy, gdy

/\x;a oraz /\ \/ ro<a+e.

zeX e>0 roeX

Obrazowo: kres dolny zbioru jest najwieksza liczba ograniczajaca ten zbidr z dotu
(rys. 0.3.3). Jezeli zbidr X nie jest ograniczony z dolu, to przyjmujemy

ianii_.f — 00

X X 3

——

r
et e R ——— R
a g a+e z z b—e zo b

Rys. 0.3.3. Kres dolny zbioru. Rys. 0.3.4. Kres gérny zbioru.



Niech zbiér X CR quzxé ograniczony z gory. Liczba b jest kresem gérnym tego
zbioru, co zapisujemy b = sup X, wtedy i tylko wtedy, gdy

/\:cgb oraz /\ \/ o> b—e.

zeX e>0 zo€eX

Obrazowo: kres gérny zbioru jest najmniejsza liczba ograniczajaca ten zbidr z géry
(rys. 0.3.4). Jezeli zbiér X nie jest ograniczony z géry, to przyjmujemy

sup X def 00.

Uwaga. Najmniejszy element zbioru jest jednoczeénie jego kresem dolnym. Ana-
logicznie, najwigkszy element zbioru jest jego kresem gérnym.

0 Cwiczenie 0.3.8
Znalez¢ kresy dolne podanych zbioréw:

a) A= (-v2,V5]; b)B={27": neN};
) C=(-00,00\ Q; d)D={-1}U(0,1].

0 Cwiczenie 0.3.9
Znalez¢ kresy gérne podanych zbioréw:

a) A = (—o0,0); b)B={1+(—:1:—)r::n€N};
c)C={Zn:§1?: nGN}; d)D=[\/§,oo)r‘1Q.

0 Cwiczenie 0.3.10
a) Niech L oznacza zbiér obwodéw wielokatéw wypuklych wpisanych w okrag o promie-
niu 1. Wyznaczy¢ inf L oraz sup L.
b) Niech V oznacza zbiér utamkéw dziesigtnych postaci 0, cicacs ... takich, ze ¢, # 9
dla kazdego n € N. Wyznaczyé inf V oraz sup V.

® Fakt 0.3.11 (aksjomat ciggtosci)

Kazdy niepusty zbidr ograniczony z dotu ma kres dolny.
Kazdy niepusty zbidr ograniczony z géry ma kres gérny.

0.4 Funkcje — podstawowe okresélenia

Funkcjg okreslong na zbiorze X C R o wartosciach w zbiorze Y C R nazywamy
przyporzadkowanie kazdemu elementowi z € X dokladnie jednego elementuy € Y.
Funkcj¢ taka oznaczamy przez f : X — Y. Wartoé¢ funkcji f w punkcie z
oznaczamy przez f(z) (rys. 0.4.1).



!

z i : y=f(z)
R R

X

Y

Rys. 0.4.1. Funkcja f: X—Y.

Rys. 0.4.2. Funkcja jako ,czarna skrzynka”.

Funkcj¢ mozna sobie wyobrazi¢ jako , czarng skrzynke”, ktdra przetwarza wedtug

ustalonej reguly liczby z jednego zbioru na liczby z drugiego zbioru (rys. 0.4.2).

Cwiczenie 0.4.2

Poda¢ przyktady funkcji okreslonych na wskazanych zbiorach X i przyjmujacych wartosci

z podanych zbioréw Y :
a) X=R, Y=[-22]
c) X =(0,00), Y = R;

bX=2Y=N
d) X=N, Y=R\ Q.

Niech f : X — Y. Wtedy zbiér X nazywamy dziedzina funkcji f i oznaczamy
przez Dy, a zbidr Y nazywamy jej przeciwdziedzing. Ponadto zbiér

{f(z) €Y : z € Dy}

nazywamy zbiorem wartosci funkcji f i oznaczamy przez Wy. Jezeli dany jest tylko
wzor okreslajacy funkcje, to zbidr tych elementéw z R, dla ktérych wzér ten ma
sens, nazywamy dziedzing naturalna funkcji.

Uwaga. Rzut prostokatny wykresu funkcji na 0§ Oz jest dziedzing tej funkcji (rys.
0.4.3). Zas rzut prostokatny tego wykresu na o§ Oy jest zbiorem jej wartoéci (rys.

0.4.4).

y=1(z)

Dy

Rys. 0.4.3. Dziedzina funkcji.

Cwiczenie 0.4.4

/
ng \_/ v=1(=)

Rys. 0.4.4. Zbiér wartosci funkcji.

Okresli¢ dziedziny naturalne oraz zbiory wartosci podanych funkcji:

2) f(z) = log (2* — 1) ;

d) k(z) =271,

b) g(z) = ctg rz;

e) l(z) =

1}2

z

b

f) m(z) =

c) h(z) =1+ 2V/sin z;

-1
1412



o Cwiczenie 0.4.5
Podaé przyktady funkcji, ktérych dziedzinami naturalnymi sa podane zbiory:

a) (0,1); b)[2,4]; c*)Z;, d¥) {% 'n € N}; e*) R\ N, f*) {1}u(2,3].

® Defi , 0
Funkcje f: Dy — Y, g: Dy — Y sg réwne, co zapisujemy f = g, wtedy i tylko
wtedy, gdy

Dy = D, oraz /\ f(z) = g(z).
:r:ED_f

0 Cwiczenie 0.4.7
Zbadaé, czy podane funkcje sa réwne:
l1—-z

2) f(z) = lal, 9(z) = Vz?; b) f(z) =1~3, g(z) = 7
c) f(z) =sinz, g(z) = \/m; d) f(z) =z, g(z) =log, 3.

2

Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbiér

{(:c,y)ERZ::L'EX, y:f(:c)}.

Uwaga. Podzbidr ptaszczyzny zOy jest wykresem pewnej funkcji zmiennej z, gdy
kazda prosta pionowa przecina go co najwyzej w jednym punkcie (rys. 0.4.5-6).

Yy Yy

y=f(z) //_‘> ’

Y
o X z o z
Rys. 0.4.5. Wykres funkcji. Rys. 0.4.6. Zbi6r T nie jest

wykresem funkcji.

0 Cwiczenie 0.4.9
Naszkicowaé wykresy podanych funkcji na wskazanych dziedzinach:
a) f(n) = (-2)", N; b) h(p) =sin 2, Z;
c) k(z) =log (Jz| — 1), (—=o0,—1)U(1,00); d) g(z) = V=, [4,0).
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® Definicja 0.4.10 (funkcjo ,na”)

Funkcja f odwzorowuje zbiér X na zbidr Y, co notujemy f : X == Y, wtedy i

tylko wtedy, gdy
Wy =Y, ten. /\ \/ f(z) =v.
y€Y zeX
Geometrycznie: funkcja f : X—Y jest ,na”, gdy rzut prostokatny jej wykresu
na o$ Oy pokrywa sie ze zbiorem Y (rys. 0.4.7).
4 Y

0 b z
Rys. 0.4.7. Wykres funkcji ,,na”.

o Cwiczenie 0.4.11
Zbadaé, czy podane funkcje f: X—Y sa ,na”:

a) f(z)=sinz, X =[0,27), Y =[-1,1; b) f(z) =12, X =R, Y = (0,0);
o) fz) =2°, X =R, Y = [0, 00); d) f(x)=z+%, X = (0,00), Y = (2,00).

0 Cwiczenie* 0.4.12
Podaé¢ przyklad funkcji odwzorowujacej przedzial (—1,3) na przedzial [2,5].

0.5 Funkcje okresowe, parzyste i nieparzyste

® Definicja 0.5.1 (funkej
Funkcja f : X — R jest okresowa, jezeli

\/ /\ (ziTEX oraz f(z+T):f(1;)).

T>0 z€X

Liczbe T nazywamy okresem funkcji f. Jezeli istnieje najmniejszy okres funkeji f,
to nazywamy go okresem podstawowym.

Yy
-
v

[ Ve Vi Var \ -

Rys. 0.5.1. Funkcja okresowa.



Obrazowo: funkcja jest okresowa, gdy jej wykres po przesunieciu o wektor ¥ =

(T, 0) nalozy si¢ na siebie (rys. 0.5.1).

o Cwiczenie 0.5.2
Uzasadnié, ze podane funkcje sa okresowe oraz znalezé ich okresy podstawowe:
a) f(z) = cos3z; b) f(z) = |sin 2z|;

c) g(k) = (—1)%, gdzie k € Z; d) h(z) = {/tg §

0 Cwiczenie* 0.5.3
Pokaza¢, ze funkcja spelniajaca dla kazdego z € R warunek

reen-1

jest okresowa.

Funkcja f : X — R jest parzysta, jezeli

/\ (—z € X oraz f(-z)= f(-’”)) .

reX

Obrazowo: funkcja jest parzysta, gdy o§ Oy jest osig symetrii jej wykresu (rys.
0.5.2).

y
y=f(z)
\ - S £y b-fl- D \ v=1(2)
1 1 1
: : :
| X | X 1
-z (o) z z x x
f(—z)=—f(2)
Rys. 0.5.2. Funkcja parzysta. Rys. 0.5.3. Funkcja nieparzysta.

Funkcja f : X — R jest nieparzysta, jezeli

/\ (—z € X oraz f(—z)= —f(:c)) .

z€X

Obrazowo: funkcja jest nieparzysta, gdy poczatek uktadu wspétrzednych jest érod-
kiem symetrii jej wykresu (rys. 0.5.3).



o Cwiczenie 0.5.6
Uzasadnié, ze podane funkcje sa parzyste:

a) f(z) =z' =32+ 1; b)g(z)=2"+27" c) h(z) =|sinz|; d)p(z)=

sin

z3
0 Cwiczenie 0.5.7
Uzasadnié, ze podane funkcje sa nieparzyste:

2) flz) = 252

s

i b)g(z) = sin®z; c) h(z) =3 -3"%; d) p(z) = z|z|.

0 Cwiczenie* 0.5.8
Pokazaé, ze kaida funkcja, o symetrycznej wzgledem poczatku ukladu dziedzinie, jest
sumg funkcji parzystej i nieparzystej. Uzasadnié, ze przedstawienie to jest jednoznaczne.

0.6 Funkcje ograniczone

Funkcja f jest ograniczona z dotu na zbiorze A C Dy, jezeli zbidr jej wartosci na
tym zbiorze jest ograniczony z dotu, tzn.

V A f@)zm

meER z€A

Obrazowo: funkcja jest ograniczona z dotu, gdy jej wykres lezy nad pewng prosta
pozioma (rys. 0.6.1).

y y=f(z) y

- | A o z \I z
m P |

Rys. 0.6.1. Funkcja ograniczona z dotu. Rys. 0.6.2. Funkcja ograniczona z gory.

(>
=
N
1
1

-—4s
L]
~n
=
\.,\
G
-
i
X
=
L}
G

Funkcja f jest ograniczona z géry na zbiorze A C Dy, jezeli zbidr jej wartosci na
tym zbiorze jest ograniczony z gory, tzn.

V A f@)<m

MEeR z€A

Obrazowo: funkcja jest ograniczona z gory, gdy jej wykres lezy pod pewna prosta
poziomg (rys. 0.6.2).



0 Cwiczenie 0.6.3

Zbadaé, czy podane funkcje sa ograniczone z dolu na wskazanych zbiorach:

a) f(z) = ;2—17,

c) h(z) =27, (0, 00);

Cwiczenie 0.6.4

B b)g()=tgz, (-7,

1r)‘
2 b

d) p(z) = log, z, (0,00).

Zbada¢, czy podane funkcje sa ograniczone z géry na wskazanych zbiorach:

a) f(z)=1-|z|, R;
c) h(z) = 2%, (—o0,0];

géry na tym zbiorze, tzn.

1

Funkcja f jest ograniczona na zbiorze A C Dy, jezeli jest ograniczona z dolu i z

-1’

b) g(z) = 2, [2, 00);
d) p(z) =

(-1,1).

V A m<f) <m

mMER z€A

Obrazowo: funkcja jest ograniczona, gdy jej wykres jest potozony miedzy dwiema
prostymi poziomymi (rys. 0.6.3). Funkcje, ktéra nie jest ograniczona, nazywamy

nieograniczong (rys. 0.6.4).

y
M
| y=£(=)
/\_{(fz _______ :
1
. \ 1 I
V A o z =z

Rys. 0.6.3. Funkcja ograniczona.

v y=f(z) :

V z

_\__.

Rys. 0.6.4. Funkcja nieograniczona.

Uwaga. W definicji mozna tak dobraé stale m i M, aby 0 < M = —m. Wtedy
A lf@)I< M.

Cwiczenie 0.6.6

TEA

Zbadaé, czy podane funkcje sa ograniczone na wskazanych zbiorach:

1
a') g(t) = ;1 (113])
z2 -1
241’
0 Cwiczenie 0.6.7

c) p(z) = R; d)g(z) =

z2 +1
z+1’

b) h(z) = log, z, (0,1);

[0, 00).

Pokaza¢, ze suma oraz iloczyn funkcji ograniczonych sa funkcjami ograniczonymi.



0.7 Funkcje monotoniczne

Funkcja f jest rosnaca na zbiorze A C Dy, jezeli
A [(xl <z) = (f(a1) < f(:l:g))] .
z1,L2€A

Obrazowo: funkcja jest rosnaca, gdy poruszajac sie w prawo po jej wykresie wzno-
simy si¢ do géry (rys. 0.7.1).

Rys. 0.7.2. Funkcja malejaca.

C Dy, jezeli:

FunkCJa f jesﬁ malejqca na zbvivorz“’e »
A [(zl <z3) = (f(21) > f(:cz))] .
z,,L2€A

Obrazowo: funkcja jest malejaca, gdy poruszajac sie w prawo po jej wykresie opa-
damy na dét (rys. 0.7.2).

o Cwiczenie 0.7.3
Uzasadnié, ze podane~funkcje sa rosnace na wskazanych zbiorach:

a) f(z) = z°, [0,00); D) g(z) = ﬁ

O ha)= ¥z, B d)p(z) =vVEF1, [-1,00).

) (—OO, 0]7

o Cwiczenie 0.7.4
Uzasadnié, ze podane funkcje sa malejace na wskazanych zbiorach:

a) f(z) =3 -4z, R; b) g(z) = z? — 2z, (—oo,1];

¢) h(z) = [0, 00); d)p(z):i—l— (=00, —1).

1
1+ 22’ +z’



Funkcja f jest niemalejaca na zbiorze A C Dy, jezeli:

A [(ml < z3) = (f (z1) < f(xz))} .

z1,72€A
Obrazowo: funkcja jest niemalejaca, gdy poruszajac sie w prawo po jej wykresie
wznosimy sie lub pozostajemy na tym samym poziomie (rys. 0.7.3).
Yy

y=f(z)

E f(z2) p-=----- \I

Rys. 0.7.3. Funkcja niemalejaca. Rys. 0.7.4. Funkcja nierosnaca.

Funkcja f jest nierosnaca na zbiorze A C Dy, jezeli:

/\ [(xl <z3) = (f (z1) 2 f(:cz))] :

T1,52€A

Obrazowo: funkcja jest nierosnagca, gdy poruszajac si¢ w prawo po jej wykresie
opadamy lub pozostajemy na tym samym poziomie (rys. 0.7.4).

o Cwiczenie 0.7.7
Uzasadnié, ze podane funkcje sa niemalejace na wskazanych zbiorach:

a) f(z)=2, R; b)g(z)=z+]|z|, R

0 Cwiczenie 0.7.8
Uzasadnié, ze podane funkcje sa nierosnace na wskazanych zbiorach:

2
z¢ dla z <0,
2) f(z) = |z ~ 1| - 22, R, b)g(z)’-'{__z NP

T

c) k(z) = max{—=z,5}, R; d) p(z) =sinwz, Z

Funkcja jest monotoniczna na zbiorze, jezeli jest rosnaca, malejaca, nierosngca lub
niemalejaca na tym zbiorze. Przy czym funkcje rosnace i malejace nazywamy Scisle
monotonicznymi, a funkcje nierosnace i niemalejace stabo monotonicznymi.
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Uwaga. Rodzaj monotonicznosci funkeji f na zbiorze A ustalamy badajac znak

ilorazu
f(z2) = f(z1)

g — I .
dla zq,z9 € A, przy czym z, # z2. Korzystamy wtedy z tabeli:

Znak ilorazu | Rodzaj monotonicznosci

>0 funkcja rosnaca
<0 funkcja malejaca
>0 funkcja niemalejaca
<0 funkcja nierosnaca

Cwiczenie 0.7.10

Pokazaé, ze

a) suma funkcji monotonicznych jednego rodzaju jest funkcja monotoniczna tego samego
rodzaju;

b) iloczyn nieujemnych funkcji monotonicznych jednego rodzaju jest funkcja monoto-
niczna tego samego rodzaju.

0.8 Ziozenia funkcji

Niech X,Y,Z, W beda podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych, przy czymY C Z
oraz niech f: X — Y, g : Z — W. Zlozeniem funkcji g i f nazywamy funkcje
go f: X — W okreSlong wzorem:

(90 f)z) ¥ g (f(a:)) dla z € X.

Uwaga. Analogicznie okresla sie ztozenie wiekszej liczby funkeji. Sktadanie funkcji
nie jest przemienne.
gof

L]
€

X Y=2 w
Rys. 0.8.1. Zlozenie funkcji.

0 Cwiczenie 0.8.2

Okreéli¢ funkcje ztozone fo f, fog, go f, go g oraz ich dziedziny, jezeli:
a) f(z) =%, g(g) =v=; b) f(z)=2%, g(z) = cosz;

3 1 R 1
C)f($)=z,9($)=%’ d)f(x)—l_{_—zz, 9(z) = —.



Funkdje odwrotne o B 25
0 Cwiczenie 0.8.3
Znalez¢ funkcje f 1 g takie, ze h = g o f, jezeli:

a) h(z) = ;;:i:, b) h(z) =sin’z; c) h(z) = log (12 + 1) ;d) h(z) =+ +2.

® Fakt 0.8.4 (o sktadaniu funkcji monotonicznych)

Ztozenie funkcji:
1. Scisle monotonicznych jednego rodzaju jest funkcja rosnaca;

2. Scidle monotonicznych réinych rodzajéw jest funkcja malejaca.
Uwaga. Prawdziwe sa analogiczne fakty dla ztozen funkcji stabo monotonicznych.

0 Cwiczenie 0.8.5
Korzystajac z powyzszego faktu uzasadnié, ze podane funkcje sa monotoniczne na wska-
zanych zbiorach:

a) f(z) = log (;54 +2), [0,00); b) f(r) =sin i, <-72;,oo>; c) f(z)= :—3—%, R.

0.9 Funkcje odwrotne

® Definicja 0.9.1 (funkgja réinowartosciowa)

Funkcja f jest réznowartosciowa na zbiorze A C Df, Jezell
/\ [(931 # T2) = (f (z1) # f(wz))]
Zl,tzeA

Obrazowo: funkcja f jest réznowarto$ciowa na zbiorze A, gdy kazda prosta pozioma
przecina fragment wykresu lezacy nad lub pod zbiorem A co najwyzej w jednym
punkcie (rys. 0.9.1-2).

y=f(z)

fa2) b

f(x1) } )
1 '
. 3 !
o Iy A r2 T o A z
Rys. 0.9.1. Funkcja réznowartosciowa. Rys. 0.9.2. Funkcja nieréznowartosciowa.

Uwaga. Przy sprawdzaniu réznowartoéciowosci funkeji wygodnie jest korzystaé z
definicji réwnowazne;j:

A [(f(xl) =f(e) = (o= xz)] |

T1,T2€A



f

Cwiczenie 0.9.2
Uzasadnié, ze podane funkcje sa réznowarto$ciowe na wskazanych zbiorach:

a) f(z)=2°+1, B b) ¢(z) = :—2 (—00,0);
* dla z ,
O ha)=vE+1, oo @) ={ 1 Ted

Fakt 0.9.3 (warunek wystarczajgcy réznowartoSciowosci funkcji)
Jezeli funkcja jest rosnaca albo malejaca na zbiorze, to jest tam réznowartos$ciowa.

Uwaga. Implikacja odwrotna nie jest

prawdziwa. Np. funkcja f(z) = z dla y v=1(=)
z€ R\ {1,2} oraz f(1) =21 f(2) = 1 . /
(rys. 0.9.3) jest réznowarto$ciowa na R, | / i
ale nie jest rosnaca ani malejaca na tym : .
zbiorze. j i

o i )
Cwiczenie* 0.9.4 1 3 z
Czy istnieje funkcja réznowartosciowa od-
wzorowujaca odcinek [0,1] na odcinek
(0,1)?

Rys. 0.9.3.

Niech funkcja f : X — Y bedzie réznowarto$ciowa na dziedzinie. Funkcja od-
wrotna do f nazywamy funkcje f~! : Y — X okreslona przez warunek:

f'l(y)‘i-il:c<=>y=f(m), gdzie z € X, ye€Y.

Uwaga. Wykres funkcji odwrotnej f~! otrzymujemy z wykresu funkcji prostej f
odbijajac go symetrycznie wzgledem prostej y = « (rys. 0.9.4-5) oraz zamieniajac
miedzy sobg jednoczesnie nazwy osi £ «—— y. Funkcja odwrotna do funkcji rosna-
cej jest rosnaca, a odwrotna do funkeji malejacej jest malejaca.

4? N
y=zx -
/’ ] X
/ |
/ -1 i
/ a=f"Y(y) fr-{=
v 1
/ 1
/ 1
s !
Va 1
s '
// X !
-
Vil z ' 1
z y o Yy
Y

Rys. 0.9.4. Funkcja prosta. Rys. 0.9.5. Funkcja odwrotna.



0 Cwiczenie 0.9.6

Znalez¢ funkcje odwrotne do podanych:

a) f(z) =12’ —2z, z €[1,0); b)g(z)=2-Vz+1, z€R;
[ 3 dla z<y,
{57 dla z320,
e*) ¢(z) = z+E(z),z € R, gdzie E(z) oznacza cze$é¢ calkowita liczby z;
f*) r(z) = 0.z2z12324 ..., = € (0, 1),

gdzie 0.z1z2z3%4 ... 0znacza rozwiniecie dziesigtne liczby z.

c) h(z) =2°|z|, z € R; d) p(z) =

z € R;

® Fakt 0.9.7 (o sktadaniu funkcji prostej i odwrotnej)

Niech funkcja f: X =% Y bedzie réznowartoéciowa. Wtedy

A £ (f@) =2 oran A F(5w) =w

TeX yeY

0.10 Funkcje cyklometryczne

1. Funkcja arcsin (arkus vsm‘v:lé) na:z-ywaiﬁy un c.]qv"o wrotnq- &o vfunl‘(ﬂcp sinus 65—
cietej do przedzialu [—g, g] Dziedzing funkecji arcsin jest przedzial [—1,1]
(rys. 0.10.1).

2. Funkcja arccos (arkus kosinus) nazywamy funkcje odwrotna do funkeji kosinus
obcigtej do przedziatu [0, 7]. Dziedzing funkcji arccos jest przedziat [—1, 1] (rys.

0.10.2).
v y
r--—-Ff----- y=arcsinz
i q
] 1
i 1
] 1
' 1
1 ]
1 1
-1 o 1 z
1 !
! 1
i i
: : y=arccoszx
1
S 5 J =
Rys. 0.10.1. Arcus sinus. Rys. 0.10.2. Arkus kosinus.

3. Funkcjg arctg (arkus tangens) nazywamy funkcj¢ odwrotna do funkcji tangens
obcietej do przedziatu (—%, -72—r-) Dziedzing funkcji arctg jest R (rys. 0.10.3).
4. Funkcjg arcctg (arkus kotangens) nazywamy funkcje odwrotna do funkeji ko-

tangens obcigtej do przedziatu (0, 7). Dziedzing funkcji arcctg jest R (rys.
0.10.4).



___________ 1 N
y= arctgz
o z
y=arcctgzr
""""""" I [o) z
Rys. 0.10.3. Arkus tangens. Rys. 0.10.4. Arkus kotangens.

Podstawowe tozsamosci z funkcjami cyklometrycznymi

1. arcsinz + arccosz = g dla kazdego z € [-1, 1],
2. arctgzr + arcctga = g dla kazdego z € R.
0 Cwiczenie 0.10.2 .
a) Promien $wiatla pada pod katem z, gdzie 0 < z < —, powietrze

na ciecz o wspoélczynniku zalamania n = 2. Znalezé
funkcje opisujaca kat zalamania o w zaleznosci od
kata padania z;

b) W tréjkacie réwnoramiennym ramiona maja dlugosé
b. Znalez¢ funkcje wyrazajaca miare kata przy wierz-
chotku tego trdjkata w zaleznosci od dlugosci pod-
stawy z.

0 Cwiczenie 0.10.3
Obliczyé wartosci funkcji cyklometrycznych:
a) arcsin \/TZ’:’ arccos (—%) , arctg (—1), arcctg v/3;
b) arcsin(—0, 4), arccos 0,91, arctg 0,2378, arcctg (—4,029).
W punkcie b) skorzystaé z kalkulatora.

0 Cwiczenie* 0.10.4
Naszkicowaé wykresy funkcji:

a) y = cos(arccosz); b) y = arccos(cos );

c) y =sin(arccosz); d) y = arccos(sin z).

0.11 Funkcje elementarne

Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje: state, potegowe, wy-
ktadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne oraz cyklometryczne. Funkcje, ktére
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Funkcje elementarne

mozna otrzymac z podstawowych funkcji elementarnych za pomoca skonczonej
liczby dziatan arytmetycznych oraz operacji ztozenia funkcji, nazywamy funkcjami
elementarnymi.

o Cwiczenie 0.11.2
Uzasadnié, ze podane funkcje s3 elementarne:

22
) f2) = b) g(z) = 3V,
c) h(z) = logy;, , arctg (12 + 1) ;o d) k(z) = 25

® Definicja 0.11.3 (wartosé bezwzglgdna)

: R— [0, 00) okreslong wzorem:

|Idef z dla z >0, v

—z dla z < 0. y=la|
Uwaga. Modul jest funkcjg elemen- ol o
tarna, gdyz |z| = Vz? dla kazdego Rys. 0.11.1. Wartoéé¢ bezwzgledna.

z€R.

® Definicja 0.11.4 (wielomian)

Wielomianem nazywamy funkCJQ W R— R okreslonq wzorem
W(z) = apnz™ + an 12"+ ...+ a1z + ao,

gdzien € NU{0} oraz a; € Rdla0 < ¢ < n, przy czym a,, # 0. Liczbe n nazywamy
stopniem wielomianu W i oznaczamy przez st W. Przyjmujemy dodatkowo, ze
wielomian W(z) = 0 ma stopniei —oco

©® Przykiad 0.11.5
Funkcje Wi(z) =3; Wa(z) =22 -3z +5; Wa(z) =1 — z!° s3 wielomianami.

O Cwiczenie* 0.11.6
Udowodnié, ze funkcja f(z) = +/z3 4+ 1 nie jest wielomianem.

® Definicja 0.11.7 (funkcja wymierna)
Funkcje, ktdrag mozna zapisa¢ w postaci ilorazu dwéch wielomianéw, nazywainy

funkcja wymierna.

® Przykfad 0.11.8

Podane ponizej funkcje s wymierne:

9 z
= : = - h =
f@=a"+1 (@) 6 -1’ (2) 25+ 232248



® Definicja 0.11.9 (funkcje hiperbolicine)
1. Funkcje sh (sinus hiperboliczny) okre$lamy wzorem:

T

e -
c ¢ , gdzie z € R.

def
hr =
shx )

2. Funkcje ch (kosinus hiperboliczny) okreslamy wzorem:

def € +e7"

chz 5

, gdzie z € R.

y=shz

y=chz

1

o z

Rys. 0.11.2. Sinus hiperboliczny.  Rys. 0.11.3. Kosinus hiperboliczny.

3. Funkcje th (tangens hiperboliczny) okreslamy wzorem:

h
the %L 2, gdzie z € R.
chz

4. Funkcje cth (kotangens hiperboliczny) okre$lamy wzorem:

def chz .
the = —, gd R\ {0}.
cthz 55 8dzie z€ \ {0}
4 y
y=thz EI
1h---—oa= 1f---m=
o x o) z

Rys. 0.11.4 Tangens hiperboliczny.  Rys. 0.11.5 Kotangens hiperboliczny.

Uwaga. W powyiszej definicji e oznacza liczbe rzeczywista réwna w przyblizeniu
2.7182818 ... (zobacz Uwage po Twierdzeniu 1.3.12).



® Przyktad 0.11.10
Jednorodny i gietki tancuch zawieszony w dwdch miejscach przyjmuje ksztatt wy-
kresu funkcji kosinus hiperboliczny (rys. 0.11.6). Ksztalt ten przyjmuje takze prze-
kréj osiowy powierzchni obrotowej o minimalnym polu przechodzacej przez dwa
okregi o wspdlnej osi (blona mydlana rozpieta na dwéch obreczach).

Rys. 0.11.6. Linia tancuchowa. Rys. 0.11.7. Minimalna powierzchnia.
Podstawowe tozsamosci z funkcjami hiperbolicznymi

1. ch®z — sh?z =1 dla kazdego = € R,
2. sh2x =2shzchz dlakazdego z € R,
3. ch2z = sh®?z 4 ch?z dla kazdego = € R.

0.12 Niektére funkcje nieelementarne

Funkcja czedé catkowita nazywamy funkcje £ : R =% Z okreslona wzorem:

,

: . v y=E(x)
—2 dla -2 z< —1, .
—1dla -1<z< 0, a1
E@)E{ oda 0gz< 1, o T s
l1dla 1<z< 2 —1
2dla 2gz< 3, L
: Rys. 0.12.1. Funkcja czesé catkowita.

Czgé¢ calkowita liczby z jest najwigksza liczba catkowita nie wieksza niz x, co
mozna zapisal réwniez w sposdb réwnowazny:

E(x)=k, gdzie k€ Z < k<z<k+1.
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0 Cwiczenie 0.12.2

a)

b)

W Sejmie przyjmowane sa ustawy, za ktérymi glosuje wiecej niz polowa postéw. Na
posiedzeniu bylo obecnych p postéw. Korzystajac z funkcji cze§é catkowita napisac
wzdr okredlajacy, ile nalezy oddaé gloséw ,za”, aby ustawa zostala przyjeta.
Przedsiebiorca chce kupié¢ cukier w hurtowni. Cukier jest sprzedawany w jednokilo-
gramowych torebkach oraz w workach zawierajacych 50 takich torebek. Cena jednego
worka wynosi 80 zl, a torebki 2 zl. ZnaleZé funkcje¢ podajaca jaka maksymalna liczbe
kilograméw cukru moze kupié przedsigbiorca dysponujacy kwota z zlotych. Naryso-
waé wykres tej funkcji. Jak bedzie wygladal wykres tej funkcji, gdy przyjmiemy, ze
z € NU{0}?

0 Cwiczenie* 0.12.3
Uzasadnié, ze funkcja f(z) = z — E(z) jest okresowa.

0 Cwiczenie* 0.12.4

Uzasadnié, ze funkcja czeéé catkowita jest ,prawie elementarna”, gdyz dla ¢ € R\ Z

prawdziwy jest wzor

E(z)=z— —71Fa.rcctg (ctgmz).

® Definicja 0.12.5 (funkcja signum)

Funkcja signum nazywamy funkcje sgn : B =% {— 1 0,1} okreslonac wzorem:

y=sgn (z)
-1 dla =z <0, Y
sgn(z) def 0 dla z=0, o -
1 dla z>0.

Rys. 0.12.2. Funkcja signum.

® Definicja 0.12.6 (funkcja Dirichleta*) .
Funkcjg Dirichleta nazywamy funkcje D : R 2440, 1} okreslonq wzorem:

def [ 1 dla z€Q, B
D(z) = { 0 da z¢Q. o y=D(z)

Rys. 0.12.3. Funkcja Dirichleta.

*Peter Gustav Dirichlet (1805-1859), matematyk niemiecki.



. 11 ,
Funkcja Riemanna nazywamy funkcje R : R =2 {1, 3130 0} okreslong wzo-

rem:
1 dla z = E, przy czym ulamek 4 jest nieskracalny,
R(z) =4 (i dlaz:g, !
0 dlaz ¢ Q.
v
. . 1 . .
. .1 . . y=R(z)

_é:_%#_lﬁ:_;:h):;:i é:éz

Rys. 0.12.4. Funkcja Riemanna.

0.13 Odpowiedzi i wskazowki

0.1.1 c) Wskazéwka. Wykorzystaé wzér cos 2o = 2cos® o — 1;

tga+tg 8
1—tgatgf’

0.1.2 a) Wskazéwka. 11 & 6v/2 = (3 + \/@2; b) Wskazéwka. 7 + 5v/2 = (1 + \/5)3 .
0.1.3 a=2—\/§; a=2++3.

e*) Wskazéwka. Kilkakrotnie wykorzystaé wzdér tg(a + 8) =

0.1.4 2) = ;wz, w1 + l—wz—\;{w—ll; b*) przynajmniej jedna z liczb > '22“, 221 ;' T2
jest niewymierna.

afla] 2] 2 2 V2| vZ] v2 | 2
0.1.5%| b ||3| I |log,3 | 3log,3 | 2 3 | 2log,3 | log,3

cil8|v2] 3 V3 2 |2v2| 3 V3

0.2.3 a) tak, m = 2; b) tak, m = 0; c) nie; d) tak, m = 0.
0.2.4 a) tak, M = 0; b) nie; c¢) tak, M = 5; d) nie.

-3 — /41 M= -3 +V41
2 T 2 ’

0.2.6 a) tak, m = 0, M = 1; b) nie; c) tak, m =
d) tak, m = -1, M =1.

0.3.3 a) tak, a = 0; b) nie; ¢) tak, a = 0; d) tak, a = 1.

0.3.4 a) tak, b = 5; b) tak, b = 2; c) nie; d)* tak, b = /3.

0.3.5 a) element najmniejszy nie istnieje, element najwigkszy b = 2; b*) element naj-
mniejszy a = 2, element najwiekszy nie istnieje; c*) element najmniejszy nie istnieje,

"Bernhard Georg Friedrich Riemann (1826-1866), matematyk niemiecki.



element najwiekszy b = -72£
0.3.8 a) —v/2; b) 0; ¢) —o0; d) —1.
0.3.9 a) 0; b) %; c) 1; d) oo.
0.3.10 a) inf L =0, sup L = 2m; b) inf V =0, supV = g
0.4.2 a) f(z) = 2sinz; b) f(z) = |z| + 1; ¢) f(z) =Inz; d) f(z) = zV2.
0.4.4 a) Dy = (—o0,—-1)U(1,00), Wy = R; b) Dy = R\ Z, W; = R;
C) Df = U [an-!ﬂ- + 2k7l’], Wf = [1;3]: d) Df = R) Wf = (0)1])
K€z
e) Dy = R\ {0}, Wy = (0,00); f) Dy = R, W; = (—00,-1).

0.4.5 a) f(z) =log[z(1 — z)]; b) f(z) = /(z — 2)(4 — z); c*) f(z) = \/—sin® 7z;

1) ={[E(3) -5+ vE e 1) = pra—s

P) f(z) = V- 1P - D -8 + .

0.4.7 a) tak; b) nie; c) nie; d) tak.

0.4.9

A b) .

|
c) LAY, d) v
\—1§ I ix / ? — ./

J:O i A T
é i o 4 z

0.4.11 a) tak; b) tak; ¢) nie; d) tak.
3 T 7
* 2gn T !
0.4.12 3 sin 5 (z+1)+ 5
0.5.2a) T= 2?”; b)T=25¢) T=2d) T'=3r.
0.5.3*% Wskazéwka. Obliczy¢ f(z + 2) 1 nastepnie f(z + 4).

0.5.8* Wskazéwka. Pokazaé, ze f(z)+ f(—z) jest parzysta, a f(z) — f(—z) nieparzysta.
0.6.3 a) tak, m = 0; b) nie; c) tak, m = 1; d) nie.



0.6.4 a) tak, M = 1; b) nie; ¢) tak, M = 1; d) tak, M = —1.
0.6.6 a) tak, m = %, M = 1; b) nie; ¢) tak, m = —1, M = 1; d) nie.

0.8.2 a) (fo f)(z) = 2", Dyos = R, (f0.9)(x) =z, Dsag = [0,00),
(90 f)(z) = |z], Dg°f =R, (goyg) 1‘) \/_Dyog—[o 0);
b) (fo f)(z) = 2°°, Dyos = R, (fog)(z) = 2°°%, Dyoy = R, (g0 f)(z) = cos2",

Doy = R, (gog)(z) = cos(cos 2) Doy = R; ) (fof)(z) = °, Dyes = R, (fog)(x) = .,

Dyoy = B\ {0}, (90 £)(2) = 1, Dyos = R\ {0}, (409)(2) = V&, Dyug = R\ {0},
d) (fo f)(z) = ;E—I;%—:;):T Dfoy = R, (fog)(z) = + —
(g0 f)z) = =~ ,Dgof=R\{0}, (909)(z) == Dgog = R\ {0}.
083 a) f(z) = |z, g(z) =

; b) f(z) = sinz, g(z) = 2% ¢) f(z) = «° + 1,

Dgog = R\ {0},

2 +
9(z) =logz; d) f(z) =z +2, g(z) = V.
% dla z =0,
0.9.4* tak, np. f(z) = 1 = 1 i
(z) 2 dla z n+1,gd21enEN,

z dla pozostalych wartosci z.

0.9.62a) f'(z)=14+V14z;b) g7 (z)=(2—-12)° - 1;
—v/—z dl 0
o) h_l(I):: T a < . d) p"l(z)z log;z dla 0<z<1 :
Vr dla z3>0 logs = dla r>1
e*) g7 (z)=z —pdlaze2p2+ 1), gdzie p € Z; *) r 7' (z) = r(z).

. 2 2
0.10.2 a) o = arcsin (sz); b) 8 = 2arcsin — lub B = arccos Zb—z’ gdzie
2 2b 262
0<z < 2b
2
0.10.3 a) = ?" —%, %; b) —0.411517, 0.427512, 0.233464, 2.893392.
0.10.4*
a) R b) v
i x —4r =27 - O * 2w ar T
-------- -1 y d) y
c) .
AVAVZ.VAVAN
I
-1 o 1 T
T
— 80E (—-)
N 80
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CIAGI LICZBOWE

1.1 Podstawowe okreslenia

Ciagiem liczbowym nazywamy funkcje

odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych an

w zbidr liczb rzeczywistych. Wartosé Qg Jomomon "

tej funkcji dla liczby naturalnej n na- ag loooeo- 1: _______ "

zywamy n-tym wyrazem ciaggu i ozna- ag {-——--—-- 1--- '

czamy przez a,, b,, itp. Ciagi o ta- a1 i- oo

kich wyrazach oznaczamy odpowied- 21T t3 ! sl 71910

nio przez (an),(bs) itp. Zbiér wyra- a _}_?_J:_fl_i 618, E n
z6w ciagu (an), tj. {an : n € N}, ozna- o 1-cooodzzzizzzisizey
czamy krétko przez {a,}. Ciagi be- Z: ::::i ——————— 3

dziemy przedstawiali na plaszczyinie Rys. 1.1.1. Ciag (an).

jako zbiér punktéw o wspélrzednych

(n,a,), gdzie n € N (rys. 1.1.1).

Obrazowo: cigg mozna traktowaé jako zbiér ponumerowanych liczb rzeczywistych,
ktére sa ustawione wedlug rosngcych numeréw.

Przyktad 1.1.2
Ciagi liczbowe mozemy okreslaé:

A. wzorem:
1
a)an=2" b)bp=——; c)cn=vVn+1-+/n;
sinn
d)dn=14+22+3%+...+n" e)e S S S + L
" ’ "Tn n+l1 nt+2 " o’

B. rekurencyjnie (tzn. kazdy wyraz ciagu wyraza si¢ przez poprzednie):
a) a1 = 7,an41 = an + 3 — clag arytmetyczny;

b) b1 = 1,bp41 = 2b, — ciag geometryczny;

¢) c1 =1,ca =1,cny2 = cn + cny1 — ciag Fibbonaciego;

d) di =2,dpy1 = dids .. . dp;



C. opisowo:
a) an — n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby ;

b) b, — n-ta liczba pierwsza,;

¢) ¢p — przedostatnia cyfra rozwiniecia dziesiqtnegé liczby (n + 3)2.

0 Cwiczenie 1.1.3
Znalezé wzor okreslajacy n-ty wyraz ciagu:

a) (en) = (1,3,5,7,9,11,...); b) (cn) =(1,-1,1,-1,...);

) (bn) = (1,1,2,2,3,3,...); d*) (dn) = (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,...);
e) (en) = (1,4,27,256,...); *) (f) = (1,0,0,1,0,0,...);

g*) (9n) = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...); h*) (k) =(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...);
i*) (in) = (1,0,2,0,3,0,4,0,...); i*) (Un) = (2,1,4,3,6,5,8,7, . )

an) jest ograniczony z dotu, jezeli zbidr {a,} jest ograniczony z dotu, tzn.

\/ /\angm.

mER neEN

Ciag (

Obrazowo: ciag jest ograniczony z dotu, gdy wszystkie jego wyrazy leza nad pewna
prostg pozioma (rys. 1.1.2).

an an
* . * *
1 e M 1 e
1 [ 1 [
| [ * | [ *
! [ | | [ |
1 [ * | [ L N1
i [ L N | [l ®
| L SR 4 [ | ® 1 ® [
' [ [ 1 o [

m [ A A | [ (B S [
T T T T T T T [ A R |
Lo U

ol 12345678910 n o[ 12345678910 n
Rys. 1.1.2. Ciag ograniczony z dotu. Rys. 1.1.3. Ciag ograniczony z géry.

Ciag (an) jest ograniczony z gory, jezeli zbidr {a,} jest ograniczony z géry, tzn.

v /\ an < M.

MeR neN

Obrazowo: ciag jest ograniczony z gory, gdy wszystkie jego wyrazy leza pod pewna
prosta pozioma (rys. 1.1.3).

0 Cwiczenie 1.1.6
Zbadaé, czy podane ciagi sa ograniczone z dotu:

a) an = V2; b)bnznn

;) cn=logzn; d)dn=10n—1n% e)en,= ctg-l.
1 3n
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o Cwiczenie 1.1.7
Zbadad, czy podane ciagi sa ograniczone z gory:

n n? 41 1 1 1
a)an-_3 ’ b)bn— n ) C)Cn—m+n+2+...+n+n,
(n+ 1) ( 1)" o 1 1 1

n= ———; n = —_ 3 n=1 - - —.
d)d w100 e)e 1+n ) f +2+3+ +n

Ciag (an) jest ograniczony, jezeli zbidr {a,} jest ograniczony, tzn.

V A m<a<Mm

m,MeER neN

Obrazowo: ciag jest ograniczony, gdy wszystkie jego wyrazy leza miedzy dwiema
prostymi poziomymi (rys. 1.1.4). Ciag, ktdry nie jest ograniczony, nazywamy nie-
ograniczonym.

YR
L)
1
| *
* | |
' | * 1
L | ! I !
[ I [ A
L. % 156 1 1 |
o/ 1234 ! 7891l n
m L]

Rys. 1.1.4. Ciag ograniczony.

Uwaga. W definicji mozna tak dobraé state m i M, aby 0 < M = —m. Wtedy

/\ lan] < M.
neN

0 Cwiczenie 1.1.9
Zbadaé, czy podane ciagi sa ograniczone:

a) an = b) bp =4 —3cosn; c)ecn=mn

n . nw n
T sin 5E[i ) do = (-2)7,
® Definicja 1.1.10 (cigg rosngey)

Ciag (an) jest rosnacy, jezeli

a; <az<az<..., tzn. /\ ap < Apyt.
neN

Obrazowo: ciag jest rosnacy, gdy jego wyrazy powickszaja si¢ ze wzrostem indeksu
(rys. 1.1.5).



Ciag (an) jest niemalejacy, jezeli
a1 <a2<az ..., tzn. /\ an < Gn4l-
neN

Obrazowo: ciag jest niemalejacy, gdy ze wzrostem indeksu wyrazy ciggu powiek-
szaja sie lub pozostaja bez zmiany (rys. 1.1.6).

an an

1 '

| 1

* |

N ® |

Lo .

® [

[ N B | ®

® o LN 2N N |

® o ® o

| Y T R R [ T T T B |

® o ® o

® ® e

® I |

0l 12345678910 n o[ 12345678910 n

Rys. 1.1.5. Ciag rosnacy. Rys. 1.1.6. Ciag niemalejacy.

Uwaga 1. Analogicznie definiuje sie ciag malejacy i nierosnacy. Ciagi rosnace,
malejace, nierosnace i niemalejace nazywamy monotonicznymi. Definicje ciagéw
monotonicznych sg szczegdlnymi przypadkami definicji funkcji monotonicznych.
Wprowadza sie takze pojecie ciaggéw monotonicznych od numeru ng € N.

Uwaga 2. Monotoniczno$é ciggu (a,) mozemy ustali¢ badajac znak réznicy ap 41—
bn+1

n

an, a ciggu (b,) o wyrazach dodatnich poréwnujac iloraz z 1. Korzystamy

wtedy z tabeli:

bn+1

An41 — Qn b_ Ciqg
n

>0 >1 rosnacy

<0 <1 malejacy

>0 > 1 | niemalejacy

<0 <1 nierosnacy
Cwiczenie 1.1.12
Sprawdzié, ze podane ciagi sa rosnace:
a)‘1n=n_1; b)bn=n2—-n; c)cn=1.3"”.(2n—l);

n \ n!
d*) d, =5"=3"-2" e)en= (3n)!. f) fn=logn1 1

(n1)?’
h*) by = 3n+1 dla n<10
2" % dla n>10

g*) gn =01 — 2% 4 1;



0 Cwiczenie 1.1.13
Sprawdzié, ze podane ciagi sa niemalejace:

-1
a')an=[E(n1110)j| ;i b)bh=n+104+|n-10; c)ecn=n+
. n

. nw
sin —| .
2

o Cwiczenie 1.1.14
Zbadaé, czy podane ciagi sa monotoniczne od pewnego miejsca:

a)an=4n+1' b) b, = \/n? + 2n — n;

n+1’
1007 a*) dn = (H_%) :

1 1 1
e) e; = \/5, ent1 = V2+en; f*) fn= ———t—a..  + ;

C) ¢tn = —

n+l n+2 7 n4n
g) gn = V2" + 1, h*) b= "Wn+1.

0 Cwiczenie 1.1.15
Dla n > 4 niech p, oznacza dlugosé najwickszej przekatnej n-kata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu 1. Czy ciag (p») jest monotoniczny?

1.2 Granice ciagéow

Ciag (an) jest zbiezny do granicy wlasciwej a € R, co zapisujemy

lim a, = a,
n—00

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AV A [(n>no)=>(lan—a|<e) .

e>0 ng€N neN

an

a—€¢===r ™ roro- o
] I
[
[

=r-r
o
o
|
6 78 910 n

Rys. 1.2.1. Granica wlasciwa ciagu.

Obrazowo: ciag jest zbiezny do granicy a, gdy jego dostatecznie dalekie wyrazy

leza dowolnie blisko punktu a (rys. 1.2.1). Zamiast réwnosci lim a, = a mozna
n— o0

pisaé a, — a. Mozna réwniez pisaé krétko lima,, = a lub a, — a.
n—oo



0 Cwiczenie 1.2.2
Korzystajac z definicji uzasadni¢ podane réwnosci:

1—-3n
Ii
2) lim S——

=-3; b) lim —1—=0;
¢) im {a=1,a>0; d) lim sin — = 0.

® Twierdzenie 1.2.3 (0 jednoznaczno$ci granicy ciggu)
Kazdy ciag zbiezny ma dokladnie jedna granice.

Ciag (an) jest zbiezny do granicy niewtasciwej oo, co zapisujemy

lim a, = oo,
n— 00

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AV A [0>n)=@>e)].

€>0 ngeN neN

Obrazowo: ciag jest zbiezny do oo, gdy dostatecznie dalekie wyrazy tego ciagu

sg wigksze od dowolnie duzej liczby (rys. 1.2.2). Zamiast réwnosci lim a, = oo
n— 00

mozna pisa¢ @, —; ©00. Mozna réwniez pisaé krétko lima, = oo lub a, — 00.
n—oo

an an
o !
i o1 T .
£ R i
T T T 1
[ O T T B B B !
L R I e | 1
[ ) I
LT T R * n
e | [ 0
Lo I 1345678910
ol 12345678910 n olt2, 711111 n
! no G
i [ e )
| L ]
I L ]
! £ LI R R
1
! j L
I [
¢ N 6
¢
Rys. 1.2.2. Granica niewtasciwa oo. Rys. 1.2.3. Granica niewlasciwa —ooc.

Ciag (an) jest zbiesny do granicy niewlaéciwej —oo, co zapisujemy

lim a, = —o0,
n—00

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AV A [(">no)=>(an<£)].

£<0 ngeN neN



Obrazowo: ciag jest zbiezny do —oo, gdy jego dostatecznie dalekie wyrazy sa mniej-

sze od dowolnie malej liczby (rys. 1.2.3). Zamiast réwnoéci lim @, = —oco mozna
n—oo

pisaé an — — 00, mozna réwniez pisaé krétko lima, = —oo lub ap — —oco.

Uwaga. Ciagi, ktére nie maja granicy wlasciwej ani niewlasciwej, nazywamy cig-
gami rozbieznymi. Przykladami takich ciaggéw sa: ap, = (—1)", b, = sin - W
niektdérych podrecznikach ciagi zbiezne do 0o lub —oo nazywa sie ciggami rozbiez-
nymi do oo lub —oo.

Cwiczenie 1.2.5
Korzystajac z definicji uzasadnié podane réwnosci:
2
a) im (2" —5)=o00; b) lim © = oo c) lim (3 —log, n) = —oo.
n—oo n—oo 2n — 1 n—oo

Fakt 1.2.6 (o niezaleinosci granicy od poczgtkowych wyrazéw ciggu)
Granica ciggu zbieznego do granicy wtasciwej lub niewlasciwej nie zalezy od war-
toéci skonczenie wielu jego wyrazéw.

Cwiczenie 1.2.7
Zbadaé, czy podane ciagi maja granice (wlasciwe lub niewlasciwe):

(=)" dla n <100, 1 da n <2000
a) an = n? b)bn=< n = ’
g de n>100 3" dla = > 2000.

Fakt 1.2.8 (granice ciggu geometrycznego)

=0 dla |q| <1,
. =1 dla ¢=1
n )
nll»no]oq = 00 dla ¢>1,

nie istnieje dla ¢ < —1.

Cwiczenie 1.2.9

Znalez¢ granice podanych ciagéw:

e (I Bem e (2)"
Cwiczenie 1.2.10

Zbada¢ istnienie granic ciagéw (z») w zaleznosci od parametru p € R, jezeli:

a) Tn, = (p2+2p—2)"; b) z, = (sinp+%) .

Niech (an) bedzie dowolnym ciagiem oraz niech (k,) bedzie rosnacym ciggiem liczb
naturalnych. Podciagiem ciagu (an) nazywamy ciag (b,) okreslony wzorem

bn i—e:fakn, gdzie n € N.



Obrazowo: podciaggiem nazywamy ciag pozostaly po skresleniu pewnej liczby (byé
moze nieskoriczonej) wyrazéw ciggu wyjsciowego (zobacz ilustracja nizej).

) = (b, ba, bs, bs, bs, ),
(an) (&'lv ) 223) 2’('4) ) &6» a ) ) 251'10; .. ) .
® Przykfad 1.2.12

a) ciag liczb parzystych b, = 2n jest podciagiem ciagu liczb naturalnych a, = n;

n2+1 1 n
b) ciag bn = (1 + 1‘L2——|-1> Jjest podciagiem ciggu a, = <1 + ;) ;

¢) ciag (bn) = (1,1,2,2,3,3,...) nie jest podciagiem ciagu (an) = (1,2,3,...).

® Twierdzenie 1.2.13 (o granicy podciggu ciggu zbieznego)
Kazdy podciag ciagu zbieznego (do granicy wlasciwej lub niewladciwej) jest zbiezny
do tej samej granicy.

0 Cwiczenie 1.2.14
Korzystajac z powyzszego twierdzenia uzasadnié podane réwnosci:

2) im —— =0, b) lim "V3=1.

0 Cwiczenie 1.2.15
Wyznaczyé granice podanych ciagéw:

1 dla n nieparzystych, 2" dla n podzielnych przez 3,
a) an = b) b, =

n 3 . .
g n° dla n niepodzielnych przez 3.

dla n parzystych;

o Cwiczenie 1.2.16
Wybierajac odpowiednie podciagi uzasadnié, ze podane granice nie istnieja:

a) nllr’r;o [n+(-—1)"n2]; b) rlli_{r;osin n—;—
1.3 Twierdzenia o granicach wtasciwych ciagéw

® Twierdzenie 1.3.1 (0 ograniczonosci ciggu zbieznego)
Jezeli ciag jest zbiezny do granicy wlasciwej, to jest ograniczony.

Uwaga. Implikacja odwrotna w powyzszym twierdzeniu nie jest prawdziwa. Kontr-
przyktadem jest ciag a, = (—1)", ktéry jest ograniczony, ale nie jest zbiezny.

® Fakt 1.3.2 (o réwnowaznosci granic)

lim a, =0 <= lim |a,| = 0.
n—00 n—00



0 Cwiczenie 1.3.3
Korzystajac z powyzszego faktu wykazaé podane réwnoéci:

a) lim (-1)"

n— 00

n . (-1)*
n2+1_0’ b)nl:n;o n+1—0

B Twierdzenie 1.3.4 (o arytmetyce granic ciggdw)
Jezeli ciagi (an) 1 (bn) sa zbiezne do granic wlaéciwych, to

1. lim (ap +b,) = lim a,+ lim b,,
n—00 n— oo n—00

2. lim (an, —b,) = lim a,— lim b,,
n—00 n—0o0 n— 00

3. lim (cap)=c lim a,, gdzie c € R,
n—oo n— oo

4 Jim (an-bo) = (lim . (fim b0,

—00
g,  Jgman
5. nanolo ™ = T B oile nlLrglo b, #0,
n— 00
p .
6. lim (a,)f = ( lim a,,) , gdzie p € Z\{0},
n— 00 n— 00

N

o — - .
nlingo Ha, = | /ﬂlin()lo an, gdzie k € N\{1}.

Uwaga. Wzory 1. i 4. sa prawdziwe takze dla dowolnej liczby odpowiednio sktad-
nikéw i czynnikéw. We wzorach 6. i 7. zakladamy, ze wyrazenia po obu stronach
znaku réwnosci maja sens.

HUMOR
Z pracy egzaminacyjnej:
»Dla dowolnych ciagéw (z,), (yn) zachodzi réwnosé
lim (z,yn) = lim z,+ lim y,,
n—co n—oo n—oo

gdyz logarytm iloczynu réwna sie sumie logarytméw”.

o Cwiczenie 1.3.5
Obliczy¢ podane granice ciagéw:

. n?—-3n° . . 1424...4n
) Jim T 0 Jm (Varenn); VI T et
n _ 5 3 3 1 ot
d) lim (—2 1) . o) Lim (HDVERT T f) tim (D=l
n—oo \3" +2 n—oo  py/n2 41 n—co (n + 1)! + n!
(n? +1)* s VAT 1
-~ 7 . 3 3 _ 2 . . . var+1
0 Jim, e W i (VR VaTE) ) i e



0 Cwiczenie 1.3.6
a) Dla n > 3 niech an oznacza miare kata wewngtrznego n—kata foremnego. Obliczyé

granice lim oy ;
n—oo

b) Dla n > 6 niech p, oznacza dlugo$é najkrétszej, a g, dlugo$é najdluzszej przekatnej
n—kata foremnego, ktérego bok ma dlugosé 1. Obliczyé granice: lim pp, Lim gn;
n—oo n-— 00
c) Dla n > 3 niech S, oznacza pole n-kata foremnego opisanego na kole o promieniu 1.
Obliczyé lim S,.

n—0o0

Poda¢ interpretacje geometryczne otrzymanych wynikéw.

B Twierdzenie 1.3.7 (o trzech ciggach)
Jezeli ciagi (an), (bn), (¢n) spelniaja warunki:

1. an < bn < ¢ dla kazdego n > ny,

2. lim a, = lim ¢, = b,
n—oo n—oo

to lim b, = b.

an (')v b"(*)r Cﬂ(o)

------efo

-—---e{-%0
O~ -----o40
Np----—-Jex0
[ = b°)
©}-----odo

wi---e-4{0
Wi ————— 90

=} o¥——-0
o}- - e%0

o

—
o

n

no
Rys. 1.3.1. Ilustracja twierdzenia o trzech ciagach.

O Cwiczenie 1.3.8
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach uzasadnié¢ podane réwnosci:

a) lim /2™ + 3" + 5™ = 5; b) lim 2—-f--—zt——sﬂ=0;

—00 \/_ n—eoo n2+41
E (V2n
c) lim -—L——)- =72 d) lim ¥n=1; e) lim log,,; (n> +1) =2;
n— oo n n—o0o n—oo
f) lim *"%/3n +2=1; g) lim ¢ —1-+%+i3=1;
n—oo n—oo n n n
h) lim "Y/a% 4+ n24+1=1; i) lim ;-f- ! +...+ ! =1
n—oo n—oo \/n2+1 +/n?2+2 VnZ+n ’

j*) lim I S R =2
YVl \Verr2 T Ve 2 Vi T JEte

B Twierdzenie 1.3.9 (o ciggu monotonicznym i ograniczonym)

Jezeli ciag (ay) jest niemalejacy dla n > ng oraz ograniczony z gory, to jest zbiezny
do granicy wlasciwej sup {a, : n > ng}.



an
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Rys. 1.3.2. Ilustracja twierdzenia o ciagu
monotonicznym i ograniczonym.

Uwaga. Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie dla ciggu nierosnacego i
ograniczonego z dotu.

HUMOR
Twierdzenie o policjantach i pijaku.

Dwaj policjanci prowadza migdzy soba pijaka. Jezeli policjanci ida do izby
wytrzezwien, to trafi tam takze pijak.

0 Cwiczenie 1.3.10
Korzystajac z twierdzenia o ciagu monotonicznym i ograniczonym uzasadni¢ podane
réwnosci:

. 100" . [Be)P
2) fim =0 ) hm S any = %
c*) lim b, = 2, gdzie by = V2, bpy1 = \/2+ b, dla n € N;
n— 00
d*) lm cn, = /2, gdzie ¢; = 1 oraz cpy1 = 1 + 1+1c dlan € N.

0 Cwiczenie 1.3.11
Korzystajac z twierdzenia o ciagu monotonicznym 1 ograniczonym uzasadnié¢ zbieznosé
podanych ciagéw:

1 2

1 1 1, .
n!  (n4+ 1)V

1
n+1+n+2+'”+n+n

1 1
) b*)bn=ﬁ+'2—!'+-.-+

a) anp =
1\"+! n!
c¥) c,.=(1+;) ;o d) dn=n—n; e*) en = Yn.
W przykladach d) i €) ulozyé réwnania z granicami i nastepnie je wyznaczyé.
B Twierdzenie 1.3.12 (okreslenie liczby e)

) 1\". : : . : .y
Ciag e, = (1 + —T;) Jest rosnacy 1 ograniczony z gory, a zatem jest zbiezny.

Uwaga. Granice tego ciaggu oznaczamy przez e:

def . 1\"
e= lim (1+ =) .
n—oo n



Liczba e z doktadnoscia do 10 cyfr po przecinkuvjest réwna
2,7182818285.

Logarytm przy podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy przez

In; Inz def log, . Funkcje wyktadnicza przy podstawie e nazywamy eksponens i

oznaczamy przez €xp; exp & el o, Nizej podajemy dwa latwe do zapamietania

przyblizenia wymierne liczby e :
878 o n 335588+
323’ 7 123456

~

HUMOR

Na ostatnim wyktadzie z analizy matematycznej prowadzacy zapytat stu-
dentdéw, gdzie na innych przedmiotach spotkali sie z liczbg e. Ustyszat na-
stepujace odpowiedzi:

liczba e wystepuje w opisie rozpadu promieniotworczego,

wzor na gestosé rozktadu normalnego zawiera te liczbe;

w opisie linii laricuchowej takze pojawia sie e.

Po zacheceniu studentéw do podawania dalszych przyktadéw jeden z nich
niesmiato odpowiedziat:

Jja ostatnio widziatem liczbe e na proszku do prania.

Fakt 1.3.13 (o ciggach z granicg e)

Jezeli ciag (a,) o wyrazach dodatnich jest zbiezny do granicy niewlasciwej oo, to

1\
lim <1 + —) =e.
n— oo an
Uwaga. Fakt powyzszy jest prawdziwy takze wtedy, gdy ciag (a,) o wyrazach
ujemnych jest zbiezny do granicy niewlasciwej —oo.

Cwiczenie 1.3.14

Obliczy¢ podane granice ciagéw:

1 3n 1\ " 1 2n+1
a) lim (1 + —) ;  b) lim (1 - ;) ; ¢) lim (1 - =
n

n—00 n + 2 n—oo n—o0 :
2n+1 n 2n+1
. 1 . . 3n + l) . . (n — ])
d) lim (1+2n) 3 e) lim (3n+4 ) im {3 '

Cwiczenie* 1.3.15
Pokazaé, ze:

o (14 L1 1y _
a) 1m(+ﬁ+a+...+m)—c,

n—oo

b) liczba e jest niewymierna.

* przyblizenie to znalezli w 1999 r. studenci wydzialu Informatyki i Zarzadzania.



1.4 Twierdzenia o granicach niewtasciwych ciagéw

® Twierdzenie 1.4.1 (o dwdch ciggach)
Jezeli ciagi (an) 1 (bs) spelniaja warunki:
1. a, < b, dla kazdego n > ny,
2. lim a, = oo,
n-—00
to lim b, = co.
n— o0
Uwaga. Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie dla ciaggdw zbieznych do

granicy niewlasciwej —oo.

an (o) 4 bn (¥)

T L T p—— Y

|
¢+

ol 12
n

]

Of———m—m————— ¥

:
:

RD-——————— K

N T
Lo e ——

Wi—— 0%
IS -

—
o

n

Rys. 1.4.1. Ilustracja twierdzenia o dwdéch ciagach.

0 Cwiczenie 1.4.2
Korzystajac z twierdzenia o dwdch ciagach uzasadni¢ podane réwnosci:

a) lim [4" + (-1)"] = oo; b) lim (2" 4+ 3n) = oo;
c) lim [(2cosn—5)n2]=—oo; d) lim L+L+...-+---—1—-- = oo.
T MA\ATET YA

o

® Twierdzenie 1.4.3 (o granicach niewtasciwych ciggow)

at+oo=00 dla —oco<a<g a-co=00 dla 0<a<
a a
— =0 dla —o<a< — =00 dla 0<a<o
00 0+
a® =0 da 0t*<gax<1 a® =00 dla 1<ag oo
oo?=0 dla —cog<b<0 ool =00 dla 0<b<oo

Uwaga. Réwnosci podane w tabelce sa symboliczna forma zapisu odpowiednich

. , ; ,, @ . . , . .
twierdzen. Np. rownos¢ oF = 00, gdzie 0 < a < oo, jest skrécona postacig twier-

dzenia:



nia o granicach niewtasci

. Qp
= lim — = oo.
n—oo n

=a, gdzie 0 < a < o0
=0, gdzie b, > 0 dla kazdegon € N

n— 00

Podobnie wyglada tabelka ,,dzialaii” z symbolem —co.

0 Cwiczenie 1.4.4

Obliczy¢ podane granice ciaggéw:
2

. 2n—(n+1)' . n n n ny . . 2n2+1 r .
B °>n11mw<3n2+1 :

. . . 24n*-n°
. 2n 2 n+1, e —n .
d) nhm (\/n +3- \/ﬁ) ;o e) nhm v/ (n? +1)""7; f) nlgn T

1 +2* 434+ +nt U431 45'+... 4+ (2n —1)!

*\ 13 . *\
&) im Ty . sty D Am 24+ 61+ + (2n)
® Def
Symbole :
0
00 — 00 0-00 - x 1% oo’ 0°
0 o0

nazywamy wyrazeniami nieoznaczonymi. Ich wartosci zaleza od postaci ciaggdw je
tworzacych.

® Przykfad 1.4.6
Ciagi (z5) i (yn) spelniaja warunki: lim z, = co, lim y, = oo, jednak granica
N BT
lim — przyjmuje rézne wartosci albo tez nie istnieje.
n—=00 Yn
2

.z .
oraz y, = n. Wtedy lim =% = lim n = oo.

a) Niech z, = n
n-— o0 yﬂ n—oo

b) Niech z,, = an, gdzie a > 0 oraz y, = n. Wtedy lim In _ lim a = a.

n—o00 yﬂ n-—oo
. .z .1
¢) Niech z, = n oraz y, = n?. Wtedy lim == = lim — = 0.
n— 00 yﬂ n—oon

d) Niech z, = (24 (—1)")n oraz y, = n. Wtedy lim In — lim 2+ =n") —
n—o00

n—00 Yn
nie 1stnieje.

0 Cwiczenie 1.4.7
Podaé¢ przyklady ciagéw Swiadczace, ze wyrazenia oo — oo,
Rozwazy¢ wszystkie wartosci jakie moga przyjaé te wyrazenia.

1%°, 00 s3 nieoznaczone.



1.5 Granice dolna i gérna ciagéw

® Twierdzenie 1.5.1 (Bolzano* - Weierstrassal, o ciggach ograniczonych)
Jezeli ciag jest ograniczony, to ma podciag zbiezny do granicy wlasciwe;j.

Uwaga. Jezeli ciag nie jest ograniczony, to ma podciag zbiezny do —oo lub oo.

1. Liczba rzeczywista a jest wlaSciwym punktem skupienia ciagu, jezeli istnieje
podciag tego ciaggu zbiezny do granicy a.

2. Symbol —oo(o0) jest niewlaéciwym punktem skupienia ciggu, jezeli istnieje
podciag tego ciagu zbiezny do —oo(00).

0 Cwiczenie 1.5.3
Znalei¢ zbiory punktéw skupienia (wlasciwych i niewlasciwych) podanych ciagéw:
1+(=1)",

5 ;) en=2"+(=2)"; d*) d, =sinn.

a)an = (=17 b)b,= (_;)" +

0 Cwiczenie 1.5.4
Poda¢ przyktady ciagéw, ktére maja podane zbiory punktéw skupienia:

a) {1,2}; b) {0,00}; c*){l,%,%,%,...,o}; d*) ZU {—o00, 00} .

0 Cwiczenie* 1.5.5
Uzasadnié, ze nie istnieje ciag, ktérego zbiorem punktéw skupienia jest Q.

Niech S oznacza zbiér punktéw skupienia ciggu (a,) (whasciwych i niewtasciwych).

1. Granice dolng ciagu (a,) okreslamy wzorem

lim a, % inf S,
n—oo

2. Granice gorng ciaggu (a, ) okre§lamy wzorem

lim a, def sup S.
n— 00

Uwaga. Jezeli co € S, to przyjmujemy, ze sup S = co. Podobnie, jezeli —oo € S,
to przyjmujemy, ze inf S = —oo. Ponadto, jezeli S = {—oo}, to supS = —co.
Analogicznie, jezeli S = {00}, to inf S = co. Do oznaczania granicy dolnej i gérnej

ciagu (an) stosowane sa takze odpowiednio symbole liminf a,, i limsupa,,.
n—oo n—o0

*Bernhard Bolzano (1781-1848), matematyk i filozof czeski.
'Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1895), matematyk niemiecki.
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Rys. 1.5.1. Granica dolna i gérna ciagu.

0 Cwiczenie 1.5.7
Znalez¢ granice dolne i gérne podanych ciagéw:

B(s) B(2)

a) an = (=1)" b) bn =(=3)";¢) cn = cos 247—['; d*) d, = 3(-1) +7(-1)

0 Cwiczenie* 1.5.8

Zn

Niech 2z oznacza liczbe zer na kofcu liczby n!. Zbadaé czy istnieje granica lim =Z.
n—oo N

1.6 Punkty skupienia zbioréw*

Pﬁnkt a €R nazywamy‘ wlaéciwym punktem skupienia zbioru A C R wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje ciag (a,) punktéw tego zbioru spetniajacy warunki:

an # a dla kazdegon € N oraz lim a, = a.
n— 00

Rys. 1.6.1. Punkt wlaéciwy skupienia zbioru.

Uwaga*. W podobny sposéb okredla si¢ lewostronny i prawostronny wlasciwy
punkt skupienia zbioru. Zbiér punktéw skupienia ciagu na ogét nie pokrywa sie
ze zbiorem punktéw skupienia zbioru wartoéci tego ciggu. Np. dla ciagu (an) =
((—=1)™) zbiér jego punktéw skupienia to {—1,1}, podczas gdy zbiér wartosci tego
ciagu, tj. zbiér {1, 1}, nie ma punktu skupienia. Punkty zbioru, ktére nie sg jego
punktami skupienia, nazywamy punktami izolowanymi.

Symbol co(—o0) nazywamy niewlaéciwym punktem skupienia zbioru A C R
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (an) punktéw tego zbioru taki, ze:

lim a, = 00 (—00).
n—00



0 Cwiczenie* 1.6.3
Znalei¢ zbiory punktéw skupienia (wlasciwych i niewlasciwych) podanych zbioréw:

a) [0,1) U {3,4,5}; b) {2(—1)"—}-% in € N}; c) {pcosp—;- i p€ Z};

d){a:+\/2_:z€Q}; e*){%+%:n,m€N}; f*) {tgn : n € N}.

1.7 Dowody wybranych twierdzen i faktéw

M Dowéd Twierdzenia 1.3.4 (o granicy iloczynu ciggéw)

Mamy pokazaé, ze
AV N (>no=>lanba —abl <) .
e>0ngeENnREN

Niech € bedzie dowolna liczba dodatnia. Ze zbieznosci ciagu (an) wynika jego ograniczo-

nosé. Mamy zatem
VN lanl € Ma.

Mga>0neN
Niech M bedzie wigksza z dwdch liczb Ma, [b], tj. niech M = max { My, |b|} . W definicji

granicy ciagu (a») przyjmujemy &' = 2;:”. Wtedy

\/ /\ (n>na=>|an—a|<e').

ngENnNEN
Podobnie w definicy granicy ciagu (bn) przyjmujemy e’ = Eeﬁ Wtedy
\/ /\ (n>nb=¢ lbn——b|<s').
ny,ENnEN

Pokazemy, ze liczba no = max {na,ns} spelnia poczatkowy warunek. Rzeczywiscie, dla
n > no mamy bowlem

|anbn — ab] = |an (bn — b) + b(an — a)| < |an]| |bn — b + |b] |arn — al

< M, € el = L& L em B E .
< My -e'+M-=M, 2M+M ZM\M 2M+M Y i

Dowéd Twierdzenia 1.3.7 (o trzech ciqgach)

Mamy pokazaé, ze
/\ \/ /\ (n>ny=>|bn —b| <¢).

e>0ny,ENnEN

Niech e bedzie dowolng liczba dodatnia. Wtedy ze zbieznosci ciagéw (an) i (¢n) do granicy
b wynikaja warunki:

V A @>ne=la. -t <e), V A @>ne= -t <e).
ngENnEN ncENnREN

Niech np oznacza najwigksza spoéréd liczb ng, n. oraz ng, tj. niech np = max {na,nc,no).
Wtedy dla n > np zachodza nierdwnosci

b—e<an<b+e, b—e<en<b+e.



Poniewaz dla n > np > no spelnione sa nieréwnoéci: an < bn < cn, wiec
b—e<an<bn<cen<b+te.
Stad
[bn — b] < € dla n > ns.

W Dowdd Twierdzenia 1.3.9 (o ciggu monotonicznym i ograniczonym)
Niech a = sup {an : = > no}. Liczba a jest skoriczona, gdyz ciag (an) jest ograniczony z
goéry. Mamy pokazal, ze granica ciagu (an) jest a; lim an = a. Réwnosé ta jest réwno-
n—oo

/\ v /\(n>na=>|an—a|<e).

e>0n,ENnEN

wazna zdaniu

Niech e bedzie dowolng liczba dodatnia. Z definicji kresu gérnego zbioru {an : n > no}

otrzymamy, ze
/\ an, < a oraz \/ a—€<an,.

n2ng n;EN

Niech teraz n. bedzie wigksza z liczb no 1 ni1, tj. niech n, = max(no,n1). Wtedy z
monotonicznosci ciagu (an) od numeru no mamy

/\ (an <a<a+eoraz a—e<an, <an).
n2ng
Stad |an — a| < € dla kazdego n > n,.

W Dowdd Twierdzenia 1.3.12 (okreslenie liczby e)
Na wstepie pokazemy, ze ciag (€n) jest rosnagcy. Mamy

1 n+1l
+1
6n+1_(1+n+1) _n+1 1— 1 " >n+1 _ n+1 =1
en (1 1)" T oon (n+1)? n (n+1)2|
+ —_—
n
Ostatnig nieréwno$é otrzymamy przyjmujac r = n+1 oraz ¢ = —“_—1)2 w nieréwnosci
n

Bernoulliego: (14 z)" > 1+rz, gdzie r € N\ {1} oraz 0 # z > —1. Ciag (en) jest zatem
rosnacy. Pokazemy teraz ograniczono$¢ z géry tego ciagu. Bedziemy korzystaé ze wzoru
dwumianowego Newtona

n_ (") n;0 M\ n-1;1 N\ n_2;2 ) on
(a+0b) —(O>a b +(l)a b +(2)a b +...+(n)ab

oraz z nieréwnosci n! > 2"~ prawdziwej dla kazdego n > 3. Nieréwnoéé ta jest tatwa do
wykazania przy pomocy indukcji matematycznej. Mamy zatem

I\" n\l1 n\ 1 n\ 1 n\ 1
en=(14+7) —1+(1>;+(2);5+(3);a'+~-+(n);:—



- 1+1+% (1—%)+% (1—%) (1—%) T % (1—%) (1—%) (1_";1)

<l+l+o 4+ +l<1+(i+i+—l-+ +i)
20 T3 T T 20T T T T gn

1
1—=
2
To oznacza, ze ciag jest ograniczony z gory przez 3. Z twierdzenia o ciggu monotonicznym

1 ograniczonym wynika, ze ciag (en) jest zbiezny.

1 1 1 1
<1+(2—0+2—1+2—2+.‘.) =14+ ——==23.

1.8 Odpowiedzi i wskazowki

1.1.3a)an=2n—1;b) by =cos(n— \)r=(=1)"*"' ) cn, = E (
d*)d, = E 1+v8n—17 Vsn_?

n+1)'

;e) en=n";

L . (n=1r) [ (n+2)_n-—1].
*) fn=1- sgn ‘sm — =F|FE 3 ik
£*) gn = —= 14V5)"_ (1= ;i*)in=E(n+1) sinﬂ|;
75 2 2 n 2
15020 () o2 o () o]
i*) g ZE( 2 sin — + |2F 3 1 cos —-|.

V3

1.1.6 a) tak, m = 1; b) tak, m = -;—; c) tak, m = 0; d) nie; €) tak, m = 5
1.1.7 a) tak, M = %; b) nie; ¢) tak, M = 1; d) nie; e) tak, M = 3; £*) nie.

1.1.9 a) tak, 0 < a, < %; b) tak, 1 < bn < 7; ¢) nie; d) nie.

1.1.14 a) ciag rosnacy; b) ciag rosnacy; c) ciag rosnacy od ng = 100, a niemalejacy od
no = 99; d) ciag rosnacy; e) ciag rosnacy; f*) ciag rosnacy; g) ciag malejacy; h*) ciag
malejacy od no = 2.

1.1.15 Nie.

1.2.7 a) 1; b) oo.

1.2.9 a) 0; b) oo; ¢) granica nie istnieje.

1.2.10 a) granica jest réwna: 0 dla p € (—3, -1 - \/5) U (—1 +/2, 1), 1dlap € {-3,1},
oo dla p € (—o0,—3) U (1,00), nie istnieje dla p € [—l - \/2_,-1+\/21; b) granica

jest réwna: 0 dla p € (gw + 2k, 16—37r + 2k1r), ldlape€ {% + 2k, gﬂ' + 2k7r}, oo dla
pE (% + 2k, gw + 2k1r), gdzie k € Z.

1.2.15 a) 1; b) co.

1.2.16 a) przyja¢ n = 2k — 1 oraz n = 2k; b) przyjaé n = 6k oraz n = 6k + 1.

1.8.5 a) —3; b) %; ) %; d) 0;e) % ) 1; g) 0; h) 0; 1) 1.

1.3.6 a) lim an =m; b) lim p, =2; im gn = c0; ¢) lim S, = =.
n—oo n—00 n—oo n—00



1.3.11 c*) Wskazéwka. Wykorzystaé nieréwnosé Bernoulliego; d) 0; e*) 1.
1.3.14 a) ¢*; b) %; c) 1;d) e%e) e s f) e8.
1.4.4 a) —oo; b) 00; ¢) oo; d) 0; €) oo; ) —o0; g*) 1; h*) 0.

1.4.7 Nieoznaczono$é oo — oo.
W tabeli mamy lim z, = lim y, oraz a € R.

n— 00 n—oo
Tn n n+a|2n | n4(=1)"
Yn 2n n n n
lim (zn —yn) || —00 a oo | nie istnieje
n—oo
Nieoznaczono$é 1°°.
W tabeli mamy lim z, =1, lim y, = oo oraz a > 0.
n-— 00 n-— 0o
/1
Tn - Ya | ¥/ | }/3+ (-1
Yn n n n n
lim (zn)¥%" 0 a 00 nie istnieje
n—oo
Nieoznaczonosé 0°.
W tabeli mamy lim z, = lim y, =0o0raz0<a<1,b>1.
n— 00 n—00
PR S I I I I
" n" n bn nn B+ (="
1 1 1 1 1 1
Yn = | =|=|-z|-z -=
n n | n n n n
lim (zn)¥" 0 a |1 b oo nie istnieje
n—0o0
1.5.3 a) {_11 1}: b) {O) 1}7 C) {0,00}; d*) [_17 l]
1.5.4 a) (an) = (1,2,1,2,1,2,...); b) (bn) = (0,1,0,2,0,3,...);
1 111
C*) (Cﬂ) = (1)1) 5,1)51:'3',1)5: gyZy"' H

d*) (dn) = (-1,0,1,-2,-1,0,1,2,-3,-2,-1,0,1,2,3,...).
1.5.5*% Wskazéwka. Pokazaé, ze kazda liczba niewymierna bylaby takze punktem skupie-

nia tego ciagu.

1.5.7 a) lim ¢, = —1, lim an = 1; b) lim b, = —o0, lim b, = oo;
n— 00 n—oo n—oo n—oo
¢) lim ¢, = -1, lim ¢p = 1; d*) lim dy, = —10, lim d, = 10.
n— 00 n—oo n—00 n— 00
1
1.5.8*% =,
"5

1.6.3% a) [0,1]; b) {~2,2}; ¢) {—o00,0,00}; d) B; e¥) {0} U {;ll- ne N}; ) R.



2

GRANICE FUNKCIJI

2.1 Podstawowe okreslenia

® Definicja 2.1.1 (sqszedztwa punktu)

1. Sasiedztwem o promieniu r > 0 punktu Zo E R nazywa.rny ZblOl'
def
S(iL‘o, T') = (.’L‘o -, .'Bo) U (.’Eo, To + T‘) .

S(=o,7)
O O— R

Zo—T Zo zo+T

Rys. 2.1.1. Sasiedztwo punktu.
2. Sasiedztwem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu zo € R nazywamy zbiér
S (zg,7) 2o (zo — 7, z0) -
3. Sasiedztwem prawostronnym o promieniu 7 >0 punktu zo € R nazywamy zbiér

S(xg',r) def (zo,zo+ 7).

S(x; ,r) S(za",r)
—O> O)- R O
To—T To Zo To+T
Rys. 2.1.2. Sasiedztwo lewostronne. Rys. 2.1.3. Sasiedztwo prawostronne.

Uwaga. Jezeli promien sasiedztwa nie bedzie istotny w rozwazaniach, to zbiory
S (zo,7), S (zg,r) oraz S (:ca', r) bedziemy oznaczali krétko przez S (zo), S (z5)
oraz S (z7) .

® Definicja 2.1.2 (sqsiedztwa nieskoriczonosci)
1. Sasiedztwem —oo nazywamy zbidr S(—o0) def (—o0,b), gdzie b € R.

2. Sasiedztwem co nazywamy zbidr S(oco) de (a,0), gdzie a € R.



S(—o0) N S(o0)

R —0 R
b a

Rys. 2.1.4. Sasiedztwo —oo. Rys. 2.1.5. Sasiedztwo oo.

Niech zo € R oraz niech funkcja f bedzie okreSlona przynajmniej na sasiedztwie
S (zo) . Liczba g jest granica wlasciwa funkcji f w punkcie zg, co zapisujemy

lim f(z) =y,
T—Tq
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
/\ [(lim :c,,::co)=> (lim f(:cn):g)].
(=n) — 00 n— oo
{zn}CS(=0)
Obrazowo: funkcja f ma w punkcie zo granice wlasciwa g, gdy jej wartoéci odpo-

wiadajace argumentom dazacym do punktu z (i réznym od tego punktu) daza
do liczby g (rys. 2.1.6).

y y=£(z)

f(zp)p-mm e~ T
v i
g i
i
f(z2)t-----5 | E
s | |
Vo S(z0) |

o zy T2 Zo <+— ZIn Ed

Rys. 2.1.6. Heinego granica wlasciwa
funkcji w punkcie.

Uwaga. Analogicznie definiuje si¢ granice wlaéciwa funkcji w punkcie, ktéry jest
wlaéciwym punktem skupienia jej dziedziny. Wartoéé funkcji f w punkcie zg
(o ile istnieje) nie ma wplywu na jej granice w tym punkcie. Zamiast réwnoéci
lim f(z) = g mozna stosowaé takze zapis f(z) = 9 albo tez f(z) — g, gdy
;ﬂ Zo.

Cwiczenie 2.1.4

Korzystajac z definicji Heinego granicy wlasciwej funkcji w punkcie uzasadnié¢ podane
réwnosci:

a) im(7—-2z)=3; b) lim 2 _ 1. ¢) lim sin z = 0; d) li -1 =2

T2 -9 z—-—1z+3_2, z—0 - 1—1-322—1— !

e) lim cosz = l; f) im tgz = 0; g) im vz +1=2; h*) lime” =1.
z—Z 2 z—0 z—3 z—0

*Eduard Heinrich Heine (1821-1881), matematyk niemiecki.



® Fakt 2.1.5 (0 nieistnieniu granicy funkcji w punkcie)
Jezeli istnieja ciagi (z1,), (z);) spelniajace warunki:
1. lim z,, = zo, przy czym z,, # zo dla kazdego n € N oraz lim f(zp)=4¢,
2. hm z, = zo, przy czym z,, # zo dla kazdego n € N oraz hm f(zl)=4g¢",

n— 00

3. ¢ #49",

to granica lim f(z) nie istnieje (wladciwa ani niewlasciwa).
T—Zo

Uwaga. Powyzszy fakt jest prawdziwy takze wtedy, gdy g’ = £oo lub ¢"” = Fco.

0 Cwiczenie 2.1.6
Uzasadnié, ze podane granice nie istnieja:

o1 . ..
b) limsin 25 ) lim E(x); ) lm3% ) lm oo

Niech o € R oraz niech funkcja f bedzie okreSlona przynajmniej na sagsiedztwie
S (zo) . Liczba g jest granica wladciwa funkcji f w punkcie zg, co zapisujemy

A,/ =

wtedy i tylko wtedy, gdy
AV A [(Ix—zol <) = (If(2) - gl <€)].
€>0 6>0 z€S(zo)

Obrazowo: funkcja f ma w punkcie zo granice wlasciwa g, gdy jej wartosci réznia
si¢ dowolnie malo od granicy, o ile tylko jej argumenty leza dostatecznie blisko
punktu zo i s3 od niego rézne (rys. 2.1.7).

y y=f(=)

gheg—m e -
1) !
'
g—€Q——=— ===~ ]
1 1
I i
| |
1 |
1 |
1 1
! !
| 1
I i
1 1

! I 8(z0)

lo) z9—6 Zo T z9+6 T

Rys. 2.1.7. Cauchy’ego granica wlaéciwa
funkcji w punkcie.

' Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematyk francuski.



0 Cwiczenie* 2.1.8
Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy wlasciwej funkcji w punkcie uzasadni¢ podane
réwnosci:

a)ii_{r;)(S—Iiz):-—l; b)lmz2=16; c)}i_rﬁ);—i—z=-2—; d)leﬂ_sinz:O.

Niech o € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie
S (1‘6) . Liczba g jest granica wlasciwg lewostronna funkcji f w punkcie zg, co
zapisujemy

lim f(z) =g,

T—zg

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

A Qe =r0) = (im 70 =0)].

(zn)

{zn}cs(=5)

Obrazowo: liczba g jest granicg lewostronna funkcji f w punkcie zg, gdy jej wartosci
odpowiadajace argumentom dazacym do punktu zg, przez warto$ci mniejsze od
o, daza do liczby g (rys. 2.1.8). Zamiast réwnosci lim f(z) = g stosowany jest

takze zapis f (zo —0) = g lub f (z5) = g. FT¥o
Yy
f(z1) “‘) y=f(z)
f(@2) ==}
Flaa) o mmimd o
G
R
L
o I Tn — I T

Rys. 2.1.8. Heinego granica lewostronna
wlasciwa funkcji w punkcie.

Uwaga. Podobnie definiuje si¢ granice wlasciwa lewostronna funkcji w punkcie,
ktdry jest lewostronnym wlaSciwym punktem skupienia jej dziedziny. Podobnie
jak w poprzednich definicjach, wartoé¢ funkcji w punkcie zo (o ile istnieje) nie
ma wplywu na granice lewostronna funkcji w punkcie zg. Granice prawostronna
funkeji f w punkcie z( definiuje sie analogicznie. Oznaczamy ja symbolem

lim+ f(z) lub f(zo+0) albo f(zf).

-3

0 Cwiczenie 2.1.10
Korzystajac z definicji Heinego granicy jednostronnej funkcji w punkcie uzasadnié podane



réwnosci:

4
a) lim — =1; b) lim |2 1] =—4 ¢) lim E(-z)=—4
z—0t || ’ z—1= T — 12 . ’ z—3+ . '
P 1
d) lim sgn (sinz)=-1; e) lim arctg =I f) lim e* =0.
=27 z—0+ 2 0~

Cwiczenie 2.1.11

Uzasadnié, ze podane granice jednostronne funkcji nie istnieja:

a) lim cos l; b) lim (—l)E(%); c) lim E(sin l), d) lim sgn (tg -l—)
T—0— T z—0+ z—0+ T 20+ T

DEﬁniCja* 21.12 { C’aucby"'ego, gramcy Iéﬂ}ostmn ﬁej : ig?dis‘ciwveiiifugkcji. w punkf:ze)

Niech zo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie

S (a:g) . Liczba g jest granica lewostronng wlasciwa funkcji f w punkcie zg, co

zapisujemy
lim f(z) =g,

r—zg

wtedy i tylko wtedy, gdy

AV A [(0<wo—x<6> = (|f(m)—gl<e)].

£>0 6>0 ge5(z7)

Obrazowo: liczba g jest granicg lewostronng wlasciwa funkeji f, gdy = dazy do
punktu zg, jezeli jej wartosci réznia sie od granicy dowolnie malo, o ile argumenty
leza dostatecznie blisko (po lewej stronie) punktu zo (rys. 2.1.9). Definicja Cau-
chy’ego granicy prawostronnej whaéciwej funkcji w punkcie jest analogiczna.

Y

y=f(z)

Rys. 2.1.9. Cauchy’ego granica lewostronna
wlasciwa funkcji w punkcie.

0 Cwiczenie* 2.1.13

Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy jednostronnej funkcji w punkcie uzasadnié
podane réwnosci:

1

—_— 3 -
a) Iim+(3:£—1)=2; b) lim 8-z 12; ¢) lim 2% =0; d) lim cosz =1.

z—1 T2~ lz - zl - z—0— z—0



Nieéh 9 € R orai niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie
S (zo) . Funkcja f ma granice niewlasciwg oo w punkcie zo, co zapisujemy

wtedy i tylko wtedy, gdy

A |Gl =20

(zn)
{zn}CS(zg)

Obrazowo: funkcja f ma granice niewlasciwg oo, gdy = dazy do zg, jezeli jej war-

tosci odpowiadajace argumentom dazacym do punktu zo (i réznym od zg), daza

do oo (rys. 2.1.10). Zamiast réwnoéci lim f(z) = co mozna stosowal takze zapis
T—To

lim f(z) = oo,

f(z) — oo lub tez f(x) — oo, gdy ¢ — zo.

T—zQ

f(zn)

f(z2)
f(z1)

Rys. 2.1.10. Heinego granica niewlasciwa

Uwaga. Podobnie jak poprzednio, warto$¢ funkcji f w punkcie zq (o ile istnieje)
nie ma wptywu na granice niewtasciwg funkcji w tym punkcie. Definicja Heinego
granicy niewlasciwej —oo funkcji w punkcie jest analogiczna do definicji podanej

wyzej.

Cwiczenie 2.1.15

Korzystajac z definicji Heinego granicy niewlasciwej funkcji w punkcie uzasadnié podane

réwnosci:

funkcji w punkcie.

1
a) lim __B_F =o00; b) lin}J (2—-em> = —o0;

Niech zo € R oraz niech funkcja f bedzie okre§lona przynajmniej na sasiedztwie
S (zo) . Funkcja f ma granice niewlasciwg oo w punkcie zg, co zapisujemy

lim f(z) = oo,
Tr—To

. 1
c) lim —;
z—m SIN” T

)= (Jim s o) = ).

= 00.



wtedy i tylko wtedy, gdy
/\ \/ /\ [(Ix—xol < 6) = (f(z) > 8)} :
£>0 6>0 z€S(zo)

Obrazowo: funkcja f ma granice niewlaéciwg oo, gdy = dazy do g, jezeli jej war-
toéci sa dowolnie duze, o ile tylko argumenty leza dostatecznie blisko punktu zg (i
sa od niego rézne, rys. 2.1.11).

Yy

Hy=1)
|
(=) E
1
5 |\
120 | S(z0)
o /:m-—d:r x9+6 z

Rys. 2.1.11. Cauchy’ego granica niewlasciwa
funkcji w punkcie.

Uwaga*. Definicja Cauchy’ego granicy niewladciwej —oo funkcji w punkcie jest
analogiczna do podanej wyzej.

HUMOR

Na ¢éwiczeniach z analizy prowadzacy uzasadnit réwnosé

. 8
lim —5 = 00.
z—0 T

S e, ... b . ,
W domu studenci mieli obliczy¢ granice hné —. Jeden z nich napisat
=0

lim —E-)— =U1.
r—0

Dlaczego?

> Cwiczenie* 2.1.17
Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy niewlasciwej funkcji w punkcie uzasadnié po-
dane réwnosci:
. 1 .
a) z]_l.n'_l2 Gror =o00; b) lxit})ln |z] = —o0.

Uwaga. Wprowadza si¢ takze pojecia granic jednostronnych niewtasciwych funkeji
w punkcie. Definicje Heinego i Cauchy’ego takich granic sa analogiczne do odpo-
wiednich definicji granic jednostronnych wtasciwych. Do oznaczania tych granic



stosuje sie symbole:
f(zg) =00, f(zg) ==00, f(af) =00, [(aF) =00,
Cwiczenie 2.1.18

Korzystajac z definicji Heinego uzasadni¢ podane réwnosci:

=o00; b) lim = —00.

a) lim -
z—0— SIN T

z—2+F T — 2

Podane nizej twierdzenie stosujemy do znajdowania granic funkcji okreslonych
przez warto$é bezwzgledna albo kilkoma wzorami. Twierdzenie to mozna wyko-
rzystaé takze do uzasadnienia, ze rozwazana granica nie istnieje.

Twierdzenie 2.1.19 (warunck konieczny i wystarczajgcy istnienia granicy)

Funkcja f ma w punkcie zo granice wlasciwa (niewlasciwa) wtedy i tylko wtedy,
gdy
lim f(z) = lim+ f(z).

=T, T—Tq

Wspdlna wartoéé granic jednostronnych jest wtedy granica funkeji.

Cwiczenie 2.1.20

Zbada¢, czy istnieja podane granice funkcji:

3
i b) lirrt) ! —; ¢) lim M; d) lim E(=z)

=1
a) lim z—0 sgn (z) z—3 E(r) ~

z—1 T —1

Przechodzimy teraz do zdefiniowana granic wlasciwych w nieskonczonosci. Podob-
nie jak poprzednio podamy dwie réwnowazne definicje tego pojecia.

De! 21 (Heineg: | ono n
Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(00). Liczba g jest
granica wlasciwag funkcji f w oo, co zapisujemy

Jim f(z) =g,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
A e )= (mreo-9)]
{£n}C(c0)

Obrazowo: funkcja f ma w oo granice wlasciwa g, jezeli jej wartosci odpowiadajace
argumentom dazacym do oo daza do granicy g (rys. 2.1.12). Zamiast réwnosci
lim f(z) = g stosowany jest takie zapis f(z) — ¢ lub f(z) — ¢, gdy £ — o0

T-—00 T—+00

albo tez f(oc0) = g.



128

f(z2) t---
f(z1) 1—1

S(o0) x

1

i

[

[
ol mm = @ —»

Rys. 2.1.12. Heinego granica wlasciwa
funkcji w nieskonczonoéci.
Uwaga. Definicja Heinego granicy wilasciwej funkcji w —oo jest podobna do po-
przedniej. Analogicznie mozna okre$li¢ granice wlaéciwa w nieskorniczonoéci dla
funkcji, ktérej dziedzina ma niewlasciwy punkt skupienia.

O Cwiczenie 2.1.22
Przy pomocy definicji Heinego granicy wlaéciwej funkcji w nieskoriczonosci uzasadnié
podane réwnosci:

a2
a) lim 32=0;b) 23z

r—o00 T+ z——00 T241

. 1 . 1
=-3; c) zll.nr(:osgn (;) =1;d) lim E (;) = —1.

— — 00

® Fakt 2.1.23 (o nieistnieniu granicy funkcji w nieskoriczonoéci)
Jezeli istnieja ciagi (z7,), (z!!) spelniajace warunki:
. o . N
1. n]l.ngo T, = 00 oraz nlin;of(mn) =g,

. " . "y
2. lim z; =oco oraz lim f(z))=g",
n—00 n-—0oo

3. ¢ #g",

to nie istnieje granica lim f(z) (wlasciwa ani niewlasciwa).
T — 00

Uwaga. Powyiszy fakt jest prawdziwy takze wtedy, gdy ¢’ = 400 lub ¢” = +oo.
Analogicznie wyglada ten fakt dla granicy lim f(z).
Tr——00

0 Cwiczenie 2.1.24
Uzasadnié¢, ze podane granice funkcji nie istnieja:
L . sin ¢ . . . sin(z +1)
1 z; b) lim ———; ¢) 1 ; d) L ; e* —.
2) oo I TS ) z—-I-Poo 2+ cosz ©) oo, €08 vz d) e tgz; e¥) zliunéo 2 +sinz

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(00). Liczba g jest
granica wlasciwg funkcji f w oo, co zapisujemy

Jim f(z) =g,



wtedy 1 tylko wtedy, gdy
AV A [e>a = (i@-d<<)]|
€>0 A€ER z€S5(o0)

Obrazowo: funkcja f ma granice wlasciwa w oo, jezeli jej wartosci réznig si¢ od
granicy dowolnie malo, o ile tylko argumenty sa dostatecznie duze (rys. 2.1.13).

g+e - e
g9

f@ t———C

9= ! y=§(z)
1
1
1
1
i
; S(e0)

o A z z

Rys. 2.1.13. Cauchy’ego granica wlasciwa
funkcji w nieskoriczonosci.
Uwaga*. Definicja Cauchy’ego granicy wtasciwej funkcji w —oo jest podobna do
podanej wyzej.

Cwiczenie* 2.1.26

Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy wlasciwej funkcji w nieskoriczonosci uzasadnié
podane réwnosci:

a) lim ! 0; b) lim (1-€%)=1.

z—o00 1+ 2 I——00

Pozostaly jeszcze do zdefiniowania granice niewltasciwe funkcji w nieskoniczonoéci.
Sa cztery typy takich granic:

Jim f(z) = o0, lim f(z) =—oc0, lim f(z) =00, lim f(z)= —oo.

Definicje Heinego 1 Cauchy’ego podamy tylko dla pierwszej granicy. Pozostale de-
finicje sa analogiczne 1 proponujemy Czytelnikowi samodzielne ich sformutowanie.

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sasiedztwie S(co). Funkcja f
ma w oo granice niewlasciwg 0o, co zapisujemy

zli.nolo f(z) = oo,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

A [(JH& zn = oc0) = (lim f(zn) = oo)] .

(zn)
{zn}CS(o0)



Obrazowo: funkcja f ma granic¢ niewlasciwa oo, gdy = dazy do oo, jezeli jej war-

tosci odpowiadajace argumentom dazacym do oo daza do oo (rys. 2.1.14). Zamiast

réwnosci lim f(z) = oo stosowany jest takze zapis f(z) —» oo lub f(z) — oo,
T —00

T — 00

gdy £ — oo albo tez f(o0) = oo.

g y=f(z)
*
fEn)t-mmmmmm e
f(za)p-===—== =~ "
f(z1)p------1 z
o / T, Zg Zn—> 0O

Rys. 2.1.14. Heinego granica niewlasciwa
funkcji w nieskoriczonosci.

Uwaga. Analogicznie mozna okresli¢ granicg niewtadciwag w nieskonczonosci dla
funkcji, ktérej dziedzina ma niewlaéciwy punkt skupienia.

Cwiczenie 2.1.28
Korzystajac z definicji Heinego granicy niewlasciwej funkcji w nieskoriczonosci uzasadnié
podane réwnosci:

3
z +2=oo; c) im 3" =o00; d) lim v2—z = 0.

. 2\ _
a) J:ll‘n;o (l—z ) = —o0; b)

z——00 T+1 T—00 Z——00

Niech funkcja f b(;dile okreslona przynajmnlej na sqs1edth1e S(00). Funkcja f
ma w oo granice niewlasciwg oo, co zapisujemy

xlglgo f(z) = o0,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AV A [(r>A)=>(f(z)>5)].

£>0 A€ER zeS(0)

Obrazowo: funkcja w 0o ma granice niewlasciwg oo, jezeli jej wartosci sa dowolnie
duze, o ile tylko argumenty s3 dostatecznie duze (rys. 2.1.15).

Cwiczenie* 2.1.30
Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy niewlasciwej funkcji w nieskoriczonosci uza-
sadnié¢ podane réwnosci:
a) lim (5 - xa) =—o00; b) lim log, (l + zz) = oo.
Z——00

I — 00



y=f(z)

Dl---mm———
L]

Q

~ S(o0)

Rys. 2.1.15. Cauchy’ego granica niewlasciwa
funkcji w nieskoriconos$ci.

0 Cwiczenie 2.1.31

Narysowaé przykladowe wykresy funkcji f : R — R, ktdre spelniaja jednoczesnie

wszystkie podane warunki:
2) lim f(z)= -2, lim f(z) =3, lim f(z)=0;

b) lim f(z)=o00, lim f(z)=0, lim+ f(z) = —oo, lim f(z) = —o0;
I— —00 z—0~ z—0 I—00

c) lim f(z) =0, lirr}3 f(z) = —oo, lim f(z)=-1.

® Twierdzenie* 2.1.32 (o réwnowaznosci definicji granic funkcji)

Odpowiadajace sobie definicje Heinego i Cauchy’ego granic funkcji sa réwnowazne.

Zestawienie definicji Heinego

granic funkcji

Niech a 1 A oznaczaja symbole podane w tabelach:

a

A

:co|:c5|:cg"]—oo|oo

9| o]0

Wéwczas definicje Heinego wszystkich rodzajéw
jednolitej postaci:

lim f(z) = 4 <= A\ [(nllrrgo z,=a

(zn)
{zn}CS(a)

0 Cwiczenie 2.1.33
Napisaé definicje Heinego podanych granic funkcji:

granic funkcji mozna napisaé w

) = (Jim f(en) = 4)].

a) liit}) f(z) =0 b) li_’rn1 f(z) = oo c) lil‘;l_ f(z) =3;
d) IILH:O f(z)=m; e) lim+ f(z) = —o0; o) lirg_ f(z) = oo;
g) im f(z)=m k) lim f(z)=—oco; i) lim f(z)= V2;

j) im f(z) =—o00; g) lim f(zr)=—oc0; h) lim_ f(z)= —o0.
I 00 T ——00 I-*\/E



2.2 Twierdzenia o granicach wtasciwych funkcji

® Twierdzenie 2.2.1 (o aryimetyce granic funkcji)
Jezeli funkcje f i g maja granice wladciwe w punkcie zg, to

1 Jim (£e)+9(2) = lim f@)+ lim o(z),
2. lim (f(2) - g(=)) = lim f(z)~ lim g(z),

3. lim (cf(z)) =c (zll.r? f(x)) , gdzie c € R,

4. Jim (#2)-9) = (Jim 1)) (Jim o(2))
flz) A (=)

5. Jfim 9(z) ~ Tim g(z)’ ° ile lim g(2) #0,
lim g(z)
6. lim ( f(m))g("’) = ( lim f(z))’“"’

Uwaga. Wzory 1. i 4. s3 prawdziwe takze dla dowolnej liczby odpowiednio sktadni-
kéw i czynnikéw. We wzorze 6. zaktadamy, ze wyrazenia po obu stronach réwnosci
maja sens. Ponadto przyjmujemy, ze (0%)? = co dla ¢ < 0. Powyzsze twierdzenia o
arytmetyce granic s prawdziwe takze dla granic jednostronnych funkcji w punkcie
zo oraz dla granic w —oo lub oo.

0 Cwiczenie 2.2.2
Korzystajac z twierdzed o arytmetyce granic obliczyé podane granice:

_ LET __ 9T 3
Ly b) lim S — ¢) lim 2.5 -2 d) lim (z+1)°

:z—»oo3"—4-5$; T—00 SL‘3+2’

.
2) a1 z——00 /22 + 1

1+ ¥z . VET=1-2 L . > )
Otm e DImToe 9 km T ) Jim (VeReia),

0 Cwiczenie* 2.2.3
Poda¢ przyklady funkcji f i g takich, ze nie istnieja granice wlasciwe ani niewlasciwe
lim f(z), lim g¢(z),
z—0 z—0

ale istnieja granice wtasciwe:

2) lim (/) +9(@)]; b) lim [f(z) 9 @)]; ) lim 58)) Q) tim 7 (2)]%7.




B Twierdzenie 2.2.4 (o granicy funkcji ztozonej)
Jezeli funkcje f 1 g spelniajg warunki:

L lim f(e) =,

2. f(x) # yo dla kazdego z € S (z¢),
3. lim g(y) =g,

to 11m g ( (:c))
Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla pozostalych typéw granic.

0 Cwiczenie 2.2.5
Korzystajac z twierdzenia o granicy funkcji zlozonej obliczyé podane granice:
1

. 4 2. \/_ 4 . 1 . . e l
a) 11_1111 (z l) i b) lu'g4 . \/5’ <) I]ir(r)n_ e d) len;oe ;e) lll{)l+ arctg

0 Cwiczenie 2.2.6
a) Pokazat, ie lim f(z°) =g <= lim f(z) = g;

b) Podaé przyktad funkcji f, dla ktdrej lirr}) £ (z?) istnieje, ale lin}) f () nie istnieje.
z— T —

® Twierdzenie 2.2.7 (o trzech funkcjach)
Jezeli funkcje f, g, h spelniaja warunki:
1. f(z) < g(z) < h(z) dla kazdego = € S (z0),
2. lim f(z) = lim h(z)=p
to lim g(z) =

T—zq

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest takze prawdziwe dla granic wtasciwych jedno-
stronnych (rys. 2.2.1) oraz dla granic wlaéciwych w nieskoriczonodci.

Yy

y=h(z)
y=g9(z)
Pe--
1
i y=f(z)
! S4(=0) ? z
o Zo

Rys. 2.2.1. Ilustracja twierdzenia o trzech funkcjach
dla granicy prawostronne;j.



0 Cwiczenie 2.2.8
Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach obliczyé podane granice:

. 1, . E(e”) . .21
OOy b i S 9 i Vi
d) lim e®cosz; e) lim *W/4= 49=; f) lim1 [sgn (z — 1) tg wz];
ZT——00 T—00 T—

0 Cwiczenie 2.2.9
Populacja bakterii w chwili >0 jest opisana wzorem p(t)=FE (106 (3—2_“)) . Obliczyé
graniczna liczbe bakterii w tej populacji.

® Fakt 2.2.10 (zamiana granicy funkcji)

Granice funkcji w punkcie lub nieskoriczono$ci mozna zastapié granicami w zerze:
Loy fe) = lim f (utzo);
. . 1
2 Jim 1) = Jim, 1 (3).
1
3. li =l — .
Jm J(@) = lim f ()

0 Cwiczenie 2.2.11
Korzystajac ze wzoréw na zamiang granic obliczyé:

4
- —1 cos T

i b) lim —=%_
a)ll—-mlza—l’ )legw—Zz

1 T
. i in =: li —z)tg =21,
;<) th zsin —; d) Lim [(1 T)tg 5 ]

2.3 Twierdzenia o granicach niewtasciwych funkcji

B Twierdzenie 2.3.1 (o dwdch funkcjach)
Jezeli funkcje f i g spelniaja warunki:

1. f(z) < g(z) dla kazdego z € S (z0),
2. lim f(z) = oo,

T—Tqo

to lim g(z) = oo.
T—To

Uwaga. Twierdzenie o dwéch funkcjach jest prawdziwe takze dla granic jedno-
stronnych oraz dla granic w nieskonczonosci (rys. 2.3.1). Ponadto prawdziwe sa
analogiczne twierdzenia dla granicy niewlaciwej funkcji réwnej —oo.

0 Cwiczenie 2.3.2
Korzystajac z twierdzenia o dwéch funkcjach uzasadni¢ podane réwnosci:

2 + cos 1 2
a) im ———2 =o00; b) lim (sinz —e) = —00; «¢) lim E (——) ctg’ £ = oo.
Z—00 T ™

z—0+ ‘\/E



S(o0)

@
]
-
~
)
-
[1)) I S

o] a

Rys. 2.3.1. Ilustracja twierdzenia o dwdéch funkcjach
w przypadku granicy niewlasciwej oo rozwazanej w oo.

® Twierdzenie 2.3.3 (0 granicach niewta$ciwych funkcji)

ptoo=00 dla —co<p<g oo p-oo=0o0 dla 0<p<goo
D _ P _

— =0 dla —o<p<o — =00 dla 0<p<goo
0 0t

p =0 dla 0t <p<1 pPP =00 dla 1<p<g oo
00l =0 dla —o0o<g<0 00l =00 dla 0<q< oo

Uwaga. Réwnosci podane w tej tabelce sg symboliczng forma zapisu twierdzen o
granicach funkcji. Np. réwnosé p™ = 0, gdzie 0t < p < 1, jest skrécong postacia
twierdzenia:

1. f(z) > 0 dla kazdego = € S (zo)

2. Jim f(z) <1, = lim ()" =o.
T—To
lim g(z) = oo

Twierdzenie to jak i pozostale, zapisane symbolicznie w tabelce, dotycza takze
granic jednostronnych oraz granic w nieskonczonosci. Powyzsza tabelka jest taka
sama jak dla ciaggéw (Twierdzenie 1.4.3). Podobnie wyglada tabelka , dzialan” z

symbolem —oo.

o Cwiczenie 2.3.4
Obliczy¢ podane granice funkcji:

2 Inz 2 z—z?
. ¢ —1 1 . 2z + 1 . 2z° +1
2) lim, (z_l +‘nx_1) R ) ,11120<3z2+1) ’
cos 2z

. . . 2+:02—1:5
d) L 5% — 4% — 3% —2%). —_—
) Jim (57 -4 )i e lim o f) im ———0




Uwaga. Podobnie jak dla ciggéw, symbole:

1 0 00

818

0
00 — 00 0-00 0

nazywamy wyrazeniami nieoznaczonymi. Ich wartosci zalezg od postaci funkcji je
tworzacych. Zilustrujemy to na przykladzie nieoznaczonosci 0 - co. Analogiczne
przyktady mozna podaé dla pozostalych nieoznaczonosci.

©® Przyktad 2.3.5
Funkcje f 1 g spelniaja warunki:

lim f(z) =0, limg(x) = o0
jednak granica zh_% f(z)g(z) przyjmuje rézne wartosci albo tez nie istnieje.
a) Niech f(z) = « oraz g(z) = :—2 Wtedy xh_r{(l) f(z)g(z) — nie istnieje.

b) Niech f(z) = pz? oraz g(z) = %, gdzie p € R. Wtedy }51‘(1) f(z)g(z) =
¢) Niech f(z) = z? oraz g(z) = :—4. Wtedy ll_r}}) f(z)g(z) =

d) Niech f(z) = —z? oraz g(z) = 4. Wtedy xh_r}z) f(z)g(z) = —

0 Cwiczenie 2.3.6
Poda¢ przyktady funkcji (dla granic w punkcie, jednostronnych, w nieskoficzonosci) $wiad-
czace, ze pozostale wyrazenia sa nieoznaczone.

Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych

lim 222 — lim 8% — 1
z—0 T z—0 T

r-1 ) et —
lim 2 =Ina, gdziea >0 lim < 1 =1
z—0 T z—0

1
lim 1_952(_1+_:c) =log, e, gdzie0 <a #1 | lim n(l +2) 1
z—0 z—0 T
. a\® o o . 1\* _
z—lirzglm (1 + -:;) =€ gdz1ea €R xBIinoo (1 + ;) =¢
: 1 a—-1

lim(14+2z)® =e (—L——a, gdziea € R;
z—0 .1:—»0




. arcsinz . arctgz

lim — =1 lim 8% _ 1
z—0 x z—0 xr

. shz . thz

lim — =1 lim — =1
z—0 T z—0 T

0 Cwiczenie 2.3.7

Korzystajac z granic podstawowych wyrazeri nieoznaczonych obliczy¢ podane granice:

sin Tz e"—1
li ; b) lim — ;
2) 220 5in 52 ) 220 sin 22
22
d) lim (3”5)”1. o tim (213,
z—oo \32 + 7 ’ z—oo \ 22 =7 ’
g 0= 22%) h) lim sin 3z ctg 5
g) lim —— " ) lim sin 3z ctg 5z;
1
oo 2z— . Incosz
) Jim (1 eos) ™75 ) lim S
2
7% — 5% . 5.3%-3.57
m) lim e m b e
¢ .
p) lim g3z; s¥n2z;
z—% tg 5z z—m SIR 7T
shz . arctgz
t . l .
)Iir(r)x+ sh/z’ v) 200 tgz '

2.4 Asymptoty funkcji

Tr=a

y=f(z)

RO~ = O m—m = = e —

o

Rys. 2.4.1. Asymptota pionowa
lewostronna.

x - 21
¢) lim ;
z—0 T

2z — 1
1
(”z—z) ;

tg Yz

vz’
1) lim arcs?n 3z;

z—0 arcsin 2z

In(1+z)
e?—1"

f) lim

Z— 00

i) lim

z—0+

o) lim
z—0

In(1+cosz)
°) Ih_.m% In(1 + cos 3z)’

w) lim (e"the™™).

T — 00

y=f(z)

o a z

Rys. 2.4.2. Asymptota pionowa
prawostronna.



Uwaga. Podobnie definiuje si¢ asymptote pionowa prawostronng (rys. 2.4.2).

Prosta jest asymptota pionowa obustronng lub krétko asymptota pionowa funkcji,
Jjezeli jest jednoczesnie jej asymptota lewostronna i prawostronna (rys. 2.4.3).

y=f(x)
y=f(z)

RO SR ———

//

Rys. 2.4.3. Asymptoty pionowe obustronne.

- SRS S,
I}
PR S
f
<
]
<
~
)
~

® Fakt 2.4.3 (o lokalizacji asymptot pionowych funkcji)

Funkcja elementarna moze mieé asymptoty pionowe jedynie w skoficzonych kran-
cach dziedziny, ktére do niej nie naleza.

0 Cwiczenie 2.4.4

Zbadaé, czy podane proste sa asymptotami pionowymi wskazanych funkcji:
1

) @)= 2 20, b)f(z)=In(d—2), z=4 <) f(z)=e, z=0;

DI@=TF e=l o f@) = e 2= 4% 0) fle)= S, 5 =0,

gdy

Jim [£(2) - (4,24 B,)] =0.

Obrazowo: prosta jest asymptota ukosna funkcji w oo, gdy jej wykres dla argu-
mentéw lezacych , blisko” oo praktycznie pokrywa si¢ z ta prosta (rys. 2.4.4).



y=f(z) / y=B4
\/ y=1(2)

y=A4z+By

Rys. 2.4.4. Asymptota ukoéna. Rys. 2.4.5. Asymptota pozioma.

Uwaga. Podobnie definiuje si¢ asymptote uko$na w —oo. Wspétezynniki tej asymp-
toty oznaczamy symbolami A_ i B_. Jezeli wspdtczynnik A, jest réwny 0, to
asymptote ukoéna nazywamy poziomg (rys. 2.4.5). Warto podkresli¢, ze asymp-
tota uko$na moze przecina¢ wykres funkcji nieskoficzenie wiele razy, np. prosta
y = z jest asymptoty ukoéna funkeji f(z) =z w oco.
o Cwiczenie 2.4.6
Naszkicowaé wykresy funkcji f : R — R spelniajacych wszystkie podane warunki:
a) prosta y = ¢ + 1 jest asymptota uko$na w oo, a prosta y = £ — 1 jest asymptota
uko$na w —oo;
b) prosta y =1 jest asymptota pozioma w 0o, a prosta y = —1 jest asymptota pozioma
W —00.
B Fakt 2.4.7 (warunek istnienia asymptoty ukosnej)
Prosta y = A,z + B, jest asymptota ukosng funkcji f w oo wtedy i tylko wtedy,

= @)
. z .
A, :zlLIgo = oraz B, :xll.ngo [f(:c) -—A+z] .
]
asymptota
y=/(z)

sieczna f
/4 (z) E <
7~ [ s
Rys. 2.4.6.

Uwaga. Jezeli funkcja f ma asymptote w oo, to kat a(z) nachylenia siecznej tg-

czacej punkty (0,0), (z, f(x)) dazy, gdy z— o0, do kata ag nachylenia asymptoty

(rys. 2.4.6). Prawdziwe sg takze analogiczne wzory dla asymptot uko$nych w —oo.
® Fakt 2.4.8 (warunek istnienia asymptot poziomych)

Prosta y = B, jest asymptota pozioma funkcji f w oo wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(z) = B, .



Uwaga. Analogicznie wyglada warunek istnienia asymptoty poziomej w —oo.

0 Cwiczenie 2.4.9
Znalezé asymptoty pionowe i ukosne podanych funkcji:

8) f2) = 72— b)f(z)=\/x2—1; 9 1) = 54

*) f(z)==zln (e+ %) .

sin

d) fz) = —= ) f(z) =

a,rctg T’
0 Cwiczenie* 2.4.10
Wyjasni¢ dlaczego prosta y = -2—13 nie jest asymptota ukosna w oo funkcji f(z) = zarctgz

. S ™
mimo, ze lim arctgz = —.
I —00 2

2.5 Dowody wybranych twierdzen i faktow

B Dowéd Twierdzenia 2.2.4 (o granicy funkcji ztozonej)
Korzystamy z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie. Poniewaz granice

lim f(z)=yo oraz lim g(y) =g¢
z—20 y—yo
sa wlasciwe, przy czym f(z) # yo dla kazdego = € S (z0), wigc mamy

(*) /\ znn—-oo To f(x") n—00 Yo,
(zn)
{zn}CS(z0)
przy czym f(zn) # yo dla n € N oraz

(*+) N 2w = g() —2 0
(yn)
{vn}CS(vo)
Mamy pokazaé, ze
N onmzae = 9(f @) ;2 0
(ln)
{zn}CS(xg)
Niech (zn) bedzie dowolnym ciagiem spelniajacym warunki z, T To oraz {zn} C

S (zo) . Wtedy korzystajac z (*) oraz przyjmujac w (**) yn = f (zn) otrzymamy Yn —2 Yo,
przy czym y, # yo dla n € N. W konsekwencji tego mamy

g(f(zn)) =9(yn) — ¢

n— oo

B Dowé6d Twierdzenia 2.3.1 (o dwdch funkcjach)
Mamy pokazaé, ze

/\ Tn — To => ¢ (Tn) — 0.
- 00 n—+00

(zn)
{zn}CS(z0)



Niech (z) bedzie dowolnym ciagiem spetniajacym warunek z,, =3 Tooraz niech {z,} C
S (z0). Z zalozenia wynika, ze f(zn) —— oco. Poniewaz g(z) > f(z) dla kazdego z €
S (zo0), wiec takze g (zn) > f (zn) dla kazdego n € N. Korzystajac teraz z twierdzenia o
dwéch ciagach (Twierdzenie 1.4.1), otrzymamy g (zn) = oo

B Dowéd Faktu 2.4.7 (warunek istnienia asymptoty ukosnej)
Pokazemy najpierw, ze jezeli prosta y = A z + B, jest asymptota funkcji f w oo, to

A, = lim 1(=) oraz B, = lim (f(x)—A+:c).

+ r—oco T

Z definicji wynika, ze skoro prosta y = A,z + B_ jest asymptota funkcji f w oo, to
lim [f(z)- (A,z+ B,)] =0.

Korzystajac z twierdzenia o granicy ilorazu otrzymamy z jednej strony

_ f@)-(a,s+8,) Jtm [f@)-(A4B)]
Il-l-'n;o z - lim z ) I~

z drugiej strony mamy

f@) = (At By) (M—A -gi)= im £&)_ 4

r—00 T

Zatem

z—o0 T
Poni 2 i - A —-B_ | =0 lim B, = B_, wiec ki taj twier-
oniewaz z-_‘ICI;Q [(f(l‘) +2) +] oraz :r:Ln;o + + W1€C Korzysta)acC z twier

dzenia o granicy sumy otrzymamy

IILI‘;O (f(:c) - A+”) Ill_“;o [(f(z) - (A+” + B+)) + B+]
zlimoo [f(z)_ (A+z + B+)] +Ilif’;° B,=0+B,=8,.

Przechodzimy teraz do wykazania, ze jezeli istnieja skoficzone granice

. f(z) .
Ian;o = A, oraz :ILII;o (f(z) — A+z) =B,
to prostay = A, z+B, jest asymptota funkcji f w co. Poniewas liczba A, jest skoficzona,
wiec z réwnosci

lim (f($)+A+z) = B, gdzie |B+| < 00,

I —+00

wynika réwnosé

Iim [f(z) - (A,z+B,)] =0



2.6 Odpowiedzi i wskazéwki

o, . 1 1 1
2.1.6 Rozwaiyé ciagi (z5,), (zn) :a) zp, = 1—=, 2 = I4+=;b) z;, = — z, = —-l—ﬂ_;
n n 2nw w4 —
1 1 2
1 1 1 Y ~n
c) z;=—2——21n—, xﬁ=—2+%;d) :ci,:———’:, zﬁ,’:;;e) ,=e",zn=¢ "
2.1.11 Rozwazy¢ ciagi (zh,), (zn) : a) =, ==L z":—_l———' b) z, -1 z”;—_.l_-
o 81 \%n), (En) : " 2nn’ " (2n+1)m’ T oap—1""" ’
2 " 2 / 4 "

c) z;: n d) Ty, =

T+dns’ "™ 3x+ dnn’ (4n — 1)’ fn = (4n + 1)’

2.1.20 a) 0; b) nie istnieje; ¢) 1; d) nie istnieje.

2.1.24 Rozwasyé ciagi (z4), (zn), gdzie: a) z;, = nw, z, = 2n71 + %; b) z,, = —2nn,
zn = —2n7w + 72-1; c) z, = (2n7r)2, zn = (2n7 + 7r)2; d) z,, = —nr, zp = —nr + %;

e*) £, = 2nr, T = % + 2n.

2.1.31

a) WY b) c) ]

v _‘/_1?/\1
[\

[e]

wlo---e

____________ -2

L]
[ et 1)

3 1 3 1 1
2.2.2 a) -5-, b) —1, C) —5, d) 1, e) g, f) Z, g) 0, h) E
2.2.3*% a) f(z) =sin —1-, g(z) = —sin l; b) f(z) =2 +sin l, g(z) = ;;
T T T .1
2+sm;

c) f(z) =g(z) =2 +sin %; d) f(z) = (—l)E (%), 9(z) = 2E (%)

2.2.5 2) 0; b) —3; ¢) —00; d) L €) 2.

2.2.6 b) f(z) = sgn(z).

2.2.8 a) 0; b) 1; ¢) 0; d) 0; e) 3; f) 0.

2.2.9 3-10° — 1.

2.2.11 a) %; b) %; ¢) 1; d) %

2.3.4 a) oo; b) o0; ¢) oo; d) oo; €) oo; f) —oo.

2.3.6 Dla wyrazenia m, jezeli f(z) = g(z) =z, to lim f(z) = lim g(z) = oo
oraz Ilingo [f(z) — g(z)] = 0, ale jezeli f(z) = 22, g(z) = =, to:-lgéo f(z) =il€r:1:o g(z) = o0



oraz hm [f(z) = g(z)] = co. Dla wyrazenia , jezeli f(z) = g(z) =z, to lin}) f(z) =

lim g(z) = 0 oraz lm})%j) = 1, ale jezeli f(z) = 2%, g(z) = =z, to lirr}J f(z) =
z—0 z— z—

lin})g(a:) = 0 oraz hm f(( ; = 0. Dla wyrazenia Z.—f , jezeli f(z) = g(z) = =z, to
lim f(z) = lim g(z) = oo oraz lim %1:)) = 1, ale jezeli f(z) = z?, g(z) = =z, to

lim f(z) = hm g(z) = oo oraz hm L((—;% = oo. Dla wyrazenia , jezeli f(z) =1,

g(z) = =, to hm f(z) =1, lim g(z) = oo oraz lim [f(2)]*®) =1, ale jezeli f(z) =

1+ l, 9(z) = z,to im f(z)=1, lim g(z) = oo oraz lim [f(z)]® = e. Dla wyrazenia
T T—00 T—00 T—00

, jezeli f(z) =z, g(z) = 0, to lim f(z) = oo, lim g(z) = O oraz lim [f(z)]9) =1,

ale jezeli f(z) = %, g(z) = =, to hm f(z) = oo, hm g(z) = 0 oraz 11m [f(z)]g(z) = oo.

Dla wyrazenia , jezeli f(z) =0, g(z) = =z, to I].—I‘I[I)l+ f(z) = 11_1’1(1)1*’ g(z) = 0 oraz

lim [f(2)]"® = 0, ale jezeli f(z) = g(z) = z, to lim f(z) = lim g(z) = 0 oraz

z—0+ z—0t z—0t

lim [f(z)]%*) =1.

z—0+

2.3.7 a) g;b) Lot g--d)e-% e) e'?; £) 1; g) —2; h) --l)ooJ)e 5, k*)——

3 In7— ln5 151n3—ln5 2

—_ —— P —_—— PR . 1. .
D Sim) By PRI G e S L ki sw w1
2.4.4 a) nie; b) tak, lewostronna, c) tak, prawostronna; d) nie; e) £ = 2 nie, z = —2,
tak, prawostronna; f) nie.
2.4.6

2.4.9 a) asymptota pionowa obustronna z = 1, asymptota pozioma y =1 w —o0 i o0;
b) asymptot pionowych brak, asymptoty ukoéne y = z w oo oraz y = —z w —oo;

c) asymptota pionowa obustronna z = 2, asymptota ukoéna y = ¢ w —oo i co;

d) asymptota pionowa obustronna z = 0, asymptota pozioma y =0 w —o0 i 00;

. , 2 4
e) asymptot pionowych brak, asymptoty ukoéne y = =7 + 77 Wooorazy = -—Zz + iz
T
w —oo; f¥) asymptota pionowa lewostronna r = —=, asymptota ukosna y = z + = w
e e

—00 Oraz oo.



3

FUNKCJE CIAGLE

3.1 Ciagtos¢ funkcji

o promieniu 7 > 0 punktu zo € R nazywamy zbidr

o icia’3.
1. Otoczeniem

O (zo,7) 2 (zo—r,z0+7T).

O(zo,7)
® R

zo—r Zo zo+r

Rys. 4.1.1. Otoczenie punktu.

2. Otoczeniem lewostronnym o promieniu 7 > 0 punktu zg € R nazywamy zbidr
~- \d
O (zg,7) def (zo — 7, 20] .
3. Otoczeniem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu zo € R nazywamy zbidr
d
(0] (a:g',r) def [o,zo+ 7).

Oz 1) o(zg m)
* R ® O
zo zo+T

To—T zp

Rys. 4.1.2. Otoczenie lewostronne.

Rys. 4.1.3. Otoczenie prawostronne.

Uwaga. Jezeli promiefi otoczenia nie bedzie istotny w rozwazaniach, to zbiory
O (zo,7), O (z5,r) oraz O (z,r) bedziemy oznaczali krétko przez O (zo), O (g )

oraz O (z%) .

]

Niech z¢p € R oraz niech funkcja f bedzie okreSlona przynajmniej na otoczemuv
O (zo) . Funkcja f jest ciagla w punkcie zo wtedy i tylko wtedy, gdy

Jim f(z) = £ (z0).




Obrazowo: funkcja jest ciaglta w punkcie, gdy jej wykres nie ,,przerywa” sie¢ w tym

punkcie.
v y
\ y=£(z)
y=f(z) \’
lim f(z)=f(zo) | _____ f(zo) p----- ?
T—zg f
1 j 0(z0) | O=0)
o o z o Zzo z
Rys. 3.1.4. Funkcja ciagla Rys. 3.1.5. Funkcja nieciagla
w punkcie. w punkcie.

Uwaga. Analogicznie mozna zdefiniowaé ciagtoéé funkcji w punkcie skupienia jej
dziedziny. Przyjmuje sie, ze w punktach izolowanych dziedziny funkcja jest ciagla.

0 Cwiczenie 3.1.3
Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji uzasadnié ciagglo$é podanych funkcji we
wskazanych punktach:

a.) f(:c) = 1—21:-'-3122, o = 1; b) f(z) = 1_f21:—3’ zo = 0; C*) f(z) =cosz, To = -72£;
d) f(z) =ctgz, 20 = %; e*) f(z)=€", 1o = —1; *) f(z) = V/1+z*, 7o = 0.

0 Cwiczenie* 3.1.4
Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy funkcji uzasadnié¢ ciagloéé podanych funkcji
we wskazanych punktach:
a) f(z) =2z -3, zo=1; b) f(z)=2"+1, 2o =2;
c) f(z) = ¥z, 1o = 0; d) f(z) =sinz, zo = 7.

Niech zy € R oraz niech funkcja f bedzie okre$lona przynajmniej na otoczeniu
(0] (xg ) . Funkcja f jest lewostronnie cigglta w punkcie zo wtedy i tylko wtedy, gdy

lim_ f(z) = f (z0) .

Ty

Uwaga. Podobnie definiuje sie funkcje prawostronnie ciagglta w punkcie. Analogicz-
nie mozna zdefiniowaé cigglo§¢ jednostronna funkcji w punkcie dziedziny, ktéry
jest jej jednostronnym punktem skupienia.

0 Cwiczenie 3.1.6
Zbada¢l lewostronng i prawostronna ciaglto$¢ podanych funkcji we wskazanych punktach
oraz naszkicowaé ich wykresy:



lz —1] zo=1 b)f(z)=4 0 dla z=0, %0 =0

-2 dla z =1, _1

1
2 -1 z?cos = dla z >0,
a)f(z):{_—d]a z#1, z
e = dla z < 0.

y y
N
y=£(z)
/'; y=1(z)
Ol 0_(z0) *0 z o %0 0,4 (zo) z
Rys. 3.1.6. Funkcja lewostronnie Rys. 3.1.7. Funkcja prawostronnie

ciagglta w punkcie. ciagla w punkcie.

® Twierdzenie 3.1.7 (warunek konieczny i wystarczajgcy ciggtosci funkcji)

Funkcja jest ciggta w punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy jest w tym punkcie ciagla
lewostronnie i prawostronnie.

0 Cwiczenie 3.1.8
Zbadaé ciagloé¢ podanych funkcji we wskazanych punktach:

-2 dla z<1, 2 a <2,
a)f(‘)={z2 da z>1, ®=0 b)f(z)={;z ds z>2 T2

0 Cwiczenie 3.1.9
Dobra¢ parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byly ciagle we wskazanych punktach:

sin
dla <0 z dla 2] <1,
- ' b =
5 /) {zafb da 23>0, ) 1) {”2“”” dla  |z| > 1,

zo = 0; z1=-1, o =1.

0 Cwiczenie 3.1.10
Sita F(z) = |F(z)| przyciagania masy punktowej m przez jednorodna kule wydrazona o
masie M, promieniu wewnetrznym r i zewnetrznym R wyraza sie wzorem:

0 dla 0<z<r,

GmM(za—rs) d < R
F(z) = (R® —13) 2 a rTST<A,

G::M dla R<z<oo,

gdzie z oznacza odleglos¢ masy m od Srodka kuli, a G jest stala grawitacji. Zbadaé, czy
funkcja F jest ciagla w punktach z =r, z = R.

Funkcja jest ciggla na zbiorze, jezeli jest ciaggla w kazdym punkcie tego zbioru.



Uwaga. Obrazowo: funkcja jest ciagla na przedziale, gdy jej wykres mozna na-
rysowaé bez odrywania reki od rysunku. Funkcja f jest ciagla na zbiorze A, je-
zeli zachowuje zbieznoé¢ ciagéw o wyrazach z tego zbioru, tzn., gdy z warunku
Tn — zo wynika, ze f(zn) —_ f(zo), gdzie zq, z, € A. Dla funkcji cigglych
mozna zatem zamieni¢ symbol granicy z symbolem funkcji, tzn.

g (Jim, ) = Jim £ (20).

Ciaglos¢ funkcji na przedziale domknietym [a, b] oznacza jej ciagltodé w kazdym
punkcie przedzialu otwartego (a,b) oraz prawostronna ciaglo$é¢ w punkcie a i le-
wostronna cigglos¢ w punkcie b.

0 Cwiczenie 3.1.12
Uzasadni¢ ciaglo$é podanych funkcji na wskazanych zbiorach:
3 S(@) = VI=2, L1 b) £(5) = o=, (1,00);
c) f(z) =sinz, R; d) f(z)=¢€%, R.

0 Cwiczenie* 3.1.13
Poda¢ przyktad funkcji f : R— R, ktdra jest ciagla tylko:

a) w punkcie 0; b) w punktach 01 1;
c) w punktach p € Z; d) w punktach a € R\ @;

e) nie jest ciagta w zadnym punkcie.

3.2 Nieciagtosci funkcji

Niech zo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu
O (zo) . Funkcja f jest nieciagla w punkcie zo wtedy i tylko wtedy, gdy

nie istnieje granica lim f(x) albo, gdy lim f(z) # f (o).
Tr—To T—To

Uwaga. Nieciaglo$é funkcji mozna badaé jedynie w punktach nalezacych
do jej dziedziny.

Funkcja f ma w punkcie zo niecigglosé pierwszego rodzaju, jezeli istniejg granice

skoriczone lim f(z), hm f(z) oraz
Tz a:—»::o

lim f(z) # f(z0) Wb lim f(a)# f (z0).

T—T,
Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie z nieciagloéé pierwszego rodzaju typu , skok”

(rys. 3.2.1), jezeli spelnia warunek

lim f(z) # hm f(z).

I—*.’L‘o



Jezeli funkcja f spetnia warunek

lim f(z) = lim, f(2) # f (a0),

T—T,

to méwimy, ze ma ona w punkcie o niecigglo§é pierwszego rodzaju typu ,luka”
(rys. 3.2.2).

1
i y=£(z)
H=xo) f-------- '+
O(z0)
[e] Zo z o
Rys. 3.2.1. Nieciaglo$é typu ,skok”. Rys. 3.2.2. Nieciaglo$é¢ typu ,luka”.

Funkcja f ma w punkcie ¢ nieciagloéé drugiego rodzaju, jezeli co najmniej jedna
z granic

lim f(z), lim+ f(z)

Tz, Tz

nie istnieje lub jest niewlasciwa.
Uwaga. Rozwaza si¢ takze nieciagloéci jednostronne funkcji.

vy Yy

y=f(z)
y=f(z)

O(=o) f(zo) fmmmmmmo- O(zo)

x o Zo z

Rys. 3.2.3. Nieciaglo$¢ drugiego rodzaju Rys. 3.2.4. Nieciagloéé drugiego rodzaju
granice jednostronne sa niewlasciwe). (granica lewostronna nie istnieje).

0 Cwiczenie 3.2.4

Okresli¢ rodzaje nieciaglosci podanych funkcji w punkcie zo = 0:

su;:c dla z <0, 1—cos% dla £ <0,
a) f(z) = Ox dla =0, b)f(z)=4¢0 . dla z =0,
£ — dla >0 Vasin— dla > 0;



—1 1
) f(z)={g+e% dlaz#0, f(z)={|1x|E(;) dla z # 0,

dla £ = 0; dla z =0.

3.3 Dziatania na funkcjach ciagtych

Twierdzenie 3.3.1 (o ciggtosci sumy, rdznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)
Jezeli funkcje f i g sa ciagte w punkcie z, to:

1. funkcja f + g jest ciagla w punkcie zg;

2. funkcja f — g jest ciagta w punkcie zg;

3. funkcja f - g jest ciagla w punkcie zo;

4. funkcja ! jest ciagla w punkcie zg, o ile g (zo) # 0.
g
Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla funkcji cigglych jedno-

stronnie. Stwierdzenia podane w punktach 1. i 3. sa prawdziwe takze dla wigkszej
liczby odpowiednio sktadnikéw i czynnikdw,

Twierdzenie 3.3.2 (o cigglosci funkcji ztozonej)
Jezeli

1. funkcja f jest ciagla w punkcie zg,

2. funkcja g jest ciagla w punkcie yo = f (o),
to funkcja zlozona g o f jest ciggla w punkcie zg.

Uwaga. Jezeli funkcja f jest ciagta jednostronnie, a funkcja g jest ciagta, to funkcja
zlozona g o f jest ciagla jednostronnie. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze
dla wiekszej liczby zlozen.

Cwiczenie 3.3.3
Uzasadni¢, ze podane funkcjg sa ciagle we wskazanych punktach:

a) f(z) =sin’z, zo € R; b) f(z) =In|z|, zo € R\ {0};
) 2) = gz 20 € RA{O1Y @) f&) =cos3” ", mo'e (0,F).

Twierdzenie 3.3.4 (o ciggtosci funkcji odwrotnej)

Jezeli funkcja f jest ciagla i rosnaca na przedziale [a, b], to funkcja odwrotna f~!
Jest ciagla i rosnaca na przedziale [f(a), f(b)] .

Uwaga. Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie dla funkcji malejacej. Po-
wyzsze twiedzenie nie ma wersji lokalnej, gdyz istnieje funkcja réznowartoéciowa
f:(=1,1) 2% (=1,1) spetniajaca warunek f(0) = 0, ktéra jest ciagta w punkcie
zo = 0. Jednakze funkcja odwrotna do niej nie jest ciggla w punkcie yo = 0. Wy-
kres tej funkcji przedstawiono na rys. 3.3.1, przy czym dla ~1 < = < 0 funkcja f
Jjest okreslona wzorem f(z) = —f(—xz).



y=f(=

o AN

t
i
L

[-
/'
[

>
ﬁ*'(ﬁ T
o4 + 1 3 i 1 8 °

Rys. 3.3.1 Wykres funkcji ciaglej w punkcie takiej, ze
funkcja odwrotna do niej nie jest ciagla.

0 Cwiczenie 3.3.5
Uzasadnié, ze podane funkcje sa ciagle na wskazanych przedzialach:
1

a) f(z) =vz -1, [1,00); b)g(z)= arctgz, R; c) h(z) = arcsin 2z, [—%, 3l
® Twierdzenie 3.3.6 (o cigglosci funkcji elementarnych)
Funkcje elementarne sa ciaglte w swoich dziedzinach.

® Twierdzenie* 3.3.7 (o monotonicznosci funkcji cigglej i réznowartosciowej)

Niech funkcja f bedzie ciagla na przedziale [a,b]. Wéwczas funkcja f jest rézno-
wartoéciowa na przedziale [a, b] wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest malejaca albo rosnaca
na tym przedziale.

3.4 Twierdzenia o funkcjach ciagtych

M Twierdzenie 3.4.1 (Weierstrassa* o ograniczono$ci funkcji cigglej)

Jezeli funkcja jest ciggla na przedziale domknietym i ograniczonym, to jest na nim
ograniczona.

*Karl Friedrich Weierstrass (1815-1897), matematyk niemiecki.



Uwaga. Zalozenie domknietosci przedzialu jest istotne, bo np. funkcja f(z) = ctgz
jest ciagla na przedziale (0, ), ale nie jest na nim ograniczona. Takze zalozenie
ograniczono$ci przedziatu jest istotne, gdyz np. funkcja f(z) = z jest ciagla na
przedziale [0,00), ale nie jest na nim ograniczona. Podobnie zalozenie ciaglosci

y=f(z)

a b

' @] / z
I

I

i

[

Rys. 3.4.1. llustracja twierdzenia Weierstrassa
o ograniczonosci funkcji ciaglej.

funkgcji jest istotne, bo np. funkcja

0 dla z€@Q,
f(‘”):{% da z¢Q

nie jest ograniczona na przedziale domknietym [—1,1].

Twierdzenie 3.4.2 (Weierstrassa o osigganiu kresow)

Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale domknietym [a, b], to

\/ f(¢) = inf f(z) oraz \/ f(d) = sup f(z).

c€[a,b]

Uwaga. Zalozenie domknigtosci przedzialu jest istotne, bo np. funkcja f(z) =z
nie osigga swoich kreséw na przedziale (0, 1). Takze zalozenie ograniczonoéci prze-
dzialu jest istotne, gdyz np. funkcja f(z) = zsinz nie osiaga swoich kreséw na

przedziale [0, 00).

z€[a,b] defa,b] z€[a,d]

sup f(z) ¢---------—-------
z€la,b]
y={(x)

infa f(z) §-——------ V

z€[a,b]

(=57 SR

Rys. 3.4.2. Ilustracja twierdzenia Weierstrassa
o osiagganiu kreséw przez funkcje ciagla.



O Cwiczenie 3.4.3
Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o osiaganiu kreséw uzasadnié, ze:

a) wsréd tréjkatéw réwnoramiennych wpisanych w okrag o promieniu 1 istnieje ten o
najwiekszym polu;

b) wsréd graniastostupéw prawidlowych o podstawie kwadratowej wpisanych w stozek,
o promienin podstawy R i wysokosci H, istnieje ten o najwigkszej objetosci;

c*) dowolny wielomian stopnia parzystego przyjmuje warto$¢ najmniejsza na R.

® Twierdzenie 3.4.4 (Darbouz' o przyjmowaniu wartosci posrednich)
Jezeli funkcja f jest ciggla na przedziale [a, ] oraz speilnia warunek f(a) < f(b),

to
A V fle)=w.

we(f(a),f(b)) c€(a,b)

1(®) y=f(=)
1(b)

f(a)
o

f(a) ,
b T Ol a c b T

LY SEpSp——
@
]
3
3
@
|
€

®
o¢-

Rys. 3.4.3. Ilustracje do twierdzenia Darboux o przyjmowaniu wartosci posrednich.
Obrazowo: kazda prosta y = w, gdzie f(a) < w < f(b), przecina wykres funkcji f
€O najmniej raz.

Uwaga. Jezeli w powyzszym twierdzeniu zalozyé dodatkowo, ze funkcja f jest ro-
snaca, to punkt c okreslony bedzie jednoznacznie (rys. 3.4.3). Analogiczne twier-
dzenie jest takze prawdziwe dla przypadku f(a) > f(b).

0 Cwiczenie 3.4.5
Uzasadni¢, ze podane funkcje przyjmuja okreslone wartosci na wskazanych przedzialach:

a) f(z) =sinz +cosz, w = %—, [0,7]; b) f(z)=2"-2* w= i%’ (1,3].

B Twierdzenie 3.4.6 (Darbouz o miejscach zerowych funkcji)

Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b] oraz spetnia warunek f(a)f(b) <0,
to istnieje punkt ¢ € (a, ) taki, ze f(c) = 0.

Uwaga. Jezeli funkcja w powyzszym twierdzeniu jest dodatkowo malejaca albo
rosnaca, to punkt c jest okreslony jednoznacznie (rys. 3.4.4). Twierdzenie to mozna

'Jean Gaston Darboux (1842-1917), matematyk francuski.



e

stosowaé do wyznaczania miejsc zerowych funkcji z dowolng doktadnoscia.

0< £(b) 0<f(a) y=1(z)

—----q8
03 SRR

X

e L
)

0> f(b)

Rys. 3.4.4. Ilustracje do twierdzenia Darboux o miejscach zerowych funkcji.

0 Cwiczenie 3.4.7
Narysowaé wykres funkcji ciaglej na [0, 1], spelniajacej warunek f(0)f(1) < 01 takiej, ze
réwnanie f(z) = 0 ma:
a) tylko trzy rozwiazania;
b) tylko dwa rozwiaznia;
c) nieskoficzenie wiele rozwiazan.

O Cwiczenie 3.4.8
Uzasadnié, ze podane réwnania maja jedno rozwiazanie we wskazanych przedziatach:

a) z* =4%, (-00,0); b)lnz=2-2,[1,2; c)z*+z-1=0, (0,00).

Znalezé przyblizone rozwiazania tych réwnan z bledem nie wigkszym niz 0.25.

0 Cwiczenie* 3.4.9
Korzystajac z twierdzenia Darboux uzasadnié, ze:

a) kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty;
b) istnieje plaszczyzna polowiaca jednoczesnie objetosci dwéch dowolnych wielosciandw;
c) istnieje prosta polowiaca jednocze$nie obwéd i pole dowolnego wielokata wypuklego;

d) na obwodnicy miejskiej w ksztalcie okregu istnieja dwa przeciwleglte punkty, ktére sa
polozone na tej samej wysokosci.

3.5 Dowody wybranych twierdzen i faktow

B Dowdéd Twierdzenia 3.4.1 (Weierstrassa o ograniczonosci funkcji cigglej)
Przypusémy, ze funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b], ale nie jest na nim ograniczona.
Istnieje wtedy ciag (zn) liczb z przedzialu [a, ] taki, ze

lim f(zn,) =00 albo lim f(z.)= —o0.

Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze zachodzi pierwsza mozliwo$é. Poniewaz ciag (zn) jest
ograniczony, wiec z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa ( Twierdzenie 1.5.1) wynika, ze
istnieje podciag zbiezny tego ciagu. Aby nie komplikowaé zapisu, niech (z,) bedzie tym

podciagiem oraz niech lim z, = zo, gdzie zo € [a, b]. Z ciagloéci funkcji f w punkcie zo
n—oo



mamy nlin:o f(zn) = f(z0) . Z drugiej strony nlirr;o f (zn) = co. Z otrzymanej sprzecznosci

wynika, ze funkcja f jest ograniczona na przedziale [a, b]

B Dowéd Twierdzenia 3.4.6 (Darbouz o miejscach zerowych funkcji)

W kolejnych krokach dowodu skonstruujemy ciag przedzialéw [l1, pi1], [l2, p2], (I3, ps], - - -,
na koncach ktérych funkcja f przyjmuje wartoéci réznych znakéw.
Niech Iy = a, p1 = b oraz niech s; bedzie Srodkiem przedziatu [l1, p1]. Wtedy mozliwe sa
przypadki:

f(s1) =0, f(s1) <0, f(s1)>0.
Jezeli zachodzi pierwszy przypadek, to dowdd jest zakoficzony. Jezeli nie, to niech [l p2]
bedzie tym sposréd przedzialéw [ly, s1], [s1, p1], na koficach ktérego funkcja f przyjmuje
wartoscl réznych znakdéw.
W kolejnym kroku niech s; oznacza $rodek przedzialu [lo, p2]. Jak powyzej mozliwe sa
przypadki:

f(s2) =0, f(32) <0, f(s2)>0.
W pierwszym przypadku dowdd jest zakoriczony. Jezeli nie zachodzi pierwszy przypadek,
to niech [l3, ps] oznacza ten z przedzialéw [la, s2], [s2, p2], na koticach ktérego funkcja f
przyjmuje wartosci réznych znakdéw.

Powtarzajac te procedure nieskoiniczenie wiele razy, jezeli wczeéniej dowdd sie nie zakori-
czyl, otrzymamy ciag przedzialéw [l.,pn] C [a,b], gdzie n € N, na konicach ktérych
funkcja f spetnia warunek f(In)- f(pn) < 0. Zauwazmy, ze ciag lewych koncéw skon-
struowanych przedzialéw, tj. ciag (In) jest niemalejacy. Natomiast ciag prawych koncéw
otrzymanych przedzialéw, tj. ciag (pn) jest nierosnacy. Ponadto ciagi (In) i (pn) sa ogra-
niczone, przy czym ciag (In) z goéry (np. przez liczbe b), a ciag (pn) z dolu (np. przez
liczbe a). Zatem z twierdzenia o ciggu monotonicznym i ograniczonym (Twierdzenie
1.3.9) wynika, ze s3 one zbiezne. Oznaczmy odpowiednio granice tych ciagéw przez [ i
p. Pokazemy, ze | = p. Réwnoé¢ ta wynika z faktu, ze dlugosé przedzialu [I,,pn], ktéra

jest réwna ;a’ dazy do 0, gdy n — co.
211—1 8

W ostatniej czeSci dowodu uzasadnimy, ze poszukiwane miejsce zerowe funkcji f, to

¢ =l = p. Rzeczywiscie mamy

f(a)- f(pn) <0 dla kazdego n € Noraz lim 1, = ¢ = lim p,.

-~ 00 n—00
Poniewaz funkcja f jest ciagla w punkcie ¢, wigc im [f (In) - f (pn)] < 0. Stad f3(c) < 0.
n—oo
Zatem f(c) = 0.

3.6 Odpowiedzi i wskazéwki

3.1.6 a) funkcja f jest ciagla lewostronnie; b) funkcja f jest ciagla prawostronnie.
3.1.8 a) funkcja f nie jest ciagla w punkcie zo = 1; b) funkcja f jest ciagta w punkcie
To = 2.

3.19a)ab=1;b)a=1,b=-1

3.1.10 Funkcja F jest ciagla w obu punktach.

3.1.13* a) f(z) = zD(z), gdzie D oznacza funkcje Dirichleta (Definicja 0.12.6);



b) f(z) = z(z —1)D(z); ¢) f(z) = D(z)sin 7z; d) f(z) = R(z), gdzie R oznacza funkcje
Riemanna (Definicja 0.12.7); e) f(z) = D(z).

3.2.4 a) nieciaglo$¢ pierwszego rodzaju typu ,luka”; b) nieciagloéé drugiego rodzaju;
¢) nieciaglo$¢ pierwszego rodzaju typu ,skok”; d) nieciaglo$¢ pierwszego rodzaju typu
»Skok”.

3.4.7 a) f(z) = (4z — 1)(2z — 1)(4z — 3); b) f(z) = (3z — 1)*(3z — 2);

c) f(z) =3z —1)(3z — 2)E(3z — 1).

3.4.8 a) —0.75; b) 1.50; c) 0.75.

3.4.9 c*) Wskazéwka. Pokazaé najpierw, ze w dowolnym kierunku istnieje prosta po-
lowiaca pole wielokata. Nastepnie rozwazy¢ réznice obwodéw otrzymanych czeéci wielo-
kata.
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POCHODNE FUNKCIJI

4.1 Podstawowe pojecia

Niech zo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu
O (zo,r), gdzie r > 0. Ilorazem réznicowym funkeji f w punkcie zo odpowiadaja-
cym przyrostowi Az, gdzie 0 < |Az| < r, zmiennej niezaleznej nazywamy liczbe

Af des f(2o+ Az) — f(z0)
Az Az '

y v=1(=)

sieczna

f(zot+Az)

f(zﬁ—.

of =o To+Az z

Rys. 4.1.1. Wielkosci wystepujace w definicji ilorazu réznicowego.

Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

Iloraz réznicowy jest tangensem kata nachylenia siecznej przechodzacej przez punkty
(o, f (20)), (zo + Az, f (z0 + Az)) do dodatniej czesci osi Oz (rys. 4.1.1);

_Af
=1y
0 Cwiczenie 4.1.2

Obliczy¢ ilorazy réznicowe funkcji we wskazanych punktach odpowiadajace podanym
przyrostom:

a) f(z) =2, zo=-1, Az =0,1; b) f(z) =logz, 0 =1, Az = —0,9.



Nlech”x; €R oraz niech fun C‘]a.w f Qazié okreslona prz
O (zo) . Pochodna wlasciwa funkcji f w punkcie o nazywamy granice wlasciwa

£ o) L i 1) =1 (20)

T—ZTo r — o

Uwaga. Inaczej méwiac pochodna funkcji f jest granica ilorazu réznicowego Az’

gdy Az — 0. Mamy zatem

' (zo) & tim [(Z0¥ 821 (z0)

Do oznaczania pochodnej funkcji f w punkcie zo stosowane s3 takze symbole
% (zo), Df(z0)-

0 Cwiczenie 4.1.4
Korzystajac z definicji obliczyé pochodne podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(z) = £, zo € R; b) f(z) =sinz, z0 € R; «¢) f(z) = ¥z, zo € (0,00);

d) f@)=e, 20 € Ry €) fls) = Tom, s £ T, ) f(z) =cos T, 20 #0.

0 Cwiczenie 4.1.5
Sprawdzié, czy podane funkcje maja pochodne we wskazanych punktach:

1
zsin— dla z #0
a) f(z)=|z = 3|, z0=3; b) f(z) = z 7 , Zo=0;
0 dlaz=0
2 1
—dl 0
o) f@)=4 "z 2r7 , 20=0; d) f(z)=sin’ ¥z, 20 =0;
dla z =0
sin T 1
—dl ] arctg — dla z #0
M @)= = TFO s mi@={ o | 20 =0.
1 dlaz=0 3 dla z =

0 Cwiczenie* 4.1.6

a) Pokazaé, ze jezeli istnieje f'(zo), to f'(zo0) = ’111_1&) f(zo+h)— f(z0— h);

2h
b) Zalézmy, ze funkcja f jest ciagta w punkcie 0 oraz spelnia warunek

i(3)-1@ _

lim 1.
n—00 il
n

Czy prawda jest, ze f'(0) =17



0 Cwiczenie 4.1.7
Poda¢ przyklad funkcji okreslonej na R, ktéra:

a) nie ma pochodnej tylko w punktach z = n, gdzie n € N,
b*) ma pochodna tylko w punkcie z = 0;

c*) ma pochodng tylko w punktach z = p, gdzie p € Z.

Pochodne wazniejszych funkcji elementarych

| Wz6r | Zakres zmiennosci
(c)l = 0 c E R
(z™) = nz"? n€ Noraz z € R

(@) = po™!

pe{-1,-2,-3,...} oraz z #0

(z%) = az>? «a€R\Z
(sinz)’ = cosz r€R
(cosz)' = —sinz z€ER

’_ _ 2 ™ ;
(tgm)—_—coszz—1+tg z m¢2+k7r, gdzie k€ Z
(ctgz) = si;2:c =—1-ctglz z # kr, gdzie ke Z

(a®) =a®lna

0O<a#lorazz € R

() =¢€° zeER

(shz)' = che TER

(chz) = shz rE€R

(the) = Lz z€R
ch’z

(cthz) = 8;21x 240

* Zakres zmiennej z jest ustalany w zaleznoéci od parametru a.




HUMOR

W szpitalu dla psychicznie chorych panuje duze zamieszanie, wszyscy pa-
cjenci gdzies uciekaja. Tylko jeden chory siedzi spokojnie na tawce. Pod-
biega do niego kolega i krzyczy ,uciekaj, bo przyjechali lekarze | wszystkich
rézniczkuja”. Na to ten spokojnie odpowiada ,nie boje sig, jestem e*”.

Niech zo € R oraz niech funkcja ciggla f bedzie okreslona przynajmniej na oto-
czeniu O (zg) . Prosta jest styczna do wykresu funkcji f w punkcie (zo, f (z0)), je-
zell jest granicznym polozeniem siecznych funkcji f przechodzacych przez punkty

(IO)f(IO))a (:L',f(m)), gdy r—Ig.

Geometrycznie styczna jest prosta, ktéra w sasiedztwie punktu stycznosci ,najle-
piej” przybliza wykres funkeji (rys. 4.1.2). Nie jest prawda, ze kazda prosta ktéra
ma tylko jeden punkt wspdlny z wykresem funkcji jest do niego styczna (rys. 4.1.3).

f(z) p----mmmm

styczna

i
|
|
|
|
/o Tope— T o z

Rys. 4.1.2. Styczna do wykresu Rys. 4.1.3. Prosta ma tylko jeden
funkcji. punkt wspdlny z wykresem funkcji,

ale nie jest do niego styczna.

Interpretacja geometryczna pochodnej

Niech o oznacza kat miedzy stycznag do wykresu funkcji f w punkcie
(zo, f (x0)) 1 dodatnig czescig osi Oz (rys. 4.1.4). Wtedy

' (z0) = tga.

y

y=f(z)

styczna

Rys. 4.1.4. Interpretacja geometryczna pochodnej.



® Fakt 4.1.9 (rdwnanie stycznej do wykresu funkcji)
Réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie (zo, f (zo)) ma postaé:

y=f(z0) + f' (z0) (z — z0).

0 Cwiczenie 4.1.10
Napisaé¢ réwnania stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(z)=¢€%, (0,1); b) f(z) =sinz, (x,0); <) f(z)= ¥z, (8,2).

o Cwiczenie 4.1.11
a) Dane sa punkty A = (2,—1) oraz B = (4,3). Na wykresie funkcji y = z°® + 1 znalesé
punkt C taki, aby pole tréjkata ABC bylo najmniejsze;

b*) Wykres funkcji y = z° obrécono o kat ﬁ wokél poczatku ukladu. Czy otrzymana

krzywa jest wykresem pewnej funkcji w tym samym ukladzie wspéirzednych?

Niech wykresy funkcji f i g maja punkt wspélny (zo, yo), przy czym obie funkcje
maja pochodne wlasciwe w punkcie zo. Katem przeciecia wykreséw funkcji f i g
nazywamy kat ostry ¢ miedzy stycznymi do wykreséw tych funkcji w punkcie ich
przeciecia.

styczna

o Zo z
styczna

y=g(z)

Rys. 4.1.5. Kat przecigcia wykreséw funkcji.

® Fakt 4.1.13 (o mierze kqta miedzy wykresami funkcji)
Miara kata przecigcia wykreséw funkcji f i g wyraza sie wzorem

f'{xo) = ¢’ (20)
L+ f'(z0) g’ (zo) |’

p = arctg

gdzie zo jest rzgdng punktu przecigcia wykreséw. Jezeli f/ (zg) ¢’ (zo) = —1, to
T

przyjmujemy, ze ¢ = 7



o Cwiczenie 4.1.14
a) Obliczy¢ katy, pod jakimi przecinaja si¢ wykresy funkcji:
i) f(z) =27, g(z) =4%; i) f(z) =12, g(z) = 2%
b) Z dziala polozonego na wzgérzu o wysokosci H = 180 m wystrzelono poziomo pocisk z
szybkodciag v = 1200 m /sek. Obliczyé tangens kata, pod jakim pocisk uderzy w ziemie.
Nie uwzgledniaé oporu powietrza, przyjaé g = 10 m/sek?.

B Twierdzenie 4.1.15 (warunek konieczny istnienia pochodnej wtasciwej funkcji)
Jezeli funkcja ma pochodna wlasciwa w punkcie, to jest ciggla w tym punkcie.

Uwaga. Implikacja odwrotna nie jest
prawdziwa. Np. funkcja f(z) = |z| jest
ciggla w punkcie 2o = 0, ale f'(0) nie v
istnieje (rys. 4.1.6). ; f(z)=l=|
Notka historyczna. W XIX wieku zna-
leziono funkcje ciagle na R, ktére w
zadnym punkcie prostej nie maja po-
chodnej. Taka funkcja jest np.:

fo =

Rys. 4.1.6. Wykres funkcji ciagtej

oo} . . .
E(10"z) — 10"z w punkcie, ktéra nie ma tam pochodnej.
o) = 3 20
n=1

0 Cwiczenie 4.1.16
Korzystajac z powyzszego twierdzenia pokazaé, ze podane funkcje nie maja pochednych
we wskazanych punktach:

a) f(z) = E(z), z0 = 4; b) f(z) = sgn(z — 5), zo = 5;
2 -1 1
0) f(z)={ moy dez#L o g g f(x)={“°tg; dla z#0, ,_ .
2 da z=1, 0 dla z=0,

o Cwiczenie 4.1.17 (interpretacje fizyczne ilorazu réznicowego i pochodnej)

a) Niech S(t) oznacza polozenie na osi punktu materialnego w chwili t. Podaé interpre-
. . e A .
tacje fizyczna ilorazu réznicowego A—f oraz pochodnej S’ (to) .
b) Niech v(t) oznacza szybko§é punktu materialnego w chwili t. Podaé interpretacje
. P Av .y
fizyczna ilorazu réznicowego A7 Oraz pochodnej v’ (2o) .

c) Niech Q(t) oznacza ilo$¢ tadunkéw, jaka w przedziale czasowym [0,1] przeplyneta
przez ustalony przekréj przewodnika. Podaé interpretacje fizyczna ilorazu réznicowego

% oraz pochodnej Q' (to) .

0 Cwiczenie 4.1.18

Zbada¢, czy podanym réwnosciom mozna nadaé iterpretacj¢ geometryczna:

d 2\ _ . d (4 3)_ 2
a) dr(';rr)—27rr, b) dR(S’rR =47 R"°.



4.2 Pochodne jednostronne funkcji

Niech zo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu

O (zg ) . Pochodng lewostronna wtasciwa funkcji f w punkcie zo nazywamy granice

wlasciwg

fL (20)

4 Lim
T—Ty

f(z) - f(20)

T — T

Analogicznie definiuje si¢ pochodng prawostronna wladciwa funkcji f w punkcie
zo. Pochodna taka oznaczamy przez f (zo).

Uwaga. Jezeli funkcja ma w punkcie pochodng lewostronng (prawostronna) wta-
$ciwa, to jest w nim ciagla lewostronnie (prawostronnie).

Interpretacja geometryczna pochodnych jednostronnych

Niech a4 1 a_ oznaczaja odpowiednio katy nachylenia prawej i lewej stycznej
wykresu funkcji do dodatniej czedci osi Oz (rys. 4.2.1). Wtedy

tgoy = f-ll- (170),

tga- = f_ (zo).

y=f(=z)

lewa styczna

prawa styczna

o

O_(zq) *° O4(z0) z

Rys. 4.2.1. Interpretacja geometryczna
pochodnych jednostronnych.

Cwiczenie 4.2.2

Obliczy¢ pochodne jednostronne podanych funkcji we wskazanych punktach:

) S =lel’ 5 =05 b f(a) = { ]

2c2 -1 dla z 31,

—z dla z<1, =1

Twierdzenie 4.2.3 (warunek konieczny i dostateczny istnienia pochodnej)

Funkcja f ma pochodng w punkcie z¢ wtedy i tylko wtedy, gdy

fL(zo) = f} (z0).

Jezeli pochodne jednostronne sg réwne, to ich wspdlna wartoéé jest pochodna.



0 Cwiczenie 4.2.4
Zbada¢ istnienie pochodnych podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(z) = lsinazl, o =0; b) f(z)=|r—n|sinz, zo =m;

c) f(z) =zE(z), to =-1; d) f(z)= max{zz,z +2} , To = 2.

0 Cwiczenie* 4.2.5
a) Funkcja f jest parzysta oraz ma pochodna w punkcie 0. Pokazaé, ze f'(0) = 0;

b) Podaé przyklad ciaglej funkcji nieparzystej, ktéra nie ma pochodnej w 0.

Funkcja ma pochodna wlasciwg na zbiorze wtedy i tylko wtedy, gdy ma pochodnag
wlasciwg w kazdym punkcie tego zbioru. Funkcje okre$long na zbiorze, ktérej war-
tosci w punktach z tego zbioru sa réwne f'(z) nazywamy pochodng funkcji f na
zbiorze i oznaczamy przez f’.

Uwaga 1. Pochodng funkcji na przedziale domknietym [a, b] nazywamy pochodna
wlaéciwg w kazdym punkcie przedziatu otwartego (a, b) oraz pochodna lewostronna
wtadciwg w punkcie b i prawostronna wlasciwa w a. O funkeji, ktéra ma pochodna
wlasciwa w kazdym punkcie zbioru, méwimy, ze jest rézniczkowalna na nim.

Uwaga 2. Pochodna funkcji na zbiorze nie musi by¢ ciggta. Np. funkcja

f(:c):{ xzsin% dla = #0,
0 dla z=0

ma pochodna na R wyrazong wzorem

. 2z sin 1_ cos —1- dla z #0,
f (33) = z T
0 dla z=0.

Pochodna ta nie jest ciaggta w punkcie 0. Mozna pokazaé, ze pochodna funkcji
moze mieé jedynie cigglosci drugiego rodzaju.

0 Cwiczenie 4.2.7
Zbada¢ istnienie pochodnych podanych funkcji na wskazanych przedziatach:

a) f(z) = V12, [-3,2); b) f(z)=+1-22, [-1,1]; c*) f(z)= Vsin*z, R.

0 Cwiczenie 4.2.8
Znaleié wszystkie parametry a i b, dla ktérych podane funkcje maja pochodne na R :

da z<1 asinz dla z <

2
T
a')f(z)—{az+b dla z>1 " b) f(z) = cos254b dla 3

ST RG]



Niech f bedzie funkcja ciagla w punkcie zo € R. Funkcja f ‘ﬁla w punkcie zg
pochodng niewtasciwg wtedy i tylko wtedy, gdy

lim M = 00 albo Iim M = —00
T—Zo T —Zo T—To T —xp

Fakt, ze funkcja f ma w punkcie zo pochodna niewtadciwg oo lub —oo zapisujemy
w postaci f' (zg) = oo lub f' (zg) = —oo.

Yy Yy styczna
styczna pionowa
pionowa

y=1(=z)
H=o) f-----=---
f(zo)
y=1(z)
o ER) oz Po) zg z
Rys. 4.2.2. Funkcja f spelnia warunek Rys. 4.2.3. Funkcja f spelnia warunek

£ (z0) = oco. ' (z0) = —o0.

Uwaga. W podobny sposéb definiuje si¢ pochodne niewtaéciwe Jjednostronne. Po-
chedne te oznacza si¢ tym samym symbolem co pochodne jednostronne wtasciwe:

fl(zo) =—00, fL(zo)=00, fi(z0)=—00, f}(zo)= oo0.

Yy

styczna
\ pionowa y=f(z)

o zo z

Rys. 4.2.4. Funkcja f spelnia warunki
F-(20) = —o0, £} (z0) = oo,

0 Cwiczenie 4.2.10
Zbada¢, czy podane funkcje maja pochodne niewlasciwe we wskazanych punktach:

a) f(z) = Vz -1, 2o = 1; b) f(z) = V22, zo = 0;
) fz)=sgn(z-2), 20=2 d) f(z)= ¥z~ ¥z, zo=0.



4.3 Twierdzenia o pochodnej funkcji

B Twierdzenie 4.3.1 (o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu oraz ilorazu funkcji)
Jezeli funkcje f i g maja pochodne wlasciwe w punkcie zg, to

L (f+9) (20) = f (z0)+¢' (20);

(f = 9)' (z0) = f' (z0)—g' (z0);

(cf) (zo) = cf’ (z0), gdzie c € R;
(f-9) (z0) = f' (z0) g (z0)+f (z0) ¢’ (20) ;

f'(zO)g(%)—f(l‘O)y (zo) .
5. < ) (zo) = 97 (20) , oile g(zo) #0.

oW

Uwaga. Powyzsze wzory sg prawdziwe takze dla pochodnych jednostronnych oraz
dla pochodnych niewladciwych (stosujemy wtedy reguly dzialan z symbolami oo i
—00). Ponadto wzory podane w punktach 1. i 4. sa prawdziwe réwniez dla dowolnej
liczby odpowiednio sktadnikéw i czynnikéw.

0 Cwiczenie 4.3.2
Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:

a) h(z)=z4+3x2—%+\/a_;, z>0; b) h(z):sinzctg:c, z #kr, k € Z

¢) h(z) =

e® +sinz -1

m,xGR; d)h()— ———, z€R.

0 Cwiczenie 4.3.3

Wyprowadzi¢ wzér na pochodna iloczynu n > 3 funkcji majacych pochodne wilasciwe.
® Twierdzenie 4.3.4 (o pochodnej funkcji ztozonej)

Jezeli

1. funkcja f ma pochodna wlasciwa w punkcie zg,
2. funkcja ¢ ma pochodnag wlasciwa w punkcie f(zo),

to

(g0 ) (20) = ¢ (£ (20)) £ (20).

Uwaga. Prawdziwy jest takze analogiczny wzdr dla dowolnej liczby skladanych
funkcji oraz dla pochodnych jednostronnych, a takze dla pochodnych niewtasci-
wych.

o Cwiczenie 4.3.5
Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:
a) h(z) = sin® z; b) h(z) = (322 +1)°; <) h(z) = ecos\/;;
-1
241

d) h(z )—( z’ ) ;e) h(z):tg(z+x5); f) h(z) =

cos(sm )’



o Cwiczenie 4.3.6
Podaé wzér na pochodna zlozenia n > 3 funkcji majacych pochodne wtasciwe.

0 Cwiczenie 4.3.7
Pokazaé, ze pochodna funkcji:

a) parzyste]j jest funkcja nieparzysta;
b) nieparzystej jest funkcja parzysta;
c) okresowe]j jest funkcja okresowa.

Korzystajac z powyzszych wlasnosci obliczy¢:

i) f'(—4), jezeli f jest parzystai f'(4) = —

ii) £'(0), jezeli f jest parzysta i ma pochodna w O0;

i) f'(3), jezeli f jest nieparzysta i f'(—3) = 2;

iv) ¢'(5), jezeli g(z) = z — f(z), a f jest funkcja o okresie T’ = 2 taka, ze f'(—1) = 4;
v) f'(5), jezeli f jest funkcja nieparzysta o okresie T' = 4 taka, 7e f'(3) = —

® Twierdzenie 4.3.8 (o pochodnej funkcji odwrotnej)
Jezeli funkcja f spelnia nastepujace warunki:

1. jest ciagla na otoczeniu O (zo),
2. jest malejaca albo rosnaca na otoczeniu O (zo),
3. ma pochodna wilasciwa f' (zo) # 0,

to

( ) (yO) f/( )) gdZie Yo = f(wO) .

Uwaga 1. Wzdr ten jest prawdziwy takze dla pochodnych niewlasciwych i dla
pochodnych jednostronnych.

styczna

f(z0)=v0

[e]

/V | atp=4% ]

Rys. 4.3.1. Ilustracja twierdzenia
o pochodnej funkcji odwrotnej.

Uwaga 2. W twierdzeniu o pochodnej funkcji odwrotnej nie mozna zrezygnowaé z
zalozen 1. i 2. zastepujac je tylko réznowartosciowoscia funkeji, gdyz np. funkcja
f:(-2,2) 25 (-2,2) przedstawiona na rys. 4.3.2 jest réznowartoéciowa oraz



spelnia warunki: f(0) = 0, f'(0) = 1. Jednakze funkcja odwrotna do niej nie ma
pochodnej w punkcie 0, gdyz jest tam nieciagla.

y
2 p
y=1:2+.t
/:3-0-:
Dla z < 0 przyjmujemy y=edtn S~
f(z) = —f(-=). ',ajv=/:5+= N z
Ok i 3 1 3 IR

0 Cwiczenie 4.3.9

Ry$. 4.3.2.

Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczyé pochodne funkcji:

a) g(z) = arccosz, —1 < z < 1;
c)g(z) =lnz, >0

b) g(z) = arctgz, = € R;
d) g(z) = vz, z > 0.

Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych—ciag dalszy

| Wzér ] Zakres zmiennosci
(arcsinz)’ = ——ﬁ lz] < 1
(arccos z)' = \/%5 lz] < 1
(arctgz)’ = lez t€ER
(arcctg z)’ = i—__—;—l:c—z- ztE€ER
(logaz)llena 0<a#1oraz >0

1
l—_
(Inz) ==

z>0




Uwaga. Do obliczania pochodnych funkcji zlozonych f9 oraz log; g stosujemy
wzory:

Ing

——a =
fo=ettt 108;9——1—[;7

Cwiczenie 4.3.10

Korzystajac z podanych wyzej wzoréw obliczyé pochodne wskazanych funkcji:

a) f(z) = V23 +1; b) f(z)= sz c) f(z)=In (ln§+tg z);

1+cosz2;

d) f(z) = e¥™8 V7, e) f(z) = cos* zcos5z; f) f(z) =z 7,

g) f(z) = log; 7; h) f(z‘) = zxg; l) f(z) = szin z.

Fakt 4.3.11 (o pochodnych funkcji elementarnych)
Pochodne funkcji elementarnych sa funkcjami elementarnymi.

Cwiczenie 4.3.12

a) Ropa z uszkodzonego tankowca wycieka ze
stala predkoécia V = 10m®/min i tworzy
plame kolowa o grubosci d = 2mm. Obli-
czyé, z jaka predkoscia bedzie powiekszala
si¢ Srednica plamy ropy w chwili, gdy be-
dzie miala $rednice D = 1000 m.

b) Drabina o wysoko$ci ! = 5m stoi pio-
nowo przy Scianie. Podstawa drabiny jest
odsuwana od Sciany z predkoscia v =
10cm/s. Obliczyé, z jaka predkoscia bedzie
si¢ opuszczal wierzcholek drabiny w chwili,
gdy podstawa bedzie w odlegloéci d = 3 m
od $ciany;

c) Do czaszy w ksztalcie pétkuli o promieniu
R = 20cm wlewa si¢ jednostajnie woda
z predkoécia V = 100 cm?®/sek. Obliczyé
predkosé, z jaka bedzie si¢ podnosit poziom
wody w czaszy na poczatku i pod koniec
napelniania.

4.4 Roézniczka funkcji

Niech funkcja f ma pochodng wlasciwa w punkcie zo. Rézniczka funkeji f w
punkcie zo nazywamy funkcje df zmiennej Az = z — zo okreslong wzorem

df (Az) &L f (z0) Az.



v=1(=) styczna

f(zo+Az)

f(=zo)

/ OI Zo zo+Az z
Rys. 4.4.1. Rézniczka funkcji.

HUMOR

Na pytanie egzaminatora: ,,Co to jest rézniczka?”
Student odpowiedzial — ,,To wynik odejmowanka”.

® Fakt 4.4.2 (zastosowanie rézniczki do obliczer przyblizonych)

Jezeli funkcja f ma pochodna wlasciwa w punkcie zg, to

f(zo+ Az) = f(z0) + f' (z0) Az.

Przy czym btad, jaki popelniamy zastepujac przyrost funkcji

Af = f(zo+ Az) — f(20)

j€j rézniczka df = f' (zo) Az, dazy szybciej do zera niz przyrost zmiennej nieza-
leznej Az, tzn.

lim A= _

az—0 Az 0.

0 Cwiczenie 4.4.3
Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizone wartos$ci podanych wyrazen:

a) v15.96; b) arctg1.05; c) cos0.03; d) e %%'; e)In1.004; f)

_1
0.9996%

Poréwnaé otrzymane wyniki z warto$ciami uzyskanymi za pomoca kalkulatora.

0 Cwiczenie 4.4.4

a)
b)

c)

Kolo ma $rednice D = 4 m. Obliczyé w przyblizeniu, jak zmieni si¢ pole kola, jezeli
jego Srednice zwigkszymy o 3 cm.

Szeécienna kostka lodu ma objetosé V = 8 cm®. Obliczyé w przyblizeniu, o ile zmniej-
szyla si¢ krawed? kostki, jezeli stopito sie 0.3 cm® lodu.

Metalowa kula ma $rednice D = 2 m. Po ogrzaniu kula zwiekszyla swoja objetoéé o
27 cm®. Przy pomocy rézniczki funkcji obliczyé w przyblizeniu, o ile powickszylo sie
pole powierzchni kuli.



® Fakt 4.4.5 (zastosowanie rdzniczki funkcji do szacowania bteddw pomiardw)
Niech wielkoéci fizyczne z i y beda zwiazane zaleznoscia y = f(z), przy czym po-
chodna f’ (zg), gdzie o jest wynikiem pomiaru wielkosci z, jest wlasciwa. Ponadto
niech A, oznacza blad bezwzgledny poriaru wielkosci z. Wtedy btad bezwzgledny
A, obliczanej wielkoéci y wyraza si¢ wzorem przyblizonym

Ay = |f' (=0)| As.

0 Cwiczenie 4.4.6

a) KrawedzZ szeScianu, zmierzona z dokladnoscia + 1 mm, ma dlugosé 65 mm. Z jaka w
przyblizeniu dokladnoscia mozna obliczyé pole powierzchni catkowitej tego szeScianu?

b) Czas w biegu na 100 m mierzy si¢ z doktadnoscia 0.01 sek. Zawodnik uzyskal czas
10,00 sek. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna obliczyé $rednia predkosé tego
zawodnika?

c) Parametr p = 1.00 w réwnaniu 22 + 2pz — 15p = 0 jest znany z doktadnoécia 0.01. Z
jaka w przyblizeniu dokladno$cia mozna podaé pierwiastek z; = 3 tego réwnania?

4.5 Pochodne wyzszych rzedéw

R i s
Pochodng wlasciwa n-tego rzedu funkcji f w punkcie z¢ definiujemy indukcyjnie:

1) (z0) & [10] (z0) dlan > 2,

gdzie f1) (zo) def f' (z0) . Ponadto przyjmujemy f(© () ii.:ff (o) -

Funkcje okreslona na zbiorze, ktdrej wartosci w punktach z tego zbioru sg réwne
f()(z), nazywamy pochodna n-tego rze¢du funkcji f na tym zbiorze i oznaczamy
przez f("). Piszemy takze f, f”, f** zamiast odpowiednio f(?), f® f4 W

fizyce stosuje sie oznaczenia f, f zamiast odpowiednio f', f".

Uwaga. Dla istnienia n-tej pochodnej funkcji f w punkcie zo konieczne jest istnie-

nie pochodnej f(*~1) (i co za tym idzie takze wszystkich poprzednich pochodnych)

na pewnym otoczeniu punktu zo. Do oznaczania pochodnej n-tego rzedu funkcji
n

f w punkcie z( stosuje sie takze symbole Ton (z0), D™ f (z0) , a do oznaczania tej
n

pochodnej na zbiorze symbole Z:c_'j:’ D"f.

0 Cwiczenie 4.5.2
Obliczyé pochodne f', f”, f"" podanych funkcji:

a) f(a:):e”; b) f(z) =zlnz; c) f(z) =sin’z; d) f(z)=tgz.

0 Cwiczenie 4.5.3
Zbada¢, czy istnieje f”(zo) dla podanych funkcji i punktéw:



2 1
—z° dl 0, 3 gin =
a)f(:v):{ T a < 20 =0 b)f(z)={z sin — dla z #0, o = 0;

2 dla z >0, 0 dla z=0,

2z° dla z <0 2z —z2 dla 0<2z<1
= ’ =0 = =X =1.
<) (=) {sin4 z dla z >0, z0=0; d) f(=) { 1 dla z>1, o

o Cwiczenie* 4.5.4
Zbadaé, czy istnieje f"'(0) dla podanych funkeji:

a) f(z) =zl b) f(z) = {

z® dla z <0,
z?sinz dla = > 0.

0 Cwiczenie* 4.5.5
Pokazaé, ze funkcja

—%
f(z) = e dla z #0,
0 dla =0

spelnia dla kazdego n € N warunek f(™(0) = 0.

0 Cwiczenie* 4.5.6
a) Znalezé funkcje f, ktéra dla 0 < k < 2000 spetnia réwnosci

F®(0) = k;

b) Poda¢ przyktad funkcji okreslonej na R, ktéra ma w punkcie 0 sto poczatkowych
pochodnych, ale juz 101 pochodna tam nie istnieje.

0 Cwiczenie 4.5.7

Znalezé wzory ogdlne na pochodna n-tego rzedu podanych funkcji:

a) f(z) = %; b) f(z) = cosz; ¢) f(z) =e%
d*) f(z) =sinzcos3z; €*) f(z) = ﬁ; f*) f(z) = € cos x;
g*) f(z) = ;—5-1_—*_—1—; h*) f(z) = ze** cos 3z; 1) f(z) = ze”.

B Twierdzenie* 4.5.8 (wzdr Leibniza*)

Jezeli funkcje f 1 g maja pochodne wlasciwe n-tego rzedu w punkcie zg, to

n

(79 (o) = 3 () 172 (@0) -4 (o).

k=0

0 Cwiczenie 4.5.9

Zastosowaé wzdr Leibniza do znalezienia n-tych pochodnych podanych funkcji:

co:IZz; d) ¢(z) = zln=.

a) h(z) = ze®; b) h(z)=€"sinz; c) p(z) =

*Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), matematyk niemiecki.



Pochodne wyzszych rzedéw wazniejszych funkcji

Wzér | Zakres zmiennosci
()™ = ¢? z€R
. (n) _ ﬂ
(sinz) _sm(:c+ 2) tE€ER
(n) _ nm
(cos z) _cos(z+ 2) z€R
!
(zm)(") = %zm'" n<morazz € R
m-—n
1\™ _ (-1)rn!
-
—1*1(n =1\
(ln m)(n) — (l)x+l) > 0

0 Cwiczenie* 4.5.10
Znale?é wzdr na druga pochodna funkcji odwrotnej.

o Cwiczenie* 4.5.11
Wyprowadzi¢ wzory na podane pochodne funkcji zlozonych:

a) (fog)"; b)(fog)™.

i

Niech 7(t) = (:c(t),y(t)) , gdzie t € [a, 8], bedzie funkcja wektorowa. Pochodna

funkcji ¥ w punkcie ¢t okreslamy wzorem:

- d

HOENEIORIONE
Podobnie okreslamy pochodna funkcji wektorowej #(t) 2 (:c(t), y(1), z(t)) , atakze
pochodne wyzszych rzedéw takich funkcji.

Interpretacja fizyczna pochodnej funkcji wektorowej

Niech #(t) oznacza wektor wodzacy punktu materialnego w chwili t € [to,t,].
Woéwezas predkosé tego punktu w chwili t wyraza sie wzorem

B(t) = 7'(¢),

a przyspieszenie wzorem
i) =3'(t)=7"().



styczna

()

P
d(r)
7(t)
[ ° ’
t=t;

Rys. 4.5.1. Wektory predkosci i przyspieszenia.

Uwaga. W kazdej chwili wektor predkosci jest styczny do trajektorii punktu, a dla
ruchu ze stala szybkoscia (|(t)| = const ) wektor przyspieszenia jest prostopadty
do tej trajektorii (zobacz rys. 4.5.1).

0 Cwiczenie 4.5.13
Obliczy¢é wektory predkosci i przyspieszenia punktu materialnego, ktérego wektor wo-
dzacy w chwili ¢ ma postaé:

a) #(t) = (t + 1,t2), gdzie t € R; b) #(t) = (cost,sint,t), gdzie t € [0, 27).

Narysowal krzywe, po ktérych porusza si¢ ten punkt.

0 Cwiczenie 4.5.14
a) W pewnym ukladzie wspdlrzednych wek-
tor wodzacy samolotu w chwili ¢ > 0 ma
postaé

7 = (10cos t,10sin t, 3t). H

Obliczyé predkosé, z jaka oddala si¢ ten
samolot od poczatku ukladu w chwili, gdy 7 — 7
bedzie on na wysokosci z = 12; 7 4 ]

b) Latarnia ma wysoko$¢ H = 6 m i stoi w od- ./ [d
legloéci d = 3 m od kraweznika (rys.). Prze- v /
chodziefn o wzroécie h = 2m idzie po kra- yA 4 J
wezniku z predkoscia v = 2m/s. Obliczyé
predkosé, z jaka bedzie si¢ poruszal koniec
cienia tego przechodnia w chwili, gdy be-
dzie on mijal latarnie.

&1

4.6 Dowody wybranych twierdzen i faktéw

M Dowéd Twierdzenia 4.1.15 (warunek konieczny istnienia pochodnej funkcji)
Niech funkcja f ma w punkcie zo pochodna wlasciwa. Istnieje wtedy granica wlasciwa
lim _____f(z) - f(zo)' Mamy

pokazaé, ze lim f(z) = f(zo). Réwnowaznie pokazemy, ze
IT—+Ig T —ZXo T—2Xg

Jim [£(z) = £ (a0)] =0.



Rzeczywiscie mamy

T — Zo

= lim (=) = £ (20) lim (z — z0) = f'(20)-0=0.

T—+Ig I — Zo T—zxg

B Dowéd Twierdzenia 4.3.1 (o pochodnej ilorazu funkcji)
Niech g (zo) # 0 oraz niech funkcje f i g maja pochodne wtasciwe w punkcie zo. Wtedy
mamy

, f(z) _ f(=o0)
(£) o) 2t gy L) _ Lotz = (st
g T—zg T — To 1—’10 (1‘ - CL‘o) (z)g (130)
) f(z;)v _i(zo)g( z) - 9(-'5) g(IO)f( )
= 9(z)g (zo)
Ilin_:o (zz): = zfzo) 1152 g(z) z_.zo (1?) (120) . zlir[zlo f(z;)

g (zo) hmo g(z)

x f(z0)- 9(10)—9 (z0) - f(20)
9 (zo0)

W miejscu oznaczonym gwiazdka (*) korzystaliémy z istnienia pochodnych funkcji f i g
w punkcie zo oraz z ciagloici obu funkcji w tym punkcie. Wezesniej (o) korzystalismy z
faktu méwiacego, ze funkcja ciagla w punkcie zo i przyjmujaca w tym punkcie wartoéé
rézng od 0 réwniez w kazdym punkcie pewnego sasiedztwa tego punktu ma wartodci rézne
od zera.

B Dowéd Twierdzenia* 4.5.1 (wzdr Leibniza)
Dowéd wzoru Leibniza przeprowadzimy przy pomocy indukcji matematycznej. Dla n = 1
wzor ten jest prawdziwy. Mamy bowiem

1

(70 (20) = £/ (a0) 9 (20)+ £ (2009 (30) = 1= (1) 179 (a) o (a0

k=0

Niech n bedzie dowolng liczba naturalng. Zalézmy, ze wzér jest prawdziwy dla liczby n.
Mamy zatem

n v

n -

(f - 9)™ (z0) = Z (k) F (z0) - g™ (o).
k=0

Pokazemy, e wzdr ten jest prawdziwy takze dla liczby n + 1. Rézniczkujac obie strony

ostatniej réwnosci otrzymamy

(f - g)("+1) (zo) = Z { (:) [f(”"‘) . g(k)]' (zo)}

k=0

n

> (:) (£ (20) o (20) + £ (20) ¢4+ (0)] =

k=0



£ (@ 7o)
= Z <:) [F479) (20) ¢ (o) + F0 (z0) ¢+ (20)]
= £ (@0) g (m0) + ) [@ * (kﬂ)] £ (20) g9 (20) + 9™ (20)  (20)

= £ (20) g (w0) + ) (n?)f‘"“‘*) (20) ¢ (20) + 911 (z0) £ (20)

k=1

n+1
=> <n:1)f(n+]—k) (20) ¥ (20) -
k=0

Z zasady indukcji matematycznej wynika, Ze wzdér Leibniza jest prawdziwy dla dowolnej
liczby naturalnej n.

4.7 Odpowiedzi i wskazéwki

4.1.2

(<1401 = (=1)> _ . log(1-09)—logl 10
a) 0.1 =-19b) ~0.9 R

4.1.5 a), b) nie; ¢) f/(0) = 0; d) f'(0) = 1; e*) f'(0) =0; £*) f' (0) = 0.
4.1.6 b*) Nie.

4.1.7 a) Zobacz wykres. /\/\/\/

_ 22 dla z€EQ _ sinrz dla z€Q
b)f(")“{ 0 dla s¢Q ’c)f(”)_{ 0 dla zgQ "
4.1.10a)y=z+1;b)y=7r—z;c)y=.l%

4.1.11 a) C = (1,2); b) nie.
4.1.14 a) arctg —ﬁ—-—z; b) w punkcie (0,0) kat przecigcia ¢ = 0, w punkcie (1,1)
1+2(In2)

. 1
kat przeciecia ¢ = arctg 7 c) 0.05.

4.1.17 a) % - predkos¢ érednia punktu, S’ (o) - predkoéé chwilowa punktu w chwili ¢o,

b) K;i - przyspieszenie $rednie punktu, v’ (to) - przyspieszenie chwilowe punktu w chwili
to, C) AQ natezenie érednie pradu, Q' (to) - natezenie chwilowe pradu w chwili to.

At
4.2.2 a) fL(0) =0, f1(0)=0; b) fL(1) = -1, f4 (1) =4.
4.2.4 a) f'(0) =0; b) f'(x) = 0; ¢) f'(—1) nie istnieje; d) f'(2) nie istnieje.
o1
4.2.5% b) f(z) = { zsin — dla = #0,
0 dla z=0.

4.2.7 a) nie istnieje w punkcie o = 0; b) nie istnieje w punktach z; = —1, 2 = 1;



c*) istnieje na R.
428a)a=2,b=-1;b)b=a+1, gdziea € R;
4.2.10 a) tak; b) nie; c) nie; d) tak.

e“(4+cost —sinz)+4cosz

4.3.2 a) 4z° + 6z + — = zf ; b) —sinz; c) (e* +4)° ’
d) i‘a‘
(=2 +1)
43.3[fi(2) fa(2) - fu(@))'=[fi(2)- fo(2) - . - fu(2)] (?E:; ﬁgz;J’J“;g;)
4.3.5 a) sin 2z; b) 18z (32 +1)% ¢) — co:/\_::_smx/i; d) Eag%%:)—;

1+ 5zt
e) cos? (z + %)’ )
4.3.6 [fiof20f30...0 fu]' (z) = :
fillfzofao...ofn)(2)] f2l(fao...0 fa)(2)]- ...  fro1[fa(z)]- fi(z).
43.7 1) f(—4) = 3; i) £1(0) = 0; i) £'(3) = 2 iv) ¢'(5) = =3; v) F/(5) = —

1 1.
22 —:—2cos - (1 + cos z2) + 2z sin ;smz

D (+eos57) ;

sin (sin z) cos =
cos? (sinz)

2
4.3.10 a)

1 1 1 £3TCtE Yz 3 .
c) — (— 3 ) ) ——————; €) —4cos” zsin z cos 5z — 5 cos* z sin 5z;
In>+tgz \% C("Sx 4(11-;-ﬁ)

f) 5" (coszln:c+ smz); ) ——1-1—2—.

zln®z
4.3.12 a) v(t) = D'(t) = % = %[m/min]; b) w= _lz_v_djﬁ = —-?5 [cm/sek];

|4 1

c) vp =00, vk = i Z—;[cm/sek].

4.4.3 a) 1.99875 (1.99874); b) §+ 0.025 = 0.81 (0.809784); c) 1 (0.999549);

d) 0.999 (0.999000); e) 0.004 (0.003992); f) 1.0012 (1.001201). Uwaga. W nawiasie po-
dano wartosci otrzymane przy pomocy programu DERIVE.

4.4.4 a) 0.067 m?; b) 0.025cm; c¢) 0.000048 m>.

4.4.6 a) 780mm?; b) 0.01 T, ¢) Ez_o‘

4.5.2 a) f'(z) = 2ze’2, f'(z) = (2 + 4:::2) e’z, ' (z) = (12 + 8z2) zexz;

b) f'(z)=1+Inz, f'(z) = é; f(z) = —:—2,

c) f'(z) =3sin’ zcosz, f'(z) = 3cos’ z (2sin T ~ cos z),

F"(z) = 6cosx [1 + sin £ cos ¢ — 3sin® :c];

d) f'(z) =1 +tg’z, f'(z) =2tgz (1 + tg? z), f(z)=2 (1 +tg? z) (l +3tg? :c) .
4.5.3 a) nie; b) nie; ¢) f”(0) = 0; d) nie.

4.5.4% a) f"'(0) =0; b) f"'(0) =6



z2000

2 3
%k _ x_ i_ Lz . = 101
4.5.6* a) f(z) =z + I + 5 +...+ 1999!,b) flz)=|z|"".

4.5.7 a) f("(z) = ﬂl!; b) F(z) = cos (z + %), c) f™(z) = (-1)"3"e %7,

$n+1
a*) f"M(z) = 1 (4" sin (41: + nz_w) —2"sin (21: + ?—22)),

2
o oy (D=1 (1 (=1 ) o ,
e*) f( )(z) = Y ((1 T + = x)n+1) ; %), h*) Wskazéwka. Wyko-

rzystaé liczby zespolone; g*) f(")(’—’?) = (n—2)!cos™ " (arctg ) sin [(n -1 (arctgz + %)] ;
i*) () = (s + n)e”.
4.5.9 a) e*(z +n); b) €” E (:) sin (z + ’%f),

=Y (1) 7t con (20 250 CE D >

k

k=0

4.5.10% (f71)" (30) = —[;,"(—(;‘;;?, gdzie yo = f (z0).

4.5.11* a) (f o g)" (z0) = f" [g (z)] - [¢" (0)]” + £'[g (20)] - 9" (x0); @) (f 0 9)"" (o) =
1"lg (@0)] - [¢' (0)]° +3" g (20)] - ¢’ (z0) - " (20) + f'[g (20)] - 4" (z0).

4.5.13 a) #(t) = (1,2t), #'(t) = (0,2), punkt porusza si¢ po paraboli y = (z — 1)%

b) #(t) = (—sint,cost, 1), #'(t) = (- cost, —sin ¢,0), punkt porusza si¢ po Inii srubo-
wej.

4.5.14 a) | 3] = V109, predkosé oddalania sig nie zalezy od wysokosci; b) [#] = 3[m/s].



5

TWIERDZENIA O FUNKCJACH
Z POCHODNYMI

5.1 Twierdzenia o wartosci Sredniej

B Twierdzenie 5.1.1 (Rolle’a*)
Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1. jest ciagla na [a,d],

2. ma pochodng wtaéciwa lub niewlasciwg na (a,d),

3. f(a) = £(b),
to istnieje punkt ¢ € (a, b) taki, ze

F(e) =0.
Uwaga. Zalozenia 1. i 3. twierdzenia mozna osltabi¢ zastepujac je warunkiem:
lim f(z) = lim f(z),
z—at z—b—

przy czym granice moga by¢ takze niewlasciwe.

Interpretacja geometryczna v

twierdzenia Rolle’'a styczna

Na wykresie funkcji ciagglej na
przedziale domknietym, majacej
pochodna wewnatrz tego prze-
dzialu i przyjmujacej jednakowe fH(a)=1(b) |-d
warto$ci na jego koncach, istnieje !
punkt, w ktérym styczna jest po- ol
zioma (rys. 5.1.1).

k-l
|
1
1
Of-——b————
1

Rys. 5.1.1. Ilustracja twierdzenia Rolle’a.

*Michel Rolle (1652-1719), matematyk francuski.



0 €wiczenie 5.1.2

Sprawdzié, czy podane funkcje spelniaja zalozenia oraz tez¢ twierdzenia Rolle’a na wska-
zanych przedzialach:

a) f(z) = V22 +1, [-1,1]; b) f(z) =]z -1, [0,2]); <) f(z) = z*, [-1,3].

0 Cwiczenie 5.1.3

a) Dwa samochody wyscigowe minely lini¢ mety jednoczesnie. Uzasadni¢, ze byla taka
chwila po starcie, w ktdrej ich liczniki wskazywaly te same predkosci;

b*) Wielomian W ma 101 réznych pierwiastkéw rzeczywistych. Pokazaé, ze w pewnym
punkcie zo € R mamy w100 (z )=0.

® Twierdzenie 5.1.4 (Lagrange’at)
Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1. jest ciagla na [a,b],
2. ma pochodng wiladciwg lub niewlasciwa na (a,b),

to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze
f(b) fla)

—a

file) = =—F——=

Interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange’a

Na wykresie funkcji ciaggle] na przedziale domknietym, majacej pochodna we-
wnatrz tego przedzialu, istnieje punkt, w ktérym styczna do wykresu jest réw-
nolegla do siecznej taczacej jego koice (rys. 5.1.2).

O

sieczna

y=f(=z)

styczna

—————— #(a)

|

|
b
| [l
! |
[
[
[
[
[
[} 1
c b

of---+r-\---

1
]
1
a T

Rys. 5.1.2. Ilustracja twierdzenia Lagrange’a.

0 Cwiczenie 5.1.5
Zastosowaé twierdzenie Lagrange’a do podanych funkcji na wskazanych przedziatach:

a) f(z) = i%, [0,3]; D) f(z) = arccos z, [-1,1].

Joseph Louis de Lagrange (1736-1813), matematyk i astronom francuski.



o Cwiczenie* 5.1.6
Do funkcji 2 1
z°sin— dla z#0
f(z) = z
0 dla z=0
zastosowano twierdzenie Lagrange’a na przedziale [0, a] i otrzymano
a® sin 1_ a (ZCsin 1 cos l) , gdzie ¢ € (0,a).
a c c
1 11 + . ..
Stad cos — = 2csin — — asin —. Niech teraz a—0%. Wtedy takze c— 07 i otrzymamy
c c

réwno$é¢ lim cos — = 0. Gdzie tkwi blad w rozumowaniu?
c

c—0

O Cwiczenie 5.1.7
Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a uzasadnié podane nieréwnosci:

100 7 cost®? yl £ 100|z — y| dla dowolnych z,y € R;
b) |arcsin z — arcsin y| > |z — y| dla dowolnych z,y € [—1,1].

a) |cos

B Twierdzenie 5.1.8 (warunki wystarczajgce monotonicznosci funkcji)

Niech I oznacza dowolny przedzial. Jezeli dla kazdego = € I funkcja f spelnia
warunek:

1. f'(z) = 0, to jest stata na I;

2. f'(z) > 0, to jest rosnaca na I;

3. f'(z) > 0, to jest niemalejaca na I;
4. f'(z) <0, to jest malejaca na I;

5. f'(z) <0, to jest nierosnaca na I.

Uwaga. Jezeli f'(z) > 0 dla kazdego = € I, przy czym réwnoéé f'(z) = 0 zachodzi
tylko dla skoficzonej liczby punktéw tego przedziatu, to funkcja f jest rosngca na
I. Podobnie jest dla funkcji malejace;j.

0 Cwiczenie 5.1.9
Znalezé przedzialy monotonicznosci podanych funkcji:

a) f(z) = H—zz—z-; b) f(z) =sinz+cosz; c) f(z) = (z+1)e**; d) f(z) = 3z° +5z°;
e) f(z) = lf-:;"’; f) f(z) = arctgz—Inz; g) f(z) =z+cosz;  h) f(z) = z°.

0 Cwiczenie 5.1.10 )
Uzasadni¢, ze funkcja f(z) = - Jjest malejaca na przedziatach (—oo,0), (0,00), ale nie

jest malejaca na zbiorze (—co, 0)U(0, 00), mimo, ze f'(z) < 0 dla kazdego z z tego zbioru.



B

0 Cwiczenie 5.1.11

Na rysunkach przedstawiono wykresy pochodnych funkcji. Podaé przedzialy, na ktérych
funkcje te sa rosnace:

a) y b) y

-2 2

™~
-

0 Cwiczenie* 5.1.12

Podaé przyklad funkcji f ciaglej na R, ktéra spetnia warunek f'(0) > 0, ale nie jest
rosnaca na zadnym otoczeniu punktu 0.

® Fakt 5.1.13 (o toisamosciach)

Niech funkcje f i g beda okreslone na przedziale I C R oraz niech zg € I. Wtedy,
jezeli spelnione sa warunki:

L f(=0) =g(20),
2. f'(z) = ¢'(z) dla kazdego z € I,
to f=gnal.

o Cwiczenie 5.1.14
Korzystajac z powyzszego faktu uzasadni¢ podane tozsamosci:

a) arcsin T + arccos z = g dla kazdego = € [—1,1];
b) sin(arccos z) = /1 — z2 dla kazdego z € (—1,1).

® Fakt 5.1.15 (o nieréwnosciach)

Niech funkcje f i g beda ciagle na przedziale I C R oraz niech zo € I. Wtedy,
jezeli spelnione s3 warunki:

L f(z0) < g(0),
2. f'(z) < ¢'(z) dla kazdego = > zo,

to f(z) < g(z) dla kazdego = > zo.



Uwaga. Jezeli przynajmniej jedna z
nieréwnoéci w zalozeniach powyzszego v
twierdzenia jest ostra, to nieréwno$é w y=9g(z)
tezie takze jest ostra (rys. 5.1.3). Analo-
giczne twierdzenie prawdziwe jest takze

dla z < zo. o(z0) |—-- y=1(z)
Nizej podajemy sportowa interpretacje H(z0) o

tego faktu: i

Jezeli w chwili poczatkowej zawodnik G 5 ﬁ.,'o —
stol na biezni dalej niz F oraz, jezeli w !

kazdym momencie predkos¢ zawodnika Rys. 5.1.3. Ilustracja twierdzenia
G jest wigksza niz F, to zawodnik G be- o nieréwnosciach.

dzie stale wyprzedzal konkurenta.

Cwiczenie 5.1.16

Korzystajac z powyzszego faktu uzasadnié¢ nieréwnosci:
2
a) sinz < z dla kazdego z > 0; b) cosz <1 % dla kazdego = € R;
3
*)tgz >z + %— dla kazdego 0 < z < -;E; d*) 1+ 2Inz < z° dla kazdego z > 1.
Twierdzenie* 5.1.17 (Cauchy’ego)
Jezeli funkcje f 1 g spelniaja warunki:
1. sa ciagle na [a,d],
2. maja pochodne wtasciwe lub niewlaiciwe na (a,b),
3. ¢'(z) # 0 dla kazdego = € (a,b),
to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze
1@ _ £6)~ £(a)
g'(c)  g(b)—g(a)

Interpretacja geometryczna f

styczna

twierdzenia Cauchy’ego* A P

Niech #(z) = (g(z), f(z)) , gdzie

z € [a,b], bedzie przedstawie- #(2)
niem parametrycznym krzywej I’
na plaszczyznie. Wtedy istnieje
punkt P € I', w ktérym styczna sE— g
Jest réwnolegta do siecznej tacza- 9(=)

cej kofice A 1 B tej krzywej (rys. Rys. 5.1.4. Ilustracja twierdzenia
5.1.4). Cauchy’ego.

i .

| sieczna
1

1

f(=) B

Cwiczenie* 5.1.18
Sprawdzi¢, czy podane pary funkcji spetniaja zalozenia twierdzenia Cauchy’ego na wska-
zanych przedzialach:



a) f(z) = 2%, g(z) =<, [-1,1]; D) f(z) =sinz, g(z) =1+ cosz, [0, g—] .

Cwiczenie* 5.1.19

Teren wokél dwéch miejscowoséci jest poziomy, a Sciezka laczaca te miejscowosci jest
gladka. Pokazaé, ze turysta idacy Sciezka w pewnej chwili bedzie mial predkosé réwnolegta
do prostej laczacej miejscowosci. Czy to stwierdzenie bedzie prawdziwe, gdy teren wokét
miejscowosci jest pofaldowany?

5.2 Twierdzenia o granicach nieoznaczonych

Twierdzenie 5.2.1 (regula de L’Hospitala* dla nieoznaczonosci %)

Jezeli funkcje f i g spelniaja warunki:

1. lim f(z) = lim g(z) =0, przy czym g(z) # 0 dla z € S (o),
] 0 /(x)

2. istnieje granica lim =—— (wlasciwa lub niewlasciwa),
T—Tg

g'(z)
to
lim &) — jim £
z—z0 g(x)  z—20 g'(z)

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic jednostronnych oraz
dla granic w —oo lub w oo.

Interpretacja geometryczna reguly de L'Hospitala dla nieoznaczonosci %*
Niech #(z) = (g9(z), f(z)) bedzie przedstawieniem parametrycznym krzywej pta-
skiej I' wychodzacej z poczatku uktadu wspélrzednych. Wtedy kierunek graniczny
siecznych przechodzacych przez poczatek ukladu i przez punkty P na krzywej T,
gdy P— O, pokrywa si¢ z granicznym kierunkiem stycznych do tej krzywej w
punktach P, gdy P —O.

!

styczna

sieczna

o . g
l 9(z)

Rys. 5.2.1. Ilustracja reguly de L’Hospitala dla nieoznaczonosci %

!Guillaume Frangois Antoine de L’Héspital (1661-1704), matematyk francuski.



o Cwiczenie 5.2.2
Korzystajac z reguly de L’Hospitala obliczyé podane granice:

: 10
-1 hz —1 . — 2arct
a) lim s%nSz; b) lim z ; c) lim LA ; ) Lim T-calce gz;
z—m SN 5T z—1 13 —1 z—01—cosz z—00 1
In(1+ 2
_ . . 2 . 1 2z 1
¢) lim zosinz, £) lim arcsin ﬁ; g) li Incosz S hY) sin n (2°+ )
z—0 z3 z—0+ SIn+/T z—0+ In cos 2z z——oo sinln (37+1)

® Twierdzenie 5.2.3 (reguta de L’Hospitala dla nieoznaczonosci )
Jezeli funkcje f i g spelniaja warunki:

1. lim f(z) = lim g(z) = oo,

!
2. istnieje granica lim f/(:c)
T—zo ¢ (1:

(wlasciwa lub niewlasciwa),

to
im £ _ i L)
A2 9@) ~ R g(a)

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic jednostronnych oraz
dla granic w —oo lub w oo.

Interpretacja geometryczna reguly de L'Hospitala dla nieoznaczonosci £*
Niech #(z) = (g(z), f(z)) bedzie przedstawieniem parametrycznym nieograniczo-
nej krzywej pltaskiej I'. Wtedy graniczny kierunek siecznych przechodzacych przez
poczatek uktadu i przez punkty P na krzywej I', gdy punkt P oddala sie¢ do oo,
pokrywa sie z granicznym kierunkiem stycznych do tej krzywej w punktach P, gdy
P oddala sie do oo.

e

5

/0 (=) g
r

Rys. 5.2.2. Ilustracja reguly de L’Hospitala dla nieoznaczonosci X,
00

0 Cwiczenie 5.2.4
Korzystajac z reguly de L’Hospitala obliczy¢ podane granice:

Inz 2 —2z 41 tg 3z e +1
lim —; b) lim ————; — li ;
2) Jlim = Vim = 9m i ) im0
. . Insi . . i

¢) lim ctgz m nsmz; ) lim zlnz In arcsin 5z

im ——T
z—o0+ Inz’ z—o0+ Intgz 8 T +Inz’ z—0+ Inarcsin z



Tozsamos$ci zmieniajace rodzaje nieoznaczonosci

| Nieoznaczono$é | Stosowana tozsamo$é | Otrzymana nieoznaczonosé
i 0 oo
g
1
_ =8 S 0
00 — 00 f-9="7 0
fg
100’ 000’ 00 fgzeglnf 000

Uwaga. Tozsamo$é podana dla nieoznaczonosci oo — oo stosujemy dopiero wtedy,
gdy zawioda inne sposoby jej usuwania.

Cwiczenie 5.2.5
Obliczy¢ podane granice:

a) lim zlnz; b) lim z’e”%; c) lim =Y,
z—0+ T —00 z—1

d) lim (e - z?); e) lim (zarctg z)x' *) lim (ct z— l)
T—00 ’ z—o0o \T ’ z—0 & 12 ’

2
ylim (-~ —2=); B lim_(tgz—tgds); i) lim <,
8 M \snz r-2z/ P 25 g & ’ z—oo €%
1 )
) N . * . sinz, * : tg 2z
j )Ilrg+ (z2+lnz), k)zgrg+z ; I)Ilgl%(tgz) .

5.3 Rozwiniecie Taylora funkcji

Niech funkcja f ma w punkcie o pochodna wlasciwa k-tego rzedu, gdzie k E
NuU{0}. Wielomian

e " (p (k) (¢
Flao)+ L8 (o —agy ¢ LD (o gy T (o gy

nazywamy wielomianem Taylora rzedu k funkcji f w punkcie zo 1 oznaczamy
symbolem Pi(z). Dla o = 0 wielomian ten nazywamy wielomianem Maclaurina.

Uwaga. Wielomian P; jest jedynym wielomianem stopnia k, ktéry spelnia wa-
runki:

Py (zo) = f(z0), Pi(zo) = f (20),..., P (zo) = f®) (o).

$Brook Taylor (1685-1731), matematyk angielski.
TColin Maclaurin (1698-1746), matematyk szkocki.




B Twierdzenie 5.3.2 (wzér Taylora z resztq Lagrange’a)
Jezeli' funkcja f ma:

1. ciagla pochodng rzedu n — 1 na przedziale [z, z],

2. pochodng wtasciwa f(*) na przedziale (zo, ),

to istnieje punkt ¢ € (zo, z) taki, ze

"(zo 1" 1’0 (n-1) zo et
@ = 5 o)+ 2570 vy + L (ot L2 o
wielomian Taylora
100 gy

Uwaga. Twierdzenie powyzsze jest prawdziwe takze dla przedziatu [:1:, zo] , wtedy
¢ € (z,z0) . Réwnos¢ wystepujaca w tezie twierdzenia nazywamy wzorem Taylora,

a wyrazenie
Rn( )def f (C) ( "L'O)n

n-tg reszta Lagrange’a. Reszte te mozna takze zapisal w postaci

() (2o + OAZ n
Rn(:c) — f ( On! ) (A:L‘)
gdzie 0 < © < 1 oraz Az = z — zo. Dla z¢ = 0 wzér Taylora przyjmuje postaé

U0 R IO SV LIC I

fz) = f(0)+ —+

~
wielomian Maclaurina

gdzie ¢ € (0,z) dla z > 0 lub ¢ € (,0) dla z < 0. Réwno$é te nazywamy wzorem
Maclaurina.

y=f(x) \
y=Pp_1(z) Rn(z)
~
S ’ #2)
: Pp_1(2)
o Zo z z

Rys. 5.3.1. Przyblizenie funkcji wielomianem Taylora.

o Cwiczenie 5.3.3
Napisa¢ wzér Taylora z reszta Lagrange’a dla podanych funkcji f, punktéw zo oraz n :

a) f(z)=¢€", 20 =0, n=25; b) f(z) =cosz, zo =7, n = 6;

c) f(z) = —1\/?, to=1,n=3 d) f(z)=In(l+z), 20=0, n=5.



Wzory Maclaurina dla niektérych funkcji elementarnych

x z z?2 1 z™

e :1+ﬁ+§+§!-+...+me
sinm:x—g—?+%;—2—:+...+(—1)"+1%cosc
cos:c:1—%?—+Z—?—z—?+...+(—1)"(;:;!cosc
ln(l+w)=1‘—z2—2+%i—%4+~~+(—1)n+1ﬁ

Uwaga. W powyzszej tabeli punkt posredni ¢ nalezy do przedzialu (0,z), gdy
z > 0 albo do przedziatu (z,0), gdy = < 0.

1Y y=P(x)

=sinz

. N\

T T

y="Ps3(z)
Rys. 5.3.2. Kolejne przyblizenia funkcji
f(z) = sin z wielomianami Maclaurina.

0 Cwiczenie 5.3.4
Oszacowaé dokladnosci wzoréw przyblizonych na podanych przedziatach:
3 2
z T z 1
Nz~ 1—— - b ~r— —dl —.
a)sinz =z 5 dla,|x|<6, YIn(l+z)==z 5 dal:l;|<10
0 Cwiczenie 5.3.5

Stosujac wzér Taylora do odpowiednio dobranych funkcji, punktéw oraz n € N obliczyé
wartoéci podanych wyrazen ze wskazana dokladnoscia:

a) cos0.2, 107%; b)e, 1073 ¢)In0.9, 107%; d) ¥1.003, 1072,

o Cwiczenie* 5.3.6

a) Niech pn oznacza przyblizenie dziesigtne liczby 7 z dokladnoécia do n cyfr po prze-
cinku. Pokazaé, ze liczba & = pn + sin pn jest przyblizeniem liczby = z dokladnoscia

do 3n cyfr po przecinku. Np. dla p; = 3.14 mamy 7 = 3.141593....

Niech e, oznacza przyblizenie liczby e z dokladnoécia do n cyfr po przecinku. Wtedy

€ = en (2 —In en) jest przyblizeniem tej liczby z doktadnoscia do 2n cyfr po przecinku.

Np. przyjmujac ez = 2.71 otrzymamy wynik é = 2.7182....

b)



® Twierdzenie* 5.3.7 (uzasadnianie nieréwnosci za pomocq wzoru Taylora)

Niech funkcja f spetnia zalozenia twierdzenia Taylora oraz niech R,(t) > 0 dla
kazdego t € (zo,z). Wtedy

f(t) > Pa_1(t) dla kazdego ¢ € [zo, z].

0 Cwiczenie* 5.3.8

Korzystajac z powyiszego twierdzenia uzasadnié podane nieréwnos’ci
2
a) e’ > + — + dla. kazdego z € R; b)cosz >1— — dla. kazdego z € R.

5.4 Dowody wybranych twierdzen i faktéw

B Dowdd Twierdzenia 5.1.1 (Rolle’a)
Poniewaz funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b], wiec z twierdzenia Weierstrassa (Twier-
dzenie 3.4.1) wynika, ze osiaga ona swoje kresy na przedziale [a, b]. Jezeli

sup {f(z): = € [a,b]} = inf {f(z): = € [a,b]},
to funkcja f jest stala na przedziale [a,b] i dowdd jest zakonczony. Jezeli natomiast
sup {f(z) : z € [a,b]} > inf {f(z): = € [a,]},

to mozliwe sa dwa przypadki:

f(a) = f(b) #inf {f(z) : = € [a,b]}, f(a) = f(b) #sup{f(z): = € [a,b]}.

Dalszy dowdd przeprowadzimy tylko dla pierwszego przypadku. W drugim przypadku
dowdd jest analogiczny. Niech ¢ € (a, b) bedzie jednym z punktéw, w ktérym zrealizowany
Jest kres. Mamy zatem f(c) =inf {f(z) : z € [a,b]} . Pokazemy, ze f'(c) = 0. Dla kazdego
z € [a, b] spelniona jest nieréwno$¢ f(z) > f(c). Mamy zatem

() f(C) M;odlac<ng.

r—c

<0dlaa <z<c oraz

Stad
lim HOLSIO] = f’(c) < 0 oraz hm+ (2 — f(e) = fi(c) > 0.

T—c™ T —c
Poniewaz w punkcie ¢ funkcja f ma pochodna wlasciwa, wiec f_(c) = fi(c). Stad f.(c) =
0 = fi(c) i co za tym idzie f'(c) = 0.

B Dowdéd Twierdzenia 5.1.8 (warunek wystarczajqcy wzrostu funkcgi)
Niech z;, z> beda dowolnymi punktami przedziatu I spelniajacymi nieréwnoéé z, < z..
Mamy pokazaé, ze f(z1) < f(z2). Zastosujemy twierdzenie Lagrange’a (Twierdzenie
5.1.4.) do funkcji f na przedziale [z1, z2]. Wtedy

f(z2) = f(z1)

— ! 3
po—— = f'(c), gdzie ¢ € (z1,72).

Poniewaz f’(c) > 0 oraz z2 —z1 > 0, wigc takze f (z2) — f (z1) > 0, czyli f (z2) > f(z1).



W Dowdd Twierdzenia 5.3.2 (wzdr Taylora z resztq Lagrange’a)
Dla t € [zo, z] okre$lamy funkcje pomocnicza

o) = 900 - 25 (o — 07, i o(0) = 1(2) - Zf SCInG

Pokazemy, ze funkcja h spelnia zalozenia twierdzenia Rolle’a (Twierdzenie 5.1.1) na
przedziale [zo,z]. Rzeczywiscie, funkcja h jest ciagla na tym przedziale oraz speinia
warunki k (zo) = 0, h(z) = 0. Ponadto funkcja h ma pochodna wlaéciwa na przedziale
(zo,z), ktéra wyraza si¢ wzorem

1y _ "9 (z0) z— )" @) z — 1)*1
h (t) = (:B— Zo)n( t) (n—l)!( t) :

Zatem z twierdzenia Rolle’a wynika, ze dla pewnego punktu c € (zo, z) mamy h’(c)
Stad

Il
e

ng (1:0) n—-1 _ f(n)(c) I —c n—1
(z zo)n( ) - (n _ 1)|( )

Tak wiec )
(n
g (zo) = f_n,(c_). (:l: - zo)"

Podstawiajac teraz we wzorze definiujacym funkcje g za zmienna t = 7o otrzymamy

1) (3 - 2a) = 1(2) - Zf {20) (3 g,

Stad

n-—1

Zo k (")C n
f(z:)—zf ( ) — Zo) +fn—!()(1:——zo)

5.5 Odpowiedzi i wskazowki

5.1.2 a) zalozenia ani teza nie sa spelnione; b) zalozenia i teza sa spelnione; ¢) zalozenia
nie sa spelnione, ale teza jest.

5.1.5a)c=1;b)c== 1—%—.
ks
5.1.6* Wskazéwka. Punkt ¢ zalezy od a.

5.1.7 a) rozwazyé funkcje f(t) = cos'® ¢ na przedziale [z,y), gdzie y > z; b) rozwazyé
funkcje¢ f(t) = arcsin t na przedziale [z, y], gdzie ~1 <z <y < 1.

5.1.9 a) (—oo, —1], [1,00) - funkcja rosnaca, [—1, 1] - funkcja malejaca;
5
b) [—Tﬂ- + 2k, % + 2k7r) — funkcja rosnaca, [% + 2k, i} + 2k1r) — funkcja malejaca,
. 3 . .
gdzie k € Z; c) [_5’00) - funkcja rosnaca, (—-oo,—g] - funkcja malejaca; d) R -
funkcja rosnaca; €) [—\/37, —1), (-1,1), (1, \/§] — funkcja rosnaca, (—oo, —x/§] R [\/5, oo)

- funkcja malejaca; f) (0,00) - funkcja malejaca; g) R - funkcja rosnaca; h) (0, = -
e



funkcja malejaca, [l, oo) — funkcja rosnaca.
e

5.1.10 Wskazéwka. Poréwnaé wartodci f(—1)1 f(1).
5.1.11* a) (-2,2); b) (—00,00); €) (—=2,0), (2,00); d) (1, 00).
1
dl 0
5.1.12% f(z) = +z sinz dla 270
0 dla z=0
5.1.18* a) nie; b) tak.
5.1.19* Nie.
3 10 1 1
5.2.2 a) 5 b) 5 c) 1; d) oo; e) & f) 0; g) E h¥*) co.

5.2.4 a) 0; b) ,c) ; d) oo; ) —o0; f) 1; g) oo; h) 1.
2
5.2.5 a) 0; b) 0; ¢) 0; d) 00; e) e w; f¥) —-g; g) 0; h) oo; i) oo; j*) oo; k*) 1; 1¥) 1.

5.3.3 a) ¢” —1+z+ :c + z +—1: +120 ,gdziecleiymigdzinz;
cosc
720

(z - 1)3, gdzie c lezy miedzy 11 z;

(z — )%, gdzie c lezy miedzy 7 i z;

1
b)cosz=—1+§(z—-ﬂ') —ﬁ(t—ﬂ') —

1 1 3 5
c)ﬁ=1——(z—1)+—(z—1)12—16ﬁ
3 4

d)ln(l+z)-z—-1-r +;z — =z +

3 1 m—%)—s-zs, gdzie ¢ lezy miedzy 01 z.

5.3.4 a) (g) = b)

5.3.5 a) 0.98; b) 253— ~ 2.718055; ¢) —0.105; d) 1.001.

5.3.6* Wskazéwka. a) Rozwazy¢ funkcje f(z) = z +sin z i napisaé¢ dla niej wzér Taylora
w punkcie zo = m; b) Rozwazy¢ funkcje f(z) = £(2—Inz) i napisa¢ dla niej wzér Taylora
w punkcie o = e.



BADANIE FUNKCJI

6.1 Ekstrema funkcji

Funkcja f ma w punkcie 2o € R minimum lokalne, jezeli

V A @2 F(=).

§>0 z€S5(z0,6)

f(zo)

] zg—6 : zo+6 y=f(z)
OO
o Zo z o
Rys. 6.1.1. Minimum lokalne funkcji. Rys. 6.1.2. Maksimum lokalne funkcji.

Funkcja f ma w punkcie g € R maksimum lokalne, jezeli

V. A @) <o)

§>0 z€S(x0,0)

o Cwiczenie 6.1.3
Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje maja ekstrema lokalne we wskaza-
nych punktach:

a) f(z) =1, 0=2; b) f(z)

|z|+ =z, zo =

Funkcja f ma w punkcie zo € R minimum lokalne wtasciwe, jezeli

V A f@> (=)

6>0 £€5(z0,6)



y=f(z) y=£(z)

h f(zo) ¢--+
f(zo)----- ! !
| I 1 I
I 1 i ] 1 ¥
1 1 I 1 I 1
P e B
zg—6! ' lzpo46 ! To | e
° o * © =8 zg+6 *
Rys. 6.1.3. Minimum lokalne wtasciwe Rys. 6.1.4. Maksimum lokalne wlasciwe.

Funkqa f ma w punkc1e zo G R maksxmum lokalne wlasc1we Jezeh

Vo A f@) < f(e).

§>0 z€S(z0,6)

Uwaga. Minima i maksima lokalne funkcji (wtasciwe lub niewlasciwe) nazywamy
ekstremami lokalnymi.

0 Cwiczenie 6.1.6
Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje maja ekstrema lokalne wtasciwe we

wskazanych punktach:
a) f(z)=|z—1], o=1; b) f(z)=2-2'"°, 20=0; <) f(z) = Vz2, 5o = 0;

vrm={3 o 21 ey asw={ @Y & ::3

B Twierdzenie 6.1.7 (Fermata*, warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f ma:

1. ekstremum lokalne w punkcie zg,
2. pochodna f’(zo),

to

f/ (.’L‘o) =0.

Uwaga Implikacja odwrotna jest falszywa. Sw1adczy o tym przyktad funkeji f(z) =
z®, ktéra spetnia w punkcie zo = 0 warunek f’ (zo) = 0, ale nie ma tam ekstremum
lokalnego (rys 6.1.5). Zatozenie istnienia pochodnej funkeji f w tym twierdzeniu
jest istotne. Swiadczy o tym przyktad funkcji f(z) = |z|, ktéra w punkcie zg = 0
ma minimum lokalne wiasciwe, ale f’(zo) nie istnieje (rys. 6.1.6).

*Pierre de Fermat (1601-1665), matematyk francuski.



f(z)=2° f(=z)=l=|

[e] z

Rys. 6.1.5. Rys. 6.1.6.

Interpretacja geometryczna twierdzenia Fermata

Jezeli funkcja ma ekstremum lokalne w punkcie oraz jezeli w tym punkcie wykres
funkcji ma styczna, to ta styczna jest pozioma.

y=f(z) y

styczna

styczna >
min. lok.
1

zo o) E \

Rys. 6.1.7. Styczne w punktach ekstremalnych funkcji sa poziome.

® Fakt 6.1.8 (o lokalizacji ekstremow funkcji)

Funkcja moze mieé ekstrema lokalne tylko w punktach, w ktérych jej pochodna
réwna sie zero albo w punktach, w ktérych jej pochodna nie istnieje.

0 Cwiczenie 6.1.9
Dla podanych funkcji wskazaé¢ punkty, w ktérych moga one mieé ekstrema lokalne:

a) f(z) = /|z — 2|; b) f(z) = 2°° —999z; <) f(z) =3 — Uz,
d) f@) =l (el + 1 ) f(&) = lals+1)% ) () = |o = 1] + [a] + 2lz - 3].

@ Twierdzenie 6.1.10 (I warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja f spelnia warunki:-

1. f’ (:L’o) = 0,
V { f'(z) > 0 dla kazdego z € S (z7,9) ,

svo | f/(2) <0 dla kaidego z € S (z7,9),

to w punkcie o ma maksimum lokalne wlasciwe.
Uwaga. Zamiast zalozenia 1. tego twierdzenia mozna przyjaé, ze funkcja f jest

cigglta w punkcie zo. Natomiast zamiast zalozenia 2. mozna przyjaé, ze funkcja f
Jjest rosnaca i malejgca odpowiednio na sasiedztwach S (:ca , 6), S (zg,6).



Twierdzenie o minimum lokalnym wlasciwym jest analogiczne.

v y max. lok.whasciwe
v=1'(2) !
i y=£(z)
) ) min. lok. :w}aéciwe :
[ o Iw z PA o PA z
Rys. 6.1.8. Wykres pochodnej funkcji. Rys. 6.1.9. Wykres funkc;ji.

0 Cwiczenie 6.1.11
Korzystajac z I warunku wystarczajacego istnienia ekstremum znaleié wszystkie eks-
trema lokalne podanych funkcji:

a) f(z) =e"+e™% b) f(z)=2" -3z’ +4 ) f(z)= 1-:1:2'5
4 f=) = lnTz; e) f(z) =2sva —z; f) f(z) = 2sin z + cos’ z.

o Cwiczenie* 6.1.12
Poda¢ przykiad funkcji ciaglej na R, ktéra w punkcie 0 ma minimum lokalne wlasciwe,
ale nie jest malejaca na zadnym lewostronnym sasiedztwie 0, ani rosnaca na zadnym
prawostronnym sasiedztwie tego punktu.

B Twierdzenie 6.1.13 (II warunek wystarczajqcy istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1. f (1"0):f"(:l:o)=..¢=f("—1)(:l:0)=()’
2. f(n) (mo) < 0’
3. n jest liczba parzysta, gdzie n > 2,

to w punkcie g ma maksimum lokalne wlasciwe.

Uwaga. Jezeli zalozenie 2. twierdzenia ma postaé ,, f(") (z¢) > 0”, to funkcja ma
w punkcie zo minimum lokalne wlasciwe. Natomiast, jezeli zatozenie 3. ma postaé
»n jest liczba nieparzysta”, a zalozenie 2. postaé , f(") (zo) # 0”, to funkcja w
punkcie 2o nie ma ekstremum lokalnego.

0 Cwiczenie 6.1.14

Korzystajac z II warunku wystarczajacego istnienia ekstremum znalezé wszystkie eks-
trema lokalne podanych funkcji:

a) f(z) = 2'%° +22°°; b) f(z) =sin®z + cos® z;
c) f(z) = (z — 5)e”; d) f(z) = z(z — 4)°.



0 Cwiczenie 6.1.15
Na rysunkach przedstawiono wykresy pochodnych funkcji. Wskaza¢ punkty, w ktérych
funkcje te maja ekstrema lokalne:

b) ¥

a) y v=1'(2)

-1\ 0 ? 3 z 0/1
\\E_/ /

o Cwiczenie* 6.1.16
Niech f bedzie okresSlona wzorem

W - - ==
o4
oo
L}

1
f(z)=< e ?dlax;wéO,
0 dla z=0

Pokazaé, ze funkcja ta ma w punkcie 0 minimum lokalne wlasciwe oraz spelnia warunek
f™@©)=0dlaneN.

Liczba m € R jest warto$cia najmniejsza funkcji f na zbiorze A C Dy, jezeli

\/ f(zo) =m oraz /\ f(z) 2 m.

ToEA TEA

e y=1()
; A
1 o] z2 z
Rys. 6.1.10. Warto$¢ najmniejsza Rys. 6.1.11. Funkcja f nie przyjmuje
i najwigksza funkcji. na zbiorze A wartosci najwiekszej

ani najmniejsze;j.

Liczba M € R jest wartoScig najwieksza funkcji f na zbiorze A C Dy, jezeli

\/f(mo)zM oraz /\f(:c)gM.

ToEA TEA



Uwaga. Funkcja rosnaca na przedziale domknietym [a, b] przyjmuje wartoéé naj-
mniejszg w punkcie a oraz warto$¢ najwieksza w punkcie b. Odwrotnie jest dla
funkcji malejacej. Wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji na zbiorze nazywamy
Jej ekstremami globalnymi.

0 Cwiczenie 6.1.19
Sprawdzi¢, czy podane funkcje przyjmuja wartodci najmniejsze i najwieksze na wskaza-
nych zbiorach:

a) f(z) =27, (-00,0); b) f(z) =2—|z|, (-1,4);
c) f(z) = :—2 [1,00);  d) f(z) =sinz, (0,n).

Algorytm szukania wartosci ekstremalnych funkcji na przedziale

Niech funkcja f bedzie ciagta na przedziale [a, b] i niech ma pochodna wtaéciwa lub

niewlasciwa poza skonczong liczbg punktéw tego przedzialu. Wartoéci najmniejszej

1 najwigksze] tej funkcji na tym przedziale szukamy postepujac wedtug algorytmu:

1. znajdujemy punkty ci,ca,...,c, zerowania si¢ pochodnej funkcji f na prze-
dziale (a, b) oraz punkty di,ds, ..., dn, w ktérych pochodna wtasciwa tej funk-
¢J1 nie istnieje;

2. obliczamy wartosci funkcji f w punktach koficowych a, b; w punktach zerowania
sig pierwszej pochodnej ci, ¢z, .. ., ¢q oraz w punktach bez pochodnej wtasciwej
dl,dg, .. .,dm;

3. sposérdd liczb

f(a), f(b); fler),fca),-- flen); f(d1), f(d2), .., f(dm)

wybieramy najmniejsza i najwigksza. Beda to odpowiednio wartosci najmniej-
sza m i najwigksza M funkcji f na przedziale [a, b].

wartosé
M

wartosé
A P m
ajmniejsza

- - — -

|
|
1
1
1
|
|
|
o
b

T
0
™
]
M)
CY
-
o
~

Rys. 6.1.12. Wartosci ekstremalne
funkcji na przedziale.

0 Cwiczenie 6.1.20
Znalei¢ wartosci najmniejsze i najwicksze podanych funkcji na wskazanych przedzialach:



a) f() =l= -1}, [0,3]; b) f(z) =2° |z +2|, [-4,1];

<) f(z) = V=2, [-1,2); d) f(z) =1+ |arctg (z — 1)|, [-2,2];
¢) f(z) = cosz +3sinz, [og] ) f(’)=1+1|z|+1+|i—1|’ [-1,2].

Cwiczenie 6.1.21

a) Tekst w ksiazce zajmuje na kazdej stronie powierzchni¢ 200 cm?, marginesy z lewej i z
prawej strony sa réwne 1cm, a marginesy z dotu i z géry sa réwne 2 cm. Zaprojektowaé
wymiary kartek w tej ksiazce tak, aby zuzy¢ jak najmniej papieru.

b) W pétkole o promieniu R wpisaé prostokat o najwigkszym polu. Dwa wierzchotki
prostokata maja leze¢ na pdlokregu, a pozostate na srednicy.

c) ZnaleZé wymiary puszki do konserw w ksztalcie walca o objetosci V = 2507 cm®, do
sporzadzenia ktdrej zuzyje si¢ najmniej blachy;

d) Pies i jego wlasciciel stoja po przeciw-
nych stronach okraglego basenu o promie-
niu R = 10 m (rysunek). Pies biega z pred-
koscia v, = 5m/s i plywa z predkoécia
v, = 1m/s. Jak powinien poruszaé sie pies,
aby najszybciej dotrzeé do wlasciciela?

wlasciciel

e) Znalezé odleglosé punktu P, = (0,0,0) od prostej
=141
l: y=-3—t , gdzie t€ R,
z=2+45t

f*) Trzy kolejne boki czworokata maja dlugoéci 1, 1, 1. Jaka powinna byé dlugosé czwar-
tego boku oraz jaki powinien byé ksztalt czworokata, aby mial on najwieksze pole?

Cwiczenie* 6.1.22
Poda¢ przyktady zjawisk przyrodnmiczych, w ktérych natura sama znajduje rozwiazania
zagadnieni ekstremalnych.

6.2 Funkcje wypukie i wkleste

Funkcja f jest wypukla na przedziale (a,b), gdzie —oco < a < b < oo, jezeli

A A Qi+ (1= X 22) <A (1) + (1= V) f (22).

a<r1<z2<b 0<AL1

Geometrycznie: wypukloéé funkcji oznacza, ze kazdy odcinek siecznej wykresu lezy
wyzej lub pokrywa sie z fragmentem wykresu polozonym miedzy punktami, przez
ktére przechodzi sieczna (rys. 6.2.1). Funkcje wypukla nazywa si¢ takze wypukta
w dot.



y=f(z)
y=f(=)

sieczna
sieczna

I
I
1
1
1
1
é

z O e e, T2 z o| T1 — e 72 T
Az +(1=2)z, Az +(1-A)z;
Rys. 6.2.1. Funkcja wypukta. Rys. 6.2.2. Funkcja $cisle wypukla.

® Definii F
Funkcja f jest SciSle wypukta na przedziale (a,b), gdzie —co < a < b < 0o, jezeli

A A FQzi+ (1= 22) <A (21) + (1 - N)f (22).

a<z1<z2<b 0<AL1

Geometrycznie: funkcja jest $ciSle wypukla, gdy kazdy odcinek siecznej wykresu
lezy wyzej niz fragment wykresu polozony miedzy punktami, przez ktére przecho-
dzi sieczna (rys. 6.2.2). Funkcje SciSle wypukla nazywa sie takze $ciéle wypukta w
dét.

0 Cwiczenie* 6.2.3
Korzystajac z definicji sprawdzi¢, ze podane funkcje sa $cisle wypukle na wskazanych
przedzialtach:

a) f(z)=2°, € R; b) f(z)= %, z € (0, 00).

® Definicja 6.2.4 (funkcja whlesta) - .
Funkcja f jest wklesta na przedziale (a,b), gdzie —co
N A\ FOe+ (1= A)z2) > Af(21) + (1= N)f (22).

a<z;<z2<b 0<AL1

< a< b oo, jezeli

Geometrycznie: wklgstos¢ funkcji oznacza, ze kazdy odcinek siecznej wykresu lezy
nizej lub pokrywa si¢ z fragmentem wykresu polozonym miedzy punktami, przez
ktére przechodzi sieczna (rys. 6.2.3). Funkcje wklesta nazywa sig takze wypukla w

gore.
® Defini
Funkcja f jest ciSle wklesta na przedziale (a,b), gdzie —co < a < b < o0, jezeli

A\ N\ FOzi+ (=X z2) > A (21) + (1 - A)f (22).

a<r;<z2<b 0<AL1

Geometrycznie: funkcja jest SciSle wklesta, gdy kazdy odcinek siecznej wykresu
lezy nizej niz fragment wykresu potozony miedzy punktami, przez ktére przechodzi
sieczna (rys. 6.2.4). Funkcje Scisle wklesta nazywa sie takze $ciéle wypukta w gére.
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) sieczna
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l
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b e —

Az +(1-A)z2
Rys. 6.2.3. Funkcja wklesta. Rys. 6.2.4. Funkcja $cisle wklesta.

Uwaga. Fakt, ze funkcja jest Scisle wypukla (wklesta) na pewnym przedziale za-
pisujemy symbolicznie “— (A) Fakt, ze funkcja jest rosnaca (malejaca) oraz jed-
nocze$nie wypukla [wklesta] zapisujemy symbolicznie: .~ , _~, ~ ,

Cwiczenie* 6.2.6
Korzystajac z definicji sprawdzié, ze podane funkcje sa SciSle wkleste na wskazanych

przedzialach:

a) f(z) = -:—2, £ €(0,00); b) f(z)=Inz, z € (0,00).

Cwiczenie* 6.2.7

Pokaza¢, ze funkcja wypukla na przedziale otwartym jest ciagla na tym przedziale oraz
w kazdym jego punkcie ma obie pochodne jednostronne.

M Twierdzenie 6.2.8 (warunek wystarczajgcy wypuktosci)

Jezeli f"(z) > 0 dla kazdego z € (a,b), to funkcja f jest 4cisle wypukla na (a,b).

Uwaga. Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia dla pozostalych typéw funkcji
wypuktych. Jezeli f”(z) > 0 dla kazdego = € (a,b), przy czym réwnosé f”’(z) =0
zachodzi jedynie dla skonczonej liczby punktéw z odcinka (a, b), to funkcja f jest
Scisle wypukta. Podobnie jest dla funkecji $cile wklestej.

Cwiczenie 6.2.9
Okresli¢ przedzialy wypukloéci i wklestosci podanych funkcji:

a) f(z)=e€77%; b) f(z) =z*; c¢) f(z) =sing;
d) f(z) = arctgz; e) f(z)=|z|; f) f(z)= |x5! .
Cwiczenie 6.2.10

Naszkicowaé wykresy funkcji ciaglych f: R — R spelniajacych wszystkie podane wa-
runki:

a) f(1)=3, f'(1) =0, f'(z) <0dlaz € R;
b) f(1) =0, /(1) =0, f'(z)>0dlaz <1, f'(z) < 0dlaz > 1;

c) f(1)=-1, f"(z) >0dla z #1, liT+ f'(z) = —oo, lilil— f'(z) = oo.



0 Cwiczenie 6.2.11

Korzystajac z wypuklosci odpowiednich funkcji uzasadni¢ podane nieréwnosci:
g et ey
a)e < 2

dla dowolnych z,y € R;

5 5 5
b) (z—;-y) < z ;I'y dla dowolnych z,y € [0, c0);

6
c*) In (; + % + %) >1In (z3y2z) dla dowolnych z,y, z € (0, o).

® Fakt* 6.2.12 (o ekstremach funkcji wypuktych)

Funkcja $cisle wypukta (wklgsta) na przedziale [a,b] osiaga wartoéé najmniejsza
(najwigksza) tylko w jednym punkcie tego przedziatu.

6.3 Punkty przegiecia wykresu funkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu zo. Ponadto
niech funkcja f ma tam pochodng wtasciwa lub niewtaiciwa. Punkt (zo, f (z0))
Jest punktem przegigcia (skrét p.p.) wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje liczba § > 0 taka, ze funkcja f jest éciéle wypukla na S (a:g, 6) oraz Scisle
wklesta na S (xg', 6) albo jest odwrotnie.

a) Yy b) Yy styczna
funkcja _ . y=f(z)
wypukla y=f(=)
funkcja
wklgsta
t
f(z0) f--=—55 shyesns f(Z0) =~

funkcja

1
I
: wypukla
funkcja !
/ wklgsta | ~ h
t 1

funkcja
wypukia

d) ]

f(zo)f----25

[

’O Zo T

funkcja
wypukla

funkcja
wklgsta y=f(z)

1
1
i
I
'
1
i
'
2

Rys. 6.3.1. a), b), c) Funkcje z punktami przegiecia.
d) Funkcja bez punktu przegiecia.

Obrazowo: punkt wykresu funkcji jest punktem przegiecia, jezeli funkcja ma w tym
punkcie styczng i zmienia w nim rodzaj wypuktosci. Wykres funkcji przechodzi



wtedy z jednej strony stycznej na druga (rys. 6.3.1 a), b), c)). Méwi sie takze, ze
zo jest punktem przegiecia funkcji f.
Twierdzenie 6.3.2 (warunek konieczny istnienia punktu przegiecia)

Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1. (=zo, f(z0)) jest jej punktem przegiecia,
2. istnieje ' (zo),
to
f” (.’Bo) =0.
Uwaga 1. Implikacja odwrotna w tym twierdzeniu nie jest prawdziwa. Swiadczy
o tym przyktad funkcji f(z) = z*, ktéra spetnia warunek f/(0) = 0, ale (0,0) nie
jest punktem przegiecia jej wykresu (rys. 6.3.2).

Yy

y=z*

(o] z

Rys. 6.3.2.

Uwaga 2. Wieczorem jadac na rowerze $ciezka, ktéra ma ksztalt wykresu funkeji
wypuktlej, oéwietlamy lampa prawa strone drogi. Odwrotnie jest na wklestych frag-
mentach drogi. W punkcie przegiecia ciezki zmienia si¢ strona oéwietlania (rys.
6.3.3 a)).

a) b) 4 dochéd

narodowy

sciezka

spadkowa tendencja
wzrostu

o$wietlony teren

to t-czas

Rys. 6.3.3.

W ekonomii punkt przegiecia funkcji rosnacej opisujacej np. dochéd narodowy,
popyt na towary itp., jest nazywany momentem rozpoczecia spadkowej tendencji
wzrostu (rys. 6.3.3 b)).

Cwiczenie 6.3.3
Podaé przyktady funkcji opisujacych wielkosci wystepujace w biologii, fizyce, technice
itp., ktérych wykresy maja punkty przegiecia.



® Fakt 6.3.4 (o lokalizacji punktow przegiccia wykresu funkcji)

Funkcja moze mieé punkty przegiecia jedynie w punktach zerowania sic jej
drugiej pochodnej albo w punktach, w ktérych ta pochodna nie istnieje.

® Twierdzenie 6.3.5 (I warunek wystarczajgcy istnienia punktu przegiecia)

Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1. w punkcie g ma pochodna wlaéciwg lub niewtasciwa,

V { f"(z) < 0 dla kazdego z € S (27, 6),

2.
f"(z) > 0 dla kazdego z € S (z¢,6) ,

§>0

to (zo, f (z0)) jest punktem przegiecia jej wykresu.

Uwaga. Twierdzenie powyzsze jest prawdziwe takze wtedy, gdy nieréwnoéci dla
drugiej pochodnej sa odwrotne w sasiedztwach jednostronnych punktu zg (rys. 6.3.4).

Yy
"

y=f _(z)

\ \_,

| | L

I I

| |

L |

fo(=)>0 |

| l

1 @ \*° zo+6 istyczna

-6 o o . |z To—6 o

f (z)<0:

Rys. 6.3.4. Wykres drugiej pochodnej Rys. 6.3.5. Wykres funkcji.
funkcji.

zo

0 Cwiczenie 6.3.6
Korzystajac z powyzszego twierdzenia znaleZzé punkty przegiecia podanych funkcji:

a) f(l')=1;4_121;3+48z2; b) f(z)=4z2+%; C) f(z)zecos:p;
d) f(z)= z%In z; e) f(z) - |1:|3; f) f(.’l}) _ 3/1 — .'1:3..

® Twierdzenie 6.3.7 (II warunek wystarczajgcy istnienia punkiu przegigcia)
Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1. f"(zo)=f"(zo)=...= flr=1) (z0) =0,
2. f0)(z0) #0,
3. n jest liczba nieparzysta, gdzie n > 3,

to (zo, f (z0)) jest punktem przegiecia jej wykresu.

Uwaga. Jezeli zalozenie 3. ma postac ,n jest liczbg parzysta”, to (zo, f (zo)) nie
jest punktem przegiecia.



0 Cwiczenie 6.3.8

Korzystajac z powyzszego twierdzenia znalezé punkty przegiecia podanych funkcji:

a) f(z) = 2*° + 2% c) f(z) =z* + 2sinz.

b) f(z) = cos* z;

Pochodne a wykres funkcji

Warunki, ktére speiniajq pochodne . .
funkcji na przedziale lub w punkcie Wiasnosci Wykres
funkcji funkcji
fl r f” | fl/l
d 11 rosngca
f®)>0 f(2)>0 1 wypukta /
! 1 rosngca
flz)>0 | f"(z)<0 ket /
y " malejaca
fz) <0 fi(2)>0 1 wypukta \
/ ” malejaca
fi(z) <0 fi(e) <0 1 wklesta \
minimum
f'(@) =0 | f'(zo)>0 lokalne 5 ,
wladciwe .
maksimum
f'(xo) =0 | f'(z0) <0 lokalne ;
wlasciwe i
1 _ 11 punkt
f(@o) =0 | f7 (o) #0 przegiecia /




o Cwiczenie* 6.3.9
Poda¢ przykiad funkcji rézniczkowalnej na R, ktdra spetnia warunek f'(0) =0, ale w 0
nie ma punktu przegiecia ani ekstremum lokalnego.

6.4 Badanie funkcji

1. Ustalenie dziedziny funkc;ji.
2. Wskazanie podstawowych wlasnosci funkcji:
a) parzysto$¢ lub nieparzystoéé,
b) okresowoéé,
¢) miejsca zerowe,
d) ciagtosé.
3. Obliczenie granic lub wartosci funkeji na ,krafdcach” dziedziny.

'y

. Znalezienie asymptot pionowych i ukos$nych.

5. Zbadanie pierwszej pochodnej funkcji:

a) wyznaczenie dziedziny pochodnej i jej obliczenie,

b) wyznaczenie punktéw, w ktérych funkcja moze mieé ekstrema,

¢) ustalenie przedzialéw monotonicznoéci funkeji,

d) ustalenie ekstreméw funkcji,

e) obliczenie granic lub wartosci pochodnej na ,kraficach” jej dziedziny.

6. Zbadanie drugiej pcchodnej funkcji:
a) wyznaczenie dziedziny drugiej pochodnej i jej obliczenie,
b) wyznaczenie miejsc, w ktdrych funkcja moze mieé¢ punkty przegiecia,
¢) ustalenie przedziatéw wklestosci i wypukloéci,
d) wyznaczenie punktéw przegiecia wykresu funkeji,
e) obliczenie pierwszej pochodnej w punktach przegiecia.
7. Sporzadzenie tabelki (nieobowiazkowe).
8. Sporzadzenie wykresu funkcji.

0 Cwiczenie 6.4.1
Zbada¢ podane funkcje i nastepnie sporzadzi¢ ich wykresy:

) f2) = 1o b) f(5) = =2’ 42 =3 o) f(s) = =2
d) f(z) = ze™%7; e) f(z) = lnT;:; f) f(z) = sinz — sin® z;
g) f(z) = arcsin i——i%; h*) f(z) = z%; i*) f(z) = .

6.5 Dowody wybranych twierdzen i faktéw

B Dowéd Twierdzenia 6.1.7 (Fermata, warunek konieczny istnienia ekstremum)
Dla ustalenia uwagi dowdd przeprowadzimy w przypadku, gdy funkcja f ma w punkcie
zo maksimum lokalne. Dla minimum lokalnego dowéd przebiega podobnie. Istnieje zatem
sasiedztwo S (z0) takie, ze f(z) < f (o) dla kazdego z € S (zo) . Pokazemy, ze f_ (z0) >



0 oraz f4 (7o) < 0. Rzeczywiscie

HOETIEDI

Tz T — To

FL (z0) &2

gdyz f(z) — f(zo) < 0 oraz z — zo < 0 dla kazdego z € S— (o). Podobnie mamy w
przypadku drugiej nieréwnosci

£ (s0) 2 im L =T(20)

:t—-::g' T — To

gdyz f(z) — f (zo) < 0 oraz £ — zo > 0 dla kazdego z € Sy (z0). Poniewaz funkcja f ma
w punkcie zo pochodna wlasciwa, wiec

0 < fL (z0) = f'(z0) = f4 (20) <O
Stad f'(zo) = 0.

Dowéd Twierdzenia 6.1.13 (1] warunek wystarczajgcy istnienia maksimum)

Dowéd przeprowadzimy przy dodatkowym zalozeniu, ze n-ta pochodna funkcji f jest
ciaglta w punkcie zo. Twierdzenie jest prawdziwe takze bez tego zalozenia. Wtedy jednak
dowdd jest bardziej skomplikowany.

W dowodzie wykorzystamy latwa do wykazania wlasnoéé funkcji ciaglej; jezeli funkcja f
Jest ciagla w punkcie zo oraz spetnia nieréwnosé¢ f (zo) < 0, to f(z) < 0 dla kazdego z z
pewnego sasiedztwa punktu zo.

Poniewaz funkcja f spelnia zatozenia twierdzenia Taylora (Twierdzenie 5.3.2) na pew-
nym otoczeniu O (zo) punktu zo, wiec dla kazdego z € O (7o) mamy

*) (24 O .
f(z) = £ (z0) +Zf ( ) - o) +fn—!()(z—-zo)

gdzie ¢ jest pewnym punktem z przedzialu (zo,z) lub (z,z0). Korzystajac teraz z réw-
nosci
f(z)=f"(z0)=...= 1) (z0) =0

otrzymamy
() ;
f(z) = f(z0) + — dla kazdego = € S (zo).

Poniewaz f(™ (zo) < 0, wigc takze f(")(c) < 0 dla ¢ z pewnego sasiedztwa punktu zo.
Stad otrzymujemy
f(z) < f(z0) dla kazdego z € S (z0).

Oznacza to, ze funkcja f ma w punkcie o maksimum lokalne wlasciwe.

Dowéd Twierdzenia 6.2.8 (warunck wystarczajgcy wypuktosci)
Niech @ < 71 < z2 < b oraz niech £ = Az; + (1 — Az, gdzie 0 < A < 1. Funkcja
f spelnia na przedziatach [z1,z] oraz [z, z2] zalozenia twierdzenia Lagrange’a. Istnieja
zatem liczby ¢; € (z1,z) oraz ¢z € (z,z2) takie, ze
z)— —
f( ) f(zl)_:fl(cl) f(:l:z) f(z)=fl(c2).

oraz
T — I T2 — T



Oczywiscie ¢1 < c2. Z warunku f"(z) > 0dla z € (a,b) wynika, ze funkcja f’ jest rosnaca,
wiec f' (1) < f'(c2). Stad mamy nieréwnosé

f(z) = f(z1) < f(zz)—f(x)’

r—I I —T

wiec
(22 — 2) (f(2) = f(21)) < (z = 21) (f (22) = f(2)).

Dalej otrzymujemy, ze

f(g)(z2—z4+z—11) < (22— ) f(21) + (z — 71) f (22),

zatem :c —z
2 — 1
f(e) < f(z1) + f(z2).
z -z
. . -z T — 1 . . .
Zauwazmy teraz, ze = A, za$ Z = 1 — A. Ostatecznie otrzymujemy wiec
2 — 1 2— I

nieréwno$é
f (zs 4+ (1= N)22) < Af (1) + (1= N (z2).

Funkcja f jest zatem $ciSle wypuktla.

6.6 Odpowiedzi i wskazowki

6.1.9a)z=2;b)z=1lubz=-1;¢)z=0;d) z =0; e) x=—llubz=—%lub

t=0;f)z=0lubz=11lubz =3

6.1.11 2) fmin(0) = 2; b) fmin(2) = =8, fmax(0) = —4; €) frain(-1) = -3, L Fraax(1) =
1 8 16 3

d) .fmin(e) = ;; e) fma.x (—) \/_ f) fmm ( il + 2kw ) = -2, fmax (5 + 2k7l')

gdzie k € Z. :

6.1.12 f(z) = {

1
2’
2,

(2+sm ;) dla z ;éO
dlaz =0

6.1.14 a) fmin(0) = 0; b) funin (§+2k7r) = g Fmin (T+2kT) = —1, frnin (%’5+2k7r) =
—\/TE, fmax(2k7) = fmax (% +2k7r) =1, gdzie k € Z; ¢) fmin(4) = —e*; d) fmin(l) =
—27.

6.1.15 a) w punkcie z = 1 funkcja f ma maksimum lokalne wtasciwe, a w punkcie £ = 3
minimum lokalne wiasciwe; b) w punkcie £ = 1 funkcja f ma minimum lokalne wlasciwe,
a w punkcie £ = 9 maksimum lokalne wlasciwe, w punkcie z = 5 nie ma ekstremum lo-
kalnego.

6.1.19 a) funkcja nie przyjmuje warto$ci najmniejszej ani najwigkszej; b) funkcja nie
przyjmuje wartosci najmniejszej, M = 2 = f(0); ¢) funkcja nie przyjmuje wartosci naj-
mniejszej, M = 1= f(1);d) m=0=f(r), M=1=f (—72[)

6.1.20a) m=0= f(1), M =2 = f(3); b) m = —128 = f(—4), M =3 = f(1);
)m=0=f(0),M=V3=f(2);d)m=1= f(1), M =1+ arctg3 = f(—2);



e)m=1=f(0),M=2=f(§);f)m=§=f(-1)=f(2),M=%=f(0)=f(l)-

6.1.21 a) 12cm x 24cm; b) a = RV?2, b = £

V2

. .1 . .
winien plynac pod katem arcsin A do $rednicy; e) t

;¢) r=>5cm, h = 10cm; d) pies po-

8 .

min = 37 f*) 2, polowa szesciokata

foremnego.

6.2.9 a) (—o0,00) — funkcja $ciSle wypukla; b) (—oo,00) — funkcja &cidle wypukla; c)
((2k — 1)7, 2kw) — funkcja $cisle wypukla, (2kx, (2k 4+ 1)7) - funkcja Scisle wklesla, gdzie
k € Z; d) (—o0,0) - funkcja $cisle wypukla, (0, 00) - funkcja Scisle wklesla; e) (—oo, 00)
- funkcja wypukla; f) (—o0, 00) — funkcja $cisle wypukla.

6.2.10 , , ,
a) o1 b) <)
(@]

1
1
t
/\ \
I
i o] x
|
1 -1}
! P
1

~——
6.2.11* Nieréwnoséci wynikaja z wypukloéci funkcji: a) e*; b) z°; c*) —Inz.

———e

6.3.6 a) z; =2, 12 =4; b) 7o = i/g; ¢) zo = + arccos + 2kx, gdzie k € Z;

d) zo=e—%;e) zo = 0; f) zo0 = 0.

6.3.8 a) o = 0; b) zx = —12{+ km, £ = *arcsin ? + 2Ix, gdzie k,l € Z; ¢) nie ma
punktéw przegiecia.

3 .1
6.3.9 f(z) = {f (2 -I(-)sm ;) ;lia,z;éz .
azr =

6.4.1

o
& <

L
1]

e
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il A3

f) Yy x1 =arcsin L‘@

X =m—arcsin H@

h*) v

QI ﬁ-—

ok

T3 =m—arcsin

1-V/33
=

T4 =2mfarcsin
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CALKI NIEOZNACZONE

7.1 Funkcje pierwotne

Funkcja F

Jest fﬁnqu piérwé£ha¢“‘fuﬁkc31 f na przedzxalé ZI , Jezeli
F'(z) = f(z) dlakazdego z € I.

0 Cwiczenie 7.1.2
Pokazaé, ze funkcja f(z) = sgn (z) nie ma pierwotnej na przedziale (—1,1).

0 Cwiczenie 7.1.3
Podaé przykltady funkcji pierwotnych dla podanych funkcji na wskazanych przedziatach:

a) f(z) =sinz, R; b) f(z) =7, [0,00); c¢) f(z)= %, (=00, 0).

0 Cwiczenie 7.1.4
Uzasadnié, ze funkcje Fy i F> sa funkcjami pierwotnymi dla wskazanych funkcji f :
1

V1—z2’

b) Fi(z) =3 —cos’z, Fa(z) =2 — %cos 2z, f(z) = sin 2z.

a) Fi(z) =1+ arcsinz, F3(z) =5 — arccosz, f(z)=

® Twierdzenie 7.1.5 (podstawowe o funkcjach pierwotnych)
Niech F' bedzie funkcja pierwotna funkcji f na przedziale I. Wtedy
1. G(z) = F(z)+ C, gdzie C € R, jest funkcja pierwotna funkeji f na I,

2. kazda funkcje pierwotng funkcji f na I mozna przedstawié¢ w postaci F(z)+ D,
gdzie D € R.

Uwaga. Powyzsze twierdzenie méwi o postaci funkeji pierwotnych dla ustalonej
funkcji. Funkcje pierwotne maja postaé F(z) + C i tylko takie sa funkcjami pier-
wotnymi.

® Twierdzenie 7.1.6 (warunek wystarczajgcy istnienia funkcji pierwotnej)

Jezeli funkcja jest ciagla na przedziale, to ma funkcje pierwotng na tym przedziale.



146 . Calki nieoznaczone

Uwaga. Funkcja pierwotna funkeji elementarnej nie musi by¢ funkcja elementarna,
np. pierwotne funkcji:

.2 sinz 1 .
e %, . V1423, cosz? o Vzsinz
T nz

nie sg funkcjami elementarnymi.

7.2 Cakki nieoznaczone

® Definicja 7. k |
Niech F bedzie funkcja pierwotna funkcji f na przedziale I. Calka nieoznaczona
funkcji f na przedziale I nazywamy zbidr funkeji

{F(z)+C: CeR}.
Calke nieoznaczong funkcji f oznaczamy przez / f(z) dz lub krétko / I

Yy

nieoznaczona
\!:V

o I x

[ [/ [ [/

Rys. 7.2.1. Calka nieoznaczona funkcji.

Uwaga. W dalszej czesci skryptu bedziemy opuszczali nawiasy klamrowe w definicji
calki nieoznaczonej. Dzialania i operacje na calkach nieoznaczonych oznaczaja
dzialania i operacje na funkcjach pierwotnych reprezentujacych te catki. Réwnosé
calek nieoznaczonych oznacza réwnos¢ funkeji pierwotnych reprezentujacych te
calki.

® Fakt 7.2.2 (pochodna catki nieoznaczonej)
Niech funkcja f ma funkcje pierwotna na przedziale I. Wtedy dla kazdego = € I

[ @] =160

® Fakt 7.2.3 (catka nieoznaczona pochodnej)
Niech funkcja f' ma funkcje pierwotng na przedziale I. Wtedy dla kazdego z € T

/f@wz=ﬂw+0,

gdzie C € R.



Catki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych

Wzér

Zakres zmiennosci

z€R

:L'"+1
"dr = C
/.’B T n+1+

ne NU{0}orazz € R

s}
dem:;+l+C pe{-2,-3,-4,...},z € (—00,0)lubz € (0, 0)
cge= L R\Z
T x_a+1+ a € R\

ldaL':]n|:l:|+C'
T

z € (—o00,0)lubz € (0, 00)

al‘

— | | | — | —

a*de = —+C 0O<a#loraz z€ R
Ina

efdr=¢e"+C T €ER

sinzdr = —cosz + C z€R

coszdr =sinz + C T E€R

/ d;c =—ctgz+C

z € (km,(k+1)7), gdziek € Z

sin®
/co(ifx:tgx-*_c xe(—g+k7r,22r-+lc7r>,gdziekez
/I—_%%—z-:arctg:c+0 zTER
/\/%zarcsinz+0 lz| < 1
/sh:z:d:c:ch:c+C zER
/chzda::sha:+C zTER
/Sl‘f.fx = —cthz +C z#0
/(:};i—zx$=th:c+0 r€ER

Uwaga. W tabeli C oznacza dowolna stala rzeczywista.

* . .. L,
Zakres zmiennej z jest ustalany w zalezno$ci od parametru o.




0 Cwiczenie 7.2.4
Korzystajac z powyzszej tabeli obliczyé podane calki nieoznaczone:

2) /xf’dz; b)/s/zczz; c)/‘i—f; d)/4zd1:;

0 Cwiczenie* 7.2.5
Wiadomo, ze funkcja f spelnia warunek:

P 2) l 1f: 2 — 2. Ly T\ =T
a)f(:z:)-—z, b)f(sm z)—cos z; ) f(ef)=e"".
Znalezé te funkcje.

7.3 Twierdzenia o catkach nieoznaczonych

® Twierdzenie 7.3.1 (o liniowos$ci catki nieoznaczonej)

Jezeli funkcje f 1 g maja funkcje pierwotne, to

1. /(f(:c)+g(:c)) dz = /f(:c)dx+/g(:c) dz,

2. [(f2)-9@) do= [ 1) da- [ g(z)ds,
3. /(cf(:c)) dz:c/f(:c)dx, gdzie c € R.

Uwaga. Pierwszy wzor jest prawdziwy takze dla dowolnej liczby sktadnikéw. Na
ogol calka iloczynu funkcji nie réwna sie iloczynowi catek tych funkcji.

Np.
/(:cx2) dr # (/zdw)-(/:ﬁd:c).
0 Cwiczenie 7.3.2
Korzystajac z twierdzenia o liniowosci ca.lki nieoznaczonej obliczyé podane catki:
z—2

a)/z—?e)d b)/ \/_ dz; c)/ctgzdz
d) /315-21 dz; e) /sin2 2 dz; f)/ x+l dz;

) =g h) LN P (S
8 1422777 sinzcos?z sin? ¢ cos2 T

0 Cwiczenie 7.3.3
Obliczyé catki:

a)/lz—3|d:c; b)/sinl:cldz; c)/mx(1,z2) dz; d*)/lsin:c| dz.



W Twierdzenie 7.3.4 (o catkowaniu przez czgsci)
Jezeli funkcje f 1 g maja ciggle pochodne, to

/ f(2)d'(z) dz = f(z)a(z) - / F(2)g(z) de.

o Cwiczenie 7.3.5
Korzystajac z twierdzenia o caltkowaniu przez czeéci obliczyé podane calki nieoznaczone:

a) /zsinzdz; b)/zze—zdz; c)/ln2zdz; d) /c:cc):fz;

' Vo2
e)/zarcctgzdz; f)/3zcoszdz; g*)/——x;#dz; h*)/zezsinzdz.

o Cwiczenie 7.3.6
Znale7¢ blad w ponizszym rozumowaniu. Dla z € (0, %) mamy

1 .
/Sinzdz f(z) = cos T g'(z) =sinz __1+/sin:cdz
cos 1 _ sinz _ - cosT
F(@) = 222 g(z) = —cos
Stad 0 = —1.
HUMOR

Z pracy egzaminacyjnej studentki:

»Catujac przez czesci ... otrzymalam”.

® Fakt* 7.3.7 (wzory rekurencyjne dla catek [sin™ zdz, [ cos™ zdz)

n—1

. 1 . .
1. /sm" rdr = —=coszsin" ! z+ sin®~?zde, n>2.
n

1.
2. /cos" rdz = —sinzcos" x4+ cos" 2 xdx,n>2.
n

0 Cwiczenie* 7.3.8
Wykorzystujac powyzsze wzory rekurencyjne obliczyé podane catki:

a) /sinzzdz; b)/sinazd:c; c) /cos‘zdz; d)/cosszdz.

Obliczyé¢ te calki wykorzystujac wzory Eulera®.

*Leonard Euler (1707-1783), matematyk i fizyk szwajcarski.



® Fakt 7.3.9 (wzdr rekurencyjny dla catek [ (de”;?-)

/ - L 2n-3 dz
(1+22)" " on-1)(1+22)" !  2(n-1) (1+z2)"" 0

o Cwiczenie 7.3.10
Wykorzystujac powyzszy wzdr rekurencyjny obliczyé podane calki:

oy o w0l

® Twierdzenie 7.3.11 (o catkowaniu przez podstawienie)

gdzie n > 2.

Jezeli
1. funkcja f: I — R jest ciagla na przedziale I,
2. funkcja ¢ : J — I ma ciagla pochodna na przedziale J,

to
[@da= [ (o) #@1dt=F (o) +C,
gdzie F' jest dowolna funkcja pierwotng funkeji f oraz C € R.

o Cwiczenie 7.3.12
Stosujac wskazane podstawienia obliczyé podane calki:

a) /(2z—5)7d1:, :c=—_;5l t € R; b)/\/4—z2d:c, z = 2sin t, |t|<§;

dz 2 1
— — >92: .
c)/2 ﬁ’x_(t 2)", t > 2 )/ \/1_2,:c , t<0;

zdr
,e=In(t*-1), t>1; f/‘/— =t t>0
T n( ) ) l+f

) / dz
Ve Tl
o Cwiczenie 7.3.13
Stosujac odpowiednie podstawienie obliczyé podane calki:

a.)/ z d”m- b)/cos 2 dz; c*)/chz
d) /1+esz’ e)/ﬁ;; f)/m/mdz;

h* s VT
8) /7:::2+5 )/81nz 1)/6 dz.

o Cwiczenie 7.3.14
Stosujac odpowiednie podstawienie uzasadnié¢ wzér rekurencyjny:

/ dz _ T + 2n -3 /
(a® +z2)" — 2(n — 1)a2 (a2 + 2z2)"~' " 2(n — 1)a? (a® + zz)n—l ’

gdzie a > 0 oraz n > 2.



Wazniejsze catki zawierajace funkcje hiperboliczne*

| Wz6r | Zakres zmiennosci
/thxdm:lnchm+C’ zER
/cth:cd:c:ln|sh:c|+C z € (—00,0) lub z € (0, 0)
i‘”-—lnlthf|+c z € (=00, 0) lub z € (0, 00)
shz 2 oo ’
/d” = arctge® + C €ER
T = larctge z
/shzzdz=—£+8h2w+c TER
2 4
/ch2zd:c:-;-+5h42x+c t€R

7.4 Catkowanie funkcji wymiernych

L(x)
M(z)
liczniku jest mniejszy od stopnia wielomianu w mianowniku.

Funkcje wymierng W(z) =

nazywamy wlasciwa, gdy stopien wielomianu w

Uwaga. Kazda funkcje wymierna niewla$ciwg mozna przedstawi¢ w postaci sumy
wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwej.

O Cwiczenie 7.4.2
Podane funkcje wymierne zapisaé w postaci sumy wielomianu i funkcji wymiernej wia-
Sciwej:

24z +1
a) ;

5 _ 6
. b) z 1 T

z3 4+ 2
) z3 -1’ d) 2242z +2°

z+4+1’

2

1. Funkcje wymierna wlasciwg postaci

A
(z +a)*’

gdzie n € N oraz a, A € R, nazywamy ulamkiem prostym pierwszego rodzaju.
2. Funkcje wymierna wlasciwa postaci

Pz +Q
(z2+pz+q)"’



gdzie n € N oraz p,q,P,Q € R, przy czym A = p?> — 4q < 0, nazywarmy
utamkiem prostym drugiego rodzaju.

® Twierdzenie 7.4.4 (o rozktadzie funkcji wymiernej na utamki proste)

Kazda funkcja wymierna wtasciwa rzeczywista jest suma utamkéw prostych. Przed-
stawienie to jest jednoznaczne. Funkcja wymierna wlasciwa

P(z)
an(x—:cl)k‘(m—xz)k’, . (:L'—:l:,)k'(:ﬂ+pl:L'+ql)I1 (:c2+p2:c+q2)l’. . .(:1:2+p~.3:1:+qu,)1s ,

Jest suma k;+ka+. . .+k, utamkéw prostych pierwszego rodzaju oraz l;+ly+. . .+,
utamkéw prostych drugiego rodzaju, przy czym

o czynnikowi (z — :c;)k' odpowiada suma k; utamkéw prostych pierwszego rodzaju
postaci:

A Az Ak,
S T
r—z; (z-—az;) (z —z;)™"

gdzie Ajy, A2, .. ., Aip, ERdlal <igr,

e a czynnikowi (1:2 +pjz + qj)lj odpowiada suma I; utamkéw prostych drugiego
rodzaju postaci:

Bjiz + Cj1 Bjaz + Cj | Bji;x + Cju,
e2+pie+q; (a2 +piz+g)’ (22 +pjz+q;)"

gdzie le,sz,...,szj,le,Cjz,...,lej €ERdlal <j<s.

0 Cwiczenie 7.4.5
Poda¢ rozktady na utamki proste wskazanych funkcji wymiernych witaéciwych (nie obli-
cza¢ wspélczynnikéw rozktaddéw):

2 2
z+1 b) T ¢4z +1

? 27(z = 3)° (22 —9)>’ 9 (z+1)(z +2)(z +3) (22 + 4)2
Is +1 . ($2 + 1)2 . T
4 (22 +2)* (z —2)%’ °) (22 + 22 + 2) (z — 10)%’ f) 3 +1°

Catkowanie utamkéw prostych pierwszego rodzaju
Do obliczania catek z utamkéw prostych pierwszegoo rodzaju stosujemy wzory:

Adz
r+a

Adz A .
(4) (z+a)* ~ (n-1)(z+a)! +C, gdrien >2.

(©) = Aln|z+a|+C,

o Cwiczenie 7.4.6
Rozkiadajac funkcjg podcatkows na sumg utamkéw prostych pierwszego rodzaju obliczyé
calki:



[ty o i o f55

0/ — @ 0[S

g)/ 21 —2:1:—1 ; , )/[(x—l) . )/(zzdg;

Catkowanie utamkéw prostych drugiego rodzaju
Do obliczania calek z utamkéw prostych drugiego rodzaju stosujemy wzdr:

(Pz+Q)dz __P (2z + p) de _Pp dz
©) /w2+pw+q) (w2+pr+q)"+(Q 2>/(x2+pz+q)"'

Pierwszg z tych calek obliczamy za pomoca podstawienia t = z2? 4+ pz + ¢, a druga,
po sprowadzeniu tréjmianu z? 4+ pz 4 ¢ do postaci kanonicznej

p)? P’
(+3) (q - Z)
1 podstawieniu t = z + 12—7, za pomoca wzoru () z Cwiczenia 7.3.14.

Cwiczenie 7.4.7
Rozktadajac funkcje podcatkowa na sume ulamkéw prostych drugiego rodzaju obliczyé
catki:

a)/i._ )/(2z+3)dz C)/($3+31‘2+x+9) dz.

—z 41’ z2 42z +2° (22 +1) (22 +3)
d)/ 72 4 22 +:c+2) dr (:c +1 )/ T +2:v2+4) dz
E+)E2+2) ¢ (z2+zz+3)2’ (2 +1)°

Algorytm catkowania funkcji wymiernych

1. Funkcj¢ wymierna zapisujemy w postaci sumy wielomianu (byé moze zerowego)
1 funkcji wymiernej wlasciwe;j.

2. Mianownik funkcji wymiernej wtasciwej rozktadamy na czynniki liniowe i kwa-
dratowe nierozkltadalne.

3. Zapisujemy rozklad (teoretyczny) funkcji wymiernej wtaéciwej na utamki proste
pierwszego 1 drugiego rodzaju.
Znajdujemy nieznane wspélczynniki tego rozktadu.

5. Obliczamy calki poszczegdlnych sktadnikéw rozktadu funkcji wymiernej, tj.
wielomianu i utamkdéw prostych:
a) dla utamkéw pierwszego rodzaju wykorzystujemy wzér (Q) lub (#),

b) dla utamkéw drugiego rodzaju wykorzystujemy wzér () oraz ewentualnie
wzér rekurencyjny (¢b) z Cwiczenia 7.3.14.



0 Cwiczenie 1.4.8
Obliczyé podane calki z funkcji wymiernych:

z? +2 b (1: —4 dz 31: —10) dz
)/ z+2 ' )/ z—l ; C)/ 2 4z — ;

d :c + 623 +101:2+z)d1: f 22 dz
)/ 3 +2 ¢) 2% + 6z + 10 BN B e Tk
1; + zt —8 dz B (z4+1)dz :cdz
8) a:3—4x i ) gt -1 (z2+x—2
HUMOR
Na egzaminie student przeprowadzit nastepujace obliczenia:
dz 1
24z 23 22
—_— + —
3 2

Na pytanie egzaminatora: ,,Czy to na pewno jest dobrze?” - odpowiedziat:
»Oczywiscie, zZe nie. Brakuje jeszcze stalej catkowania”.

1.5 Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Funkcje, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci ilorazu wielomianéw dwéch zmien-
nych, nazywamy funkcja wymierng dwéch zmiennych.

©® Przyktad 1.5.2

2 3 2 5

- 2u” — 4 1 L. . .

Y u—uv t du Srapnl uv + v? sa funkcjami wymiernymi dwéch
utv

Funkcje:
i W u+v2+2
zmiennych.

Catkowanie funkcji postaci R(sin z, cos z)

Niech R(u,v) bedzie funkcja wymierng dwéch zmiennych. Wéweczas do obliczania
caltek postaci

/ R(sinz, cos z) dz,

w zaleznosci od warunkéw jakie spelnia funkcja R, stosujemy podstawienia z tabeli:

Warunek Podstawienie Przedstavc.l.l ente Rézniczka
funkcji

—dt

R(~u,v) = —R(u,v t=cosz sinz =1 —12 dr = ——




Warunek Podstawienie Przedstam_l.l eme Rézniczka
funkcji

dt
R(u, —v) = —R(u,v) t=sinz cosz =V/1—12 dz =

. t
sinz =
1+1¢2 dt
R(—u,—v) = R(u,v) t=tgz :— dr = e
cosz =
1412
z 2t
‘'3 SNz =T 2dt
R - dowolna funkcja .. dr = ——
podstawienie 1—1¢2 1+1¢2
uniwersalne COST=7T1Tp

V1412

1 12

Podstawienie t = tgz Podstawienie t = tg %
Rys. 7.5.1. Tréjkaty ulatwiajace zapamigtanie podstawieii trygonometrycznych.

o Cwiczenie 1.5.3
Korzystajac z podstawieii podanych w powyzszej tabeli obliczy¢ calki:

dz sm zdz dz
a) [ ————; b) [ ——— ) [
sin T + cos T cos T 1+4+4cosz
d) (2sin z + 3 cos t) dz L o) — tg 2z dz
sin? z cosz + 9cos® ¢ 1+tgz tgz
HUMOR

Fragment pracy egzaminacyjnej:

3
/tgtdt:g/tzdtz%—+c,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim, a C dowolna stata.




Catki z wazniejszych funkcji trygonometrycznych

[ Wzér [ Zakres zmiennosci |
/tg:cd:c:—ln|cosz|+C :e;é-275+k1r,k€Z
/ctgwdw:ln|sinx|+C £ kmkeZ

.9 z  sin2z

sin“zdr = — — +C zTER

2 4
cos2:cdz:£+sm2z+0 TE€ER
2 4
3
/sinsxdzz—cosz+cozz+c TE€ER
sind z

/cos3xdx=sinz— +C TER

dz T
/, :In’tg—l+C etk keZ

sinz 2

dzx T T T

= t — — — kr k VA

/cos:c ln’g(2+4)l+C :c¢2+ T,k €

dz cos T 1 z

__ 21 [t —|+C kn k€ Z

/sinsz 2sin2x+2 t g2 z# km

dz sin ¢ 1 z T T

cosaa:_2coszz+§ln'tg(§-+2)‘+c r;é§+k7r,lc€Z

Catkowanie funkcji postaci sin ax cos bz, sin az sin bz, cos az cos bz

Do obliczania calek z funkcji postaci:

sinax cosbz, sinazrsinbz, cosaz cosbz

stosujemy tozsamosci trygonometryczne:
. 1. .
sin ax cos bz = 5 [sin(a + b)z + sin(a — b)z]
1
sinazsinbz = 3 [cos(a — b)z — cos(a + b)z]

cosaz cos bz = % [cos(a + b)z + cos(a — b)z] .

0 Cwiczenie 1.5.4
Wykorzystujac powyzsze tozsamosci obliczyé podane catki:

a)/sin2zcos4:cdz; b)/sinzsin3:cdz;



c)/cos%cos%dm; d*)/sinzsin%singdz.

1.6 Catkowanie funkcji z niewymiernosciami

Catki postaci [ R

(z¢,va? —22) dz, [ R(z,Vz2 % a?) dz

Niech R(u,v) bedzie funkcja wymiernag dwéch zmiennych. Do obliczania calek:

/R( Va? =3?) da, /R

gdzie a > 0, stosujemy podstawienia podane w tabeli:

-~ a2> dz, /R (z, Va2 + a2) dz,

Funkcja . Postacd -
podcatkowa Podstawienie pierwiastka Rézniczka
R(l‘, a2—$2> z = asint Va2 —z2=acost dr = acostdt
R(z,\/mz—az) z=acht V2 —a?2 =asht dr = ashtdt
R(a:,\/:l:2+a2) z = asht vVz2+ a2 =acht dr = achtdt
0 Cwiczenie 1.6.1
Wykorzystujac powyzsze podstawienia obliczyé calki:
V2 =
/ /4 — 22 dz; b)/(z 2)dz’ c)/ z gdz
Vitz? z
Wazniejsze catki z niewymiernosciami
[ Wzér | Zatozenia |
/\/—_arcsm——f-C |z| < a
— 2
2
/\/:n2+a2d:c=g— :c2+a2+%-lnlz+\/:cz+a2|+0 zE€R
2
/\/xz—azd;c:g\/:cz—az—%ln|z+\/:c2—a2‘+0 lz| > a
d
/—%:ln’x+vxz+a2|+(} .’L‘ER
2?2+ a




| Wzér | Zalozenia

d
[ g oo
2
/\/az—zzd:czg az—-:c2+%-arcsin§+c lz| < a
- +

7.7 Dowody wybranych twierdzen i faktéow

B Dowdd Twierdzenia 7.3.4 (o catkowaniu przez czgéci)
Niech funkcje f i g maja ciagle pochodne na przedziale I. Wtedy mamy

[f(z)- 9(z)) = f'(z)9(z) + f(z)g'(z) dla kazdego = € I.
Calkujac obustronie powyzsza réwnosé na przedziale I otrzymamy

f(=)9(z) + C = / [£(2)9(=) + £(2)9'(2)] da.
Korzystajac teraz z liniowoéci calki nieoznaczonej otrzymamy
[ 1@tz = ste) - [ren@ate
co w réwnowainy sposéb moina zapisaé w postaci
[ 1@z = 0ta) - [rod@as,

gdyz stala C wystepuje w calkach nieoznaczonych po obu stronach réwnosci.
7.8 Odpowiedzi i wskazéwki

7.1.3 a) —cosz + C; b) %z% +C;c) In(-z)+C.

7.2.4 a) %z6+C; b) i—x% +C;c) —%+C; d) 1—4—+C; e) 3Yz+C;f) —32;

n4 In3
g) 2z +C; h) 5z +C.

2
7.2.5% a) 24/7; b) z — %; c) Inz.

+C;

3 x
7.3.2a)%—26’+C;b)z—2?4x%+6z§+c;c) —ctgz—z+C;d)—%——+C’;
In >
" %5
1 . 2.3 2 3 1
e) E(z—smz)+C;f) 52 —§z3+2z‘2+0;g)z—atctgz+0;

h) —ctgz —tgz +C; i) tgz —ctgz + C.
2
T
—7+3z+Cdla.z<3. cosz-{-Cdlax(O.

7.3.38) 2 ; H
%——31:+9+Cdla.z23 {2—cosz+Cdlaz>0



—cosz—4+Cdla-2r<z< —7

3

I ytCdlaz< -1 cost—2+Cdla-r<z<0
3
2 —cosz+Cdla0 <z <7
c) Z4Cdla-1¢< 1:4d) <
:+3+ 2 se< cosz+2+Cdlar<z<27r
%—+§+Cdlax2] —cosz+4+Cdla2r <z <3r
cosz+6+Cdladr <z <4r

7.3.5a)sinz —zcoszt +C; b) —e™" (132 +2:r+2) +C;c) z (ln2z—2lnz+2) +C;
d) ztgz +1n|cosz| + C; €) -;— (z2 arcctgz + T — arctg z) + C;

z /12
f) 73 +31 o (sinz +In3cos z) + C; g*) ————Ix+1 +1In (:c+ 1+$2) + C; h*) Wska-
n

zéwka. Zastosowac liczby zespolone lub zalozy¢, ze calka ma postaé (az + b)e”sinz +
T
(cz + d)e” cos z 1 obliczyé nieznane wspétczynniki, %— [z (sinz — cos z) + cos z] + C.

7.3.6 Réwnos¢ 0 = —1 jest poprawna dla calek. Oznacza ona réwnoé¢ dwéch klas funkcji
stalych reprezentowanych przez funkcje tozsamosciowo réwne 0 oraz —1.

7.3.8 a) —-%cosxsinx+ %z+C; b) —% (2-{-sin2 :c) cosz + C;
. . . . 8 .
c) lsmzcosacc-}-%sm:ccos:c+§:c+0' d) lsmzcos4tc+14—5sm:zcos2z:+Esmz-{-C.

4+ C;b) = arctgz + 32 + ad +C;

7.3.10 a) = arctgz+ 8(1+22) ' 4(1+12)?

2(1+ z?)
S5 T

5z
+ +
16(14+22)  24(1422)%  6(1+22)°
7.3.12 a) 11—6(2z—5)8+C; b) 2 arcsin £4-3\/2 —224C; ¢) 44+2vT—4In (24 V7) +C;

/ 2 ~/ /
d)—-—l+x +C;e)ln < + +C f) 5 st_éﬁ-*_%_amtg%-’-a

o:)i

16 arctg r +

|z VeE+1+1
7.3.13 a) l arcsin z° + C;, b) sinz —sin® z + %sinsz - %sin7 z + C; ¢) arctgshz + C;
1 “ 1 1 2 s 2 3
_ — . z _ & C:
D 3 + 00 o T oo T D sV -3V +aP 0
1 7 T
—— arct, —z4+C; h*)1n |t —‘+C; i*) 2¢V% (VT —1 + C.
&) 7 gfx ) In |tg ) (\/_ )
z+1 8z +8
B C D E F G
7.4.5 2) ;+F+x—3+(z—3)2+(z—3)3+(z—-3)4+(z—3)5’
A B E F
b) + + +

73T @_37 " (w=3¢ 543 (2432 @437
A B C Dz + FE Fz4+G
c)z+1+z+2+z+3+12+4 (z2+4)2’




Az + B Cz+ D E F G

d ;
Ve Yy T e TGy

Az + B C D E F G

+ ;

) Fiat2 z—10+( —10)2+( 10)3+(z—-10)4+(z—10)5
£) A Bz +C

t4+1 z2—-z+4+1
7.4.6 a) ——ln|z+2|+iln|z+1|+—ln|x—3|+0 b) = ln|1:—1|——ln|2:+2|+C

2(21; +3)

———————(I e +C;

c) 21n|z—2|—21n|z|+%+0; d) Eln Iz - 1|-—ln]z|+C; e)ln|z+2|+

£) I—_—§—1-+3ln|z|—ln|z—1|+C‘ £) 31n|:t:|—ln|z—1|—;1;-+C;

z 2T — 1
h) 21ln (1 )+C l) ‘2"(:;;2—__—1—)"'0
7.4.7 a) — \/_ arctg \/_(22 )+C;b) arctg(1:+1)+ln(:c2+2:r+2)+C;

c) 3arctg1:+ —ln (:c +3) + C; d) arctgz + lln (:c2 +2) + C;

V2 \/_ 1 3z(3z +5)
e) —a.rctg —($+1)+2—+-2-;-+—3 BW

7.4.8 a) %x2—2z+61n|z+2|+0; b) Ezz—z—31n|z—1|+C;
c) 3z+(e—ﬂ/—_)ln(z+2\/'-2)+(6+ﬂ)ln(z—2\/_—2)+c

d) %zz +3z—In|z—1|+8In|z—2|+C; e) %z —3arctg (z+3) + %ln (zz+6:c+10) +C;
f) z+8arctg (z—-3)+3In (22 — 6z + 10) +C;
g) —:c + 2’ +4z+21In |z|—31n |z +2|+51n

+ C; f) a,rctg:c+

—1 '—%arctg z+C,

176 1 32

Sat -2+ 01 T 2| - c.

i) 2z z+27 nlz -1+ n|z + 2| 9(z—1)+9(z+2)+
T

tg= —14+v2 i

7.5.3 a) ﬁl“ —2———|+C;b) —-Slnsz—smz lplzsmz o,
2 tgi—l—\/i 2 1+4sinz
1 \/§tg£+\/'5'

tgz
+C; d) In (tg? z + 9) + arctg >~ + C;
)" V3ig ——f ( ) 3

e) E —ln[smz+cos:c|+C; f) z+-l-ln Sz +cosy

sinz — cos T

754a) —cos2z—%cos6z+0 b) —sm2z—%sm4x+C c) - sm—-—+3sm—+C
3 S5z 3 Tz 3

* 3 z 3 5z 3 7z 3 llz
d) 5 COS & 10cos6 14cos6-}-22 — +C.

761&)—~\/(4—z’) +C; b) 1+z2—21n(z+ 1+x2)+c;
c) Vz2 -9 —3arctg§\/z -9+C.



8

CALKI OZNACZONE

8.1 Definicje i oznaczenia

Podzialem odcinka [a, b] na n czesci, gdzie n € N, nazywamy zbidr
P = {zo,z1,.--,2n},
przy czyma=x0 < 21 < ... < Zn = b.

Oznaczenia stosowane w definicji catki
Az = 2 — zp—1 — dlugosé k-tego odcinka podzialu P, gdzie 1 < k < n;
§(P) = max{Azy : 1 < k < n} — érednica podzialu P;
T} € [zr-1, k] — punkt poéredni k-tego odcinka podziatlu P, gdzie 1 < k < n.

a z z3 z3 e z b
l e | | ol ]
A / ., :
Az, Azxgy Az e Azp
5(P)

Rys. 8.1.1. Podzial odcinka.

o Cwiczenie 8.1.2
Znalezé wspdlrzedne punktéw podziatu P, dtugosé k-tego odcinka podzialu P oraz éred-
nice tego podzialu, jezeli:
a) P jest podzialem odcinka [1,2] na n = 10 réwnych czesci;

b) P jest podzialem odcinka {2,3] na n = 6 cze¢Sci dokonanym w ten sposéb, ze punkty
podzialu tworza ciag geometryczny.

Niech funkcja f bedzie ograniczona na przeaziéle [a,b] oraz niech P Bédzxe podzia—
tem tego przedzialu. Suma catkowa funkcji f odpowiadajaca podziatowi P oraz
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punktom posrednim z}, gdzie 1 < k < n, tego podziatu nazywamy liczbe

o(f, P)“”Zf(xzmzk.

k=1

Na rysunku 8.1.2 podano interpretacje geometryczna sumy catkowej dla podziatu
odcinka [a,b] na n = 4 czeSci. Suma catkowa jest przyblizeniem pola obszaru
ograniczonego wykresem funkeji y = f(z) > 0, osiag Oz i prostymi ¢ = a, £ = b
przez sume pdl prostokatéw o podstawach Azy i wysokosciach f (z3), gdzie 1 <
k< n.

v y=£(z)

TR

el

o] a Az Az Azjy Azgy b

Rys. 8.1.2. Suma catkowa funkcji.

0 Cwiczenie 8.1.4

Napisaé sumy catkowe dla podanych funkcji, przedzialéw i ich podziatéw oraz dla wska-

zanych sposobéw wyboru punktéw posrednich podziatu:

a) f(z) = z, [0,1], podzial réwnomierny na n czgsci, punkt posredni zy jest lewym
koricem k-tego odcinka podzialu, gdzie 1 < k < n;

b) f(z) = z?, [-1, 0], podziat réwnomierny na 10 czeéci, punkt poéredni zj, jest srodkiem
k-tego odcinka podziatu, gdzie 1 < k < 10;

¢) f(z) = 2%, [1,3], podzial réwnomierny na 8 czesci, punkt posredni zy jest prawym
korncem k-tego odcinka podziatu, gdzie 1 < k < 8.

® Definicja 8.1

Niech funkcja f deZle ogramczona na przedz1a.le [a, b]. Cale oznaczonq Rlemanna
z funkcji f na przedziale [a, b] definiujemy wzorem

b
/ f@) e im E f(a}) Ak,

o ile po prawej stronie znaku réwnosci granica jest wlasciwa oraz nie zalezy od spo-
sobu podzialéw P przedziatu [a,b] ani od sposobéw wyboru punktéw poérednich



z%, gdzie 1 < k < n. Ponadto przyjmujemy

def

/f( ) dz def oraz /af(x) dz = -—/bf(:c) dz dlaa<b.
b a

Funkcje, dla ktdrej istnieje catka oznaczona Riemanna na [a, b], nazywamy funkcja

catkowalng na [a, b]. Zamiast symbolu / f(z) dz mozna pisaé

/ f(z)dz lub krétko / f albo tez / f
[a,8] [a,b]
Uwaga. Kazda funkcja caltkowalna jest ograniczona, ale nie kazda funkcja ograni-

czona na przedziale jest na nim catkowalna. Przykladem takiej funkcji jest funkcja
Dirichleta (Definicja 0.12.6) rozwazana na przedziale [0, 1].

8.2 Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

1. Pole trapezu krzywoliniowego

Niech D oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem ciagle] nieujemnej
funkeji f, osia Oz oraz prostymi ¢ = a, £ = b. Pole |D| trapezu krzywoliniowego
jest granica sumy pol prostokatéw A Dy aproksymujacych ten trapez, gdy érednica
podziatu §(P) — 0 (rys. 8.2.1).

§(P)—~

|D|:6(E§HOZ|AD]¢I lim Zf(xk)Axk—/f(x)dx
- k=1

|

Rys. 8.2.1. Pole trapezu krzywoliniowego.

Gdy wykres funkcji f lezy pod osig Oz, wtedy przyjmujemy, ze pole trapezu D
]| y=f(=z)
[

o«

Az, - ATnoy Az, T

Al‘l



2. Objetos$é bryly obrotowe;j

Niech V oznacza bryle ograniczona powierzchnia powstala z obrotu wykresu funk-
¢ji nieujemnej y = f(z), gdzie a < © < b, wokdt osi Oz oraz ptaszczyznami z = a,
z = b. Objetoéé |V| bryly jest granica sumy objetosci walcow AVy aproksymuja-
cych te bryte, gdy érednica podzialu §(P) — 0 (rys. 8.2.2).

n

n b
V| = me: lim > wf? (:c;)A:ckzﬂ/fz(:c)drc.
k:l a

P 8(P)—0 £

Rys. 8.2.2. Objeto$é bryly obrotowej.

0 Cwiczenie 8.2.1

a) Wyprowadzi¢ wzér na dlugo$¢ wykresu funkcji y = f(z), gdzie a < = < b, ktdrej
pochodna jest funkcja ciagta.

b*) Wyprowadzi¢ wzér na pole powierzchni powstalej z obrotu wokét osi Oz wykresu
nieujemne;j funkcji y = f(z), gdzie a < = < b, ktérej pochodna jest funkcja ciagla.

8.3 Interpretacja fizyczna catki oznaczonej

Droga przebyta w ruchu zmiennym

Niech S oznacza droge przebyta w przedziale czasowym [«, 8] przez punkt poru-
szajacy sie ze zmienng szybkoécia v(t), gdzie t € [a, §]. Droga S jest granica sumy
drég elementarnych ASy przebytych przez punkt w czasie Aty z szybkoscia staly
v(ty), gdy 6(P) — 0.

B8

:6(%1102 ASy = hm Z (tk)Atk_/v(t)dt.

Droga S jest polem trapezu krzywoliniowego ograniczonego wykresem funkcji v,
osig Ot oraz prostymit = a, t = 8 (rys. 8.3.1).
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Rys. 8.3.1. Droga przebyta w ruchu zmiennym.

0 Cwiczenie 8.3.1
a) Korzystajac z definicji catki oznaczonej wyprowadzi¢ wzér ma moment bezwladnosci
Jednorodnego kawalka cienkiej blachy o masie M i ksztalcie prostokata o bokach a i
b. Moment bezwladnosci obliczyé wzgledem boku o diugosci b.
b) Korzystajac z definicji calki oznaczonej wyprowadzi¢ wzdér na sile f‘, z jaka jedno-
rodny cienki pret o masie M i dlugosci ! przyciaga mase punktowa m polozona na
przedluzeniu preta w odlegloéci d od jego kofca.

° Deﬁmqa 8.3.2 (catka aznaczon

Niech F(t) = (.r(t) y(t)) bedzie funkc;q wektorowq okreslonq na przedzlale [a, b],
gdzie funkqe z 1 y sg calkowane na tym przedziale. Catke oznaczona z funkcji
wektorowej F na przedziale [a, b] definiujemy wzorem

b

/ Fyar / 2(t) dt / y(t) dt

a
Uwaga. Podobnie okresla si¢ catke z funkcji wektorowej F(t) = (2(t), (1), 2()) .

0 Cwiczenie 8.3.3
Predkos¢ punktu materialnego w chwili ¢ wyraza si¢ wzorem o = (1, cost,sin t). W chwili
t = 0 punkt ten znajdowal si¢ w poczatku uktadu wspélrzednych. Znalezé jego polozenie
w chwili ¢t = 7.

8.4 Podstawowe twierdzenia

® Twierdzenie 8.4.1 (warunek wystarczajgcy catkowalnosci funkcji)

Jezeli funkcja f jest ograniczona na przedziale [a,b] i ma na tym przedziale skon-
czong liczbe punktéw niecigglosei I rodzaju, to jest na nim catkowalna.

Uwaga. Z powyszszego twierdzenia wynika, ze funkcja ciagta na przedziale jest
na nim caltkowalna. Z drugiej strony funkcja catkowalna na przedziale moze mieé
nieskoniczenie wiele punktéw nieciaglosci. Przykladem takiej funkcji jest

0 dlaz =0,
— -1 .
fle) = [E (%)] dla0 <z < 1.
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3
1
{

0
o
o

I3 s
3 2

Rys. 8.4.1. Funkcja caltkowalna
z nieskoriczong liczba punktéw
nieciaglosci.
. . . 1 .
Funkcja f jest catkowalna na przedziale [0, 1], ale w punktach z = —, gdzie n > 2,
n
jest nieciaggla (rys. 8.4.1).
® Fakt 8.4.2 (obliczanie catek przy pomocy sumy catkowej podziatu réwnomiernego)

Jezeli funkcja f jest calkowalna na przedziale [a, b], to

b n
[ #@yde = tim [”—;—“kz_lf(am”;“)] .

Uwaga. Istnienie powyzszej granicy nie gwarantuje catkowalnosci funkeji f. Np.
dla funkcji f(z) = D(z) (funkcja Dirichleta) i przedziatu [0,1] granica ta jest
réwna 0, ale funkcja f nie jest catkowalna na tym przedziale.

0 Cwiczenie 8.4.3
Korzystajac powyzszego faktu obliczyé podane catki:

3 2 4 1
a) /Zdz; b) /zd:c; <) /(1—3z)dz; d) /:1:2 dz;
| ) 1 0

0 % e 9
e) /ez dz; f¥) /coszdz; g*) /d?z, h*) /\/Edz.
21 0 1 4

® Twierdzenie 8.4.4 (Newtona® - Leibniza, I gtdwne twierdzenie rachunku catkowego)

Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b], to
b
[ #@)dz = ) - Fla),
a

gdzie F oznacza dowolng funkcj¢ pierwotng funkeji f na tym przedziale.

*Sir Izaak Newton (1642-1727), matematyk, fizyk i astronom angielski.
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Uwaga. Zamiast F(b) — F(a) bedziemy pisali F(x)l lub [F(x)]l;

0 Cwiczenie 8.4.5
Korzystajqc z twierdzenia Newtona-Leibniza obliczyé poda.ne calki:

a>/ S i) dn b)/ c)/ /zm
e)/sm:cd:c; f)/tgzdm, g)/ h)/%dm.

Cwiczenie 8.4.6

Korzystajac z definicji calki oznaczonej uzasadnié podane réwnos’ci

»Ia

f 2 * tg — +tg—+ +tg o=
n—oo n 5 100 n p
V + V32+ + Ve 1 1 1 3
©) Jm B lim (o et ge) =l
“n!
¢) lim ‘/_+f+ +‘/'_‘=2; ) tm L L
n—e n\/— 3 n—oco 7N

® Twierdzenie 8.4.7 (o liniowoSci catki oznaczonej)
Jezeli funkcje f i g sa calkowalne na przedziale [a, b], to

1. /b(f(z)+g(m)) d:c:/bf(:c)d:c+/bg(x)dz;
2. /b(f(w)—g(z)) dw:/bf(w) dm—/bg(r)dx;

b

3. /(cf (:c)) dz = c/bf(:c)d:c, gdzie c € R.

a

0 Cwiczenie 8.4.8
Obliczy¢ podane calki oznaczone:

a)/(——sf f) dz; b)/sm z dz; c)/ (1- ¥z)° dz.



8.5 Maetody obliczania catek oznaczonych

® Twierdzenie 8.5.1 (o catkowaniu przez cz¢sci)
Jezeli funkcje f i g maja ciaglte pochodne na przedziale [a, b], to

b b
/f(z)gl(x) dr = [f(w)g(:c)]i — / f'(z)g(z)dz.

0 Cwiczenie 8.5.2
Korzystajac z twierdzenia o calkowaniu przez czesci obliczy¢ podane caltki oznaczone:

™ In3 V3
a) / zsin z dz; b) / ze "dz; <) / zarctg z dz;
0 0 0

1 e 4
d) / e“sinrrds; e) /‘ln2 rdz; 1) / arcsin z dz.
0 1 -1

® Twierdzenie 8.5.3 (o catkowaniu przez podstawienie)

Jezeli
1. funkcja ¢ : [, 8] 2% [a, b] ma ciagta pochodna na przedziale [, f],

2.p(a) = a, ¢(B) =0,
3. funkcja f jest ciggla na przedziale [a, b],

to
b B
[ f@ydz = [ 16w v

Uwaga. W przypadku gdy funkcja ¢ jest rosnaca, ostatni wzér mozna zapisaé¢ w
postaci:

b eH(b)
[t@ya= [ 1ew)eoa
a v=1(a)

Cwiczenie 8.5.4
Korzystajac z twierdzenia o calkowaniu przez podstawienie obliczy¢ podane catki ozna-
czone:

1 1 2
zdz 2
a) /z\/1+zdz; b)/-———; c)/ze’ dz;
V5 — 4z
0 21 0

In2

2 1
d) /Ve-“-—ldz; e) /\/4—z2 dz; f) /1:15 1+ 3z8dz.
) 0 )



8.6 Wiasnosci catki oznaczonej

® Twierdzenie 8.6.1 (o réwnosci catek)

Niech funkcja f bedzie caltkowalna na przedziale [a, b] oraz niech funkcja ¢ rézni sie
od funkcji f tylko w skonczonej liczbie punktéw tego przedzialu. Wtedy funkcja g
takze jest caltkowalna na przedziale [a, b] oraz

b b
/ o(2) dz = / (@) dz.

y=1(z) y=9()
Ol a b T O] a b T
Rys. 8.6.1. Wykres funkcji f. Rys. 8.6.2. Wykres funkcji g.

0 Cwiczenie 8.6.2

Korzystajac z powyzszego twierdzenia obliczyé podane calki oznaczone:
100

. 1dl N,
a) /g(:c) dz, gdzie g(z) = {Zdl:: g N

10

z dlaz ¢ Z\ {0},
b) /g(w)dz, gdzie g(z) = { L dlas € 2\ {0}.

-2

® Twierdzenie 8.6.3 (addytywnosé¢ catki wzglegdem przedziatéw catkowania)
Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b] oraz ¢ € (a,b), to

/bf(m)dz:jf(z)dz+/bf(z)dx.

0 Cwiczenie 8.6.4
Obliczy¢ podane calki oznaczone:

3 2 H 107
a) /|z—2]dz; b) /|z|e'x_1|d:c; c) /E(z)d:c; d) /sgn(sin z)dz.
2 0 0

-1
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Rys. 8.6.3. Ilustracja twierdzenia o addytywnosci calki
wzgledem przedzialéw catkowania.

® Twierdzenie 8.6.5 (o zachowaniu nierdwnosci przy catkowaniu)

Jezeli funkcje f i g spelniaja warunki:

1. sa catkowalne na przedziale [a, b],
2. f(z) < g(z) dla kazdego z € [a, b],

/bf(l‘)dw < /bg(f)dw-

Uwaga*. Jezeli nieréwno$é w zalozeniu twierdzenia jest ostra, to takze nieréwnosé
w tezle jest ostra.

to

o

Rys. 8.6.4. Ilustracja twierdzenia o zachowaniu
nieréwnosci przy catkowaniu.

O Cwiczenie 8.6.6
Korzystajqc z twierdzenia o zachowaniu nieréwnosci przy calkowaniu poréwnaé catki:

2 1 1
/ dz. b) /d_z dz_
/——-—1+z2) T ) \/E) 3r-—x2)
1 l 1
2

1 1 0
dz
c e “sinzdz e~ sinzdz; d* .
)/ ’ / )/$’+4 /\/z3+llz2+19:c+25
0 0 21




0 Cwiczenie 8.6.7
Uzasadnié, ze jezeli funkcja f jest calkowalna na przedziale [a, b] oraz dla kazdego z € [a, b]
spelnia nieréwnosci m < f(z) < M, to prawdziwe jest oszacowanie:

m(b—a)ﬁ/f(z)dng(b—a).

Poda¢ interpretacje geometryczna tego oszacowania.

o Cwiczenie 8.6.8

Korzystajac z twierdzenia o zachowaniu nieréwnosci przy catkowaniu uzasadni¢ podane

nieréwnosci:

O 200
1 z° dz 1 e %dz
a < < —; b0 < 0,01.
) 20v/2 VI+z2 20 ) / z + 20 ’

0

0

0 Cwiczenie 8.6.9
Uzasadnié, ze jezeli funkcja f jest calkowalna na przedziale [a,b], to prawdziwe jest

oszacowanie , .
| [ 1@< [116)] ax

a
Poda¢ interpretacje geometryczna tego oszacowania.

° Befmc,]a 8.6. 1

Niech f bedzie funkcja calkowalnq na przedz1ale [a b] Wartoscwe srequ funkCJl
f na przedziale [a, b] nazywamy liczbe

Uwaga. Warto$¢ érednia funkeji f na przedziale [a, b] jest wysokoscia prostokata
o podstawie dtugosci b — a, ktérego pole jest réwne polu trapezu krzywoliniowego
ograniczonego wykresem funkeji f, osiag Oz oraz prostymiz = a, z = b (rys. 8.6.5).

y

Rys. 8.6.5. Warto$¢ srednia funkcji.



0 Cwiczenie 8.6.11
Obliczyé wartoéci érednie podanych funkcji na wskazanych przedziatach:

a) f(z) =sinz, [0,7]; b) f(z) = 2%, [-1,1];

1
C) f(I) =sgnzw, [_41 4]; d) f(:l}) = Tmy [Ov 1]'
0 Cwiczenie 8.6.12
a) Punkt materialny porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym z szybkoscia po-
czatkowa vo = 5 m/s i z przyspieszeniem a = 2 m/s?. Obliczyé érednia szybkoéé tego
punktu w czasie pierwszych pieciu sekund ruchu.
b) Poziom wody w zbiorniku retencyjnym wyraza sig¢ (w metrach ) wzorem przyblizonym
wt

H(t) =10+ 2sin 2

gdzie 0 < t < 24, oznacza czas liczony w godzinach. Obliczy¢ $redni poziom wody w
tym zbiorniku w ciagu doby.

c*) Z punktu wybranego na okregu o promieniu R poprowadzono wszystkie mozliwe
cieciwy. Obliczyé $rednig dlugosé tych cigciw.

B Twierdzenie 8.6.13 (catkowe o wartosci sredniej funkcji)
Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b}, to

b
\/ foe = f(e), tzn. /f(z)d:c:(b—-a)f(c).

c€(a,b)

fae=f(e)}

o

Rys. 8.6.6. Ilustracja twierdzenia calkowego
o wartosci $redniej funkcji.

® Fakt 8.6.14 (catka funkcji nieparzystej, parzystej i okresowej)

Jezeli funkcja f jest calkowalna oraz:

a
1. jest nieparzysta, to /f(:c) dr = 0;
—a

2. jest parzysta, to /f(:l:) de = 2/f(a:) dz;
—-a 0

a+T T
3. ma okres T, to / f(z)dz = /f(:z:) dz.
0

a



um
i

A1

-4

Rys. 8.6.7. Calka z funkcji nieparzystej. Rys. 8.6.8. Catka z funkcji parzystej.

o Cwiczenie 8.6.15
Wykorzystujac wlasnosci calek podane wyzej uzasadnié réwnosci:

m 1
a)/V’sinzd:c:O; b)/e’zsinzdz=0;
g e

3m

3 3 3
.3 .3 X .2 .2 .
c)/zsm xdx:Z/zsm z dz; d)/zsm :cda::/zsm z dz;

us

e) / |sin z| dz—50/|smz| dz; f)/;ll_:_::)::: =

—10m

g%) /sin zsin 3z sin 5z ... sin 2001z dz = 0.

8.7 Twierdzenia podstawowe rachunku catkowego

Niech funkcja f bedzie catkowalna na przedziale [a, b] oraz niech ¢ € [a, b]. Funkcje

F@= [ 1o,

gdzie z € [a, b], nazywamy funkcja gérnej granicy catkowania.

0 Cwiczenie 8.7.2
Dla podanych funkcji calkowalnych na przedziale [a,b], znalezé funkcje gérnej granicy
x

catkowania F(z) = /f(t) dt, gdzie ¢ € [a,}] :

2 1@ ={ 1Sy =1 o=



1—-zdlaz <0,
b) f(=) = 14+ zdlaz >0,

[a7 b] = [_2»3]) c=0;

—1dlaz <1,

c) f(z) = 1dlal <z <2, [e,0=][0,3], c=0.
2dla2 < z,

Sporzadzi¢ wykresy funkcji f oraz F.

y=£(z)

]
i
o a T

Rys. 8.7.1 Funkcja gdrnej granicy catkowania.

® Twierdzenie 8.7.3 (o ciggtosci funkcji gornej granicy catkowania)
Jezeli funkcja f jest calkowalna na przedziale [a, b], to funkcja

F(z) = / £t dt,

gdzie = € [a, b] jest ciagla na przedziale [a, b].

y y funkcja ciaglta y=F(z)

funkcja catkowalna y=f(z)

11—

|
1
'
1
1
'
1
|
1
'
i
b

P .
H

a |0
a o c H z
/ ,//"
Rys. 8.7.2. Wykres funkcji f. Rys. 8.7.3. Wykres funkcji y = /f(:c) dz.

Uwaga. Operacja calkowania (ze zmienng granica catkowania) przeksztalca funk-
cje catkowalne na przedziale w funkcje ciagle na tym przedziale.



B Twierdzenie 8.7.4 (II gltdwne twierdzenie rachunku catkowego)

Jezeli funkcja f jest calkowana na przedziale [a,d] oraz ciagla w punkcie zo tego
przedziatu, to funkcja

Fz) = / (1) dt,

gdzie ¢ € [a, b], ma pochodna wlasciwa w punkcie ¢ oraz

F' (o) = f (20).-

y (
' y=F(z) f
H funkcja 1
| rézniczkowalna !
a Y/ c b T a o c bz
z
Rys. 8.7.4. Wykres funkcji f. Rys. 8.7.5. Wykres funkcji y = /f(:c) dz.

Uwaga. Gdy zo = a lub zg = b, to F'(zq) oznacza tu pochodna jednostronna.
Operacja catkowania (ze zmienna granica catkowania) przeksztalca funkcje cia-
gle na przedziale w funkcje majace pochodng wtasciwg na tym przedziale. Jezeli
funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b], to F' jest jej funkcja pierwotna.

0 Cwiczenie 8.7.5
Dla podanych funkcji f ciaglych na przedziale [a,b] znalezé¢ funkcje gérnej granicy cal-
kowania

F(z) = / f(t)dt,

gdzie ¢ € [a,d] oraz sprawdzi¢, ze F'(z) = f(z):
a) f(z) = 2|, [a,8] = [-1,1], ¢ =0;

2+ 1dlaz <0,
b) f(z) = {l—z dlaz >0, [a,8] =[-1,2), c=0;

e® dlaz 0,
) f(x)={coszdlaz;0, [a,8] =[-1,2], c=0.

Naszkicowaé wykresy funkcji f i F.

0 Cwiczenie* 8.7.6
Obliczy¢ pochodne podanych funkcji:

z? 3z

a) F(z) = / sinvidt; b) G(z)= / et dt.

2z
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o Cwiczenie 8.7.7

a) Koza jest przywiazana sznur-
kiem o dlugosci z do rogu bu-
dynku o wymiarch a,b, gdzie b budynek
a > b (rysunek). Niech S(z) S(z)
oznacza pole pastwiska dostep-
nego dla kozy. Zbadaé ciaglosé 1
rézniczkowalno$é funkcji S.

koza

b) Naczynie ma ksztalt stozka Scig-
tego o promieniach podstaw r =
10cm 1 R = 20cm oraz wyso-
kosci H = 30cm. Do naczynia
wlewa sie woda w ten sposéb,
ze jej poziom caly czas podnosi
sie¢ z predkoscia v = 2cm/sek.
Znalezé wzdr opisujacy wydaj-
noéé [cm® /sek] kranu, z ktérego
napelnia sie zbiornik (rysunek).

8.8 Przyblizone metody obliczania catek*
® Fakt* 8.8.1 (metoda prostokgtéw)
Niech funkcja f bedzie catkowalna na przedziale [a, b] oraz niech n € N. Wtedy

b
b_
/ﬂﬂwz——%w+m+m+%q%

a
n

. b—a
gdzie yp = f a+kT dla0 <k . n—-1.

Y

y=f(z) /'

"] -

Rys. 8.8.1 Metoda prostokatéw.

Uwaga*. Metoda prostokatéw polega na przyblizaniu wykresu funkcja przedzia-
tami stala. Jezeli funkcja f ma na przedziale [a, b] ciagla pochodna, to blad 6,



popelniony przy stosowaniu tej metody spelnia nieréwnosé:

b—
ol < C22F

L max {17 2 € fo, 81}
0 Cwiczenie* 8.8.2

Przy pomocy metody prostokatéw obliczyé przyblizone wartoéci calek oznaczonych:
1

1 2
a) / - izﬂ dz, n=4; b) /a.rcsinzda:, n=25 ©c) /i_:.dz, n=6.
0 o

1
Poréwnaé otrzymane wyniki z rzeczywistymi wartosciami catek.

® Fakt* 8.8.3 (metoda trapezdw)
Niech funkcja f bedzie calkowalna na przedziale [a, b] oraz niech n > 2. Wtedy

/f(w)dr~ -—2 [y"’;y" +(y1+yz+...+yn_1)],

gdzie yr, = f (

Rys. 8.8.2 Metoda trapezéw.

Uwaga*. Metoda trapezéw polega na przyblizaniu wykresu funkeji tamana wpi-
sang w ten wykres. Jezeli funkcja f ma na przedziale [a, b] ciagta druga pochodna,
to blad 6, popelniony przy stosowaniu tej metody spelnia nieréwnoéé:

al < E= L (| ) s € 0,81}

0 Cwiczenie* 8.8.4
Przy pomocy metody trapezéw obliczyé przyblizone wartosci catek oznaczonych:
1

z 2
a) /cosxd:c, n=4; b) /zadz, n=6; «c) /e’dz, n = 8.
0

0 0
Poréwnaé otrzymane wyniki z rzeczywistymi warto$ciami calek.



® Fakt* 8.8.5 (metoda parabol - wzdr Simpsonat)
Niech funkcja f bedzie calkowalna na przedziale [a, b] oraz niech n > 2. Wtedy

+

n n— 2 e
/f(:c)d:c~ [yo-f(;yz yz+y4+3 + Yo 2, (y1+y3+3 + Y2 1)]’

gdzie y, = f (a+kb—> dla 0 < k < 2n.

Uwaga*. Metoda parabol polega na przyblizaniu wykresu funkeji tukami parabol
przechodzacych przez wybrane punkty tego wykresu. Jezeli funkcja f ma na prze-
dziale [a, b] ciagla czwarta pochodna, to btad 6, popeliony przy stosowaniu tej
metody spelnia nieréwno$é:

6n] < (26880 : max{'f(4)(:c)| T € [a, b]}

y

Rys. 8.8.3 Metoda parabol.

o Cwiczenie* 8.8.6
Przy pomocy metody parabol obliczyé przyblizone wartosci catek oznaczonych:

1 7 3
a) /6_12 dz, 2n=10; b) / l;il_zz’ 2n=28; ¢ / V/z? —1dz, 2n=86.
3 0

0

8.9 Dowody wybranych twierdzen i faktow

B Dowéd Twierdzenia 8.6.13 (catkowe o wartosci $redniej funkcji)
Przy zalozeniu, ze funkcja f jest ciagla na przedziale [a,}], z twierdzen Weierstrassa
(Twierdzenia 3.4.1-2) wynika, ze jest ona ograniczona na tym przedziale oraz osiaga
swoje kresy. Mamy zatem m < f(z) < M, gdzie m = inf {f(z): z € [a,b]} oraz M =
inf {f(z) : = € [a,b]}. Oczywiscie oba kresy sa osiagane w pewnych punktach przedziatu

tThomas Simpson (1710-1761), matematyk angielski.



[a,8]. Niech zatem np. m = f(z,), M = f(z,,), gdzie z,,z, € [a,b]. Z ciagloéci
funkcji f wynika jej calkowalnoéé na przedziale [a,b] (Twierdzenie 8.4.1). Korzystajac
teraz z wlasnosci zachowania nieréwnosci przy catkowaniu (Cwiczenie 8.6.7) otrzymamy

b b b
/mdzg/f(x)dxs/Mdz.

b
m(b—a)g/f(z)d:csM(b—a)‘

Stad

Wartoéé $rednia funkcji f na przedziale [a, b] spelnia zatem nieréwnosé
b
1
m < f,, el b——(;/f(x)d:c <M.
a

Funkcja f jest ciagta na przedziale [a, b] oraz w punktach z, i £,, przyjmuje odpowiednio
warto$ci m i M. Z wlasnosci Darboux o przyjmowaniu wartoéci posrednich (Twierdzenie
3.4.4) wynika, ze istnieje punkt ¢ € [z,,,z,,] C [a,b], w ktérym spelniona jest réwnos¢

fle) = fi.

M Dowdd Twierdzenia 8.7.4 (1] gtdwne twierdzenie rachunku catkowego)

Niech funkcja f bedzie calkowalna na przedziale [a,bd] oraz ciagta w punkcie zo € [a,b].
Ponadto niech

F(z)= /f(z) dz, gdzie ¢ € [a,}] oraz z € [a,}].

Rozwazmy iloraz réznicowy funkcji F' w punkcie zo odpowiedajacy przyrostowi Az # 0.
Mamy

zo+Az zo zo+Azx
f(z)dz—/f(z)dz / f(z)dz
A_F_F(zo+A:c)—F(zo)= ¢ ¢ _ =0

Az Az Az Az
Pokazemy, ze

: .. AF AF
F (EO)_J;TOZ;_f(xO)’ tzn. /\ \/ /\ f(:co)—e<A—z<f(zo)+e.
e>0 §>0 Az€S(0,6)

Niech teraz ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia. Ciaglo$é funkcji f w punkcie zo oznacza,

\/ /\ f(zo) —e < f(z) < f(zo) +e

6>0 z€0(zp,5)
Z wtasnoséci zachowania nieréwnoéci przy catkowaniu (Cwiczenie 8.6.7) mamy

zo+Az

(f(zo) —€) Az < / f(z)dz < (f (z0) +€) Az.



Zatem

f(:co)—e<i—f<f(zo)+edla0<|Az|<6.

Ostatecznie F' (zo0) = f (zo0) .
8.10 Odpowiedzi i wskazowki

k 1 1
8.1.2 a) 'P_{1+1—0. k-O,l,Z,...,lO},Azk—E,&(P)—E

b) P= {zqk: k=0)1:2)"'16}’ gdZieq= {/g; Azk=2qk_l(q—1),6(7>)=3_g'

814a)2— k-1, )Zm (2'““1—1)2;1:)2%(\‘/5)"
k=1
b
8.2.1 a) |I'| = 6(l7iJr)ILoZ\/1 + ' (z1)PAzk = / V14 [f'(z)) de;
k=1 a
b
b) [31= tim S~ 2nf (60) 1+ [ )P Ao =20 [ 01+ (G d
k=1

8.3.1a) I= lim (M—Azk .b) (z3) = %{—/zz dz;
a

§(P)—0 b
k=1 0
“\ Gm¥Y G Md“d
mT = gmi [ ez
b) IFl 6(P) OX; (zl,:zA:!:k— 1 ol
d

8.3.3 (r,0,2).
8.4.3 a) 8; b)2c)—19— d) ,e)l——t"‘)l g%) 1; h*)—.
8.4.5a)—-‘i—;b)e——;c)2 Q% )‘/-2‘/_ ) L 1zg)1 h)lﬁ

8.4.6 Wskazdéwka. Pokazac, ze gra.mce 53 réwne calkom

a)/:c dz;b) 2 /tgzdz c)/e dz; d)/d”,e)/fdz f*)/lnzdz Obliczyé

najplerw logarytm granicy.

61 L 16
8.4.8 a) —T, b) Z, C) -5—

4y 2=In3  2r VB m(e+1) V3 -1
8.5.2a) m; b) ——;¢c )T—T,d) T e)e-2f) (2f+1) —

854a)—(1+\/-) b)-,c) d)2——-,e)1r,f)5;ﬁ’-
8.6.2 a) 100; b) 48.
8.6.4 a) 5; b) ¢* + 3¢ —2; c) 8;d) 0.



2 1 1 1
8.6.6 a) /_—liixff—ﬁ < dz: b)/ \V_z,c)/e”sinzdz <h/e"’2 sin z dz;
0 0

dz
ax* . Wskazéwka. W drugiej calce podstawié
)/:52+4 /\/z3+111:2+99:+25 gl P

-1

U=z + 1.
2 1 g
8.6.11 a) ‘;, b) é‘, c) 0, d) Z

8.6.12 2) 10, b) 10+ —m; c*) 2R
S ™ ™

2
z
—z—-1dla -1€z<0 - dla -2€z<0
8.7.2 a) F(z)={ i * ST b)) F) = a ;
z—1dla0<z <2 z+%dla0<z<3
—z dla 0 1
c) F(z) =< z—-2dlal<z<g2.
2z —4dla2<z<g3
12 z3
——z“ dla -1<z<0 —+4zdla-1<z<0
8.7.5 a) F(z) = 2 ;b) F(z)={ 3 22 :
%z2dla0<z<l z-2 dla0<z<2

_Je"-1dla-1€2<0
©) F(z)—{ sinz dla 0 <z <2

8.7.6* a) F(z) = 2zsin|z|; b) G(z) = 3e=9%% _ 9g—ts?

8.7.7 a) Funkcja S jest ciagla na [0,00). Pochodna tej funkcji nie istnieje w punktach
2

t=>b,z=aoraz z =a+b;b) V(t)=87r(10—§-) , gdzie 0 <t < 15.

8.8.2*% a) 0.595292 (wartos¢ doktadna g a2 0.785398); b) 0.436731 (warto$¢ dokladna

% —1 =~ 0.570796); c) 0.566524 (wartosé dokladna 0.5).

8.8.4% a) 0.987112 (warto$¢ dokladna 1); b) 4.11111 (wartoéé dokladna 4); c) 1.72050
(wartoéé doktadna e — 1 =~ 1.7182818).

8.8.6* a) 0.74682; b) 2.59355; c¢) 1.91851.
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ZASTOSOWANIA CALEK
OZNACZONYCH

9.1 Zastosowania w geometrii

® Fakt 9.1.1 (pole trapezu krzywoliniowego)
1. Niech funkcje d i g beda ciagte na prze-
dziale [a, b] oraz niech d(z) < g(z) dla 19
kazdego = € [a,b]. Wtedy pole tra-
pezu krzywoliniowego D ograniczonego
wykresami funkcji d 1 g oraz prostymi

z = a, ¢ = b wyraza si¢ wzorem:

|

I

T
Il

b
101 = [ lo(=) - d(a) de-
a
2. Niech funkcje d i g beda ciagle na prze- v
dziale [p, q] oraz niech d(y) < g(y) dla g

kazdego y € [p,q]. Wtedy pole tra-
pezu krzywoliniowego D ograniczonego
wykresami funkcji d i g oraz prostymi
Yy = p, y = ¢ wWyraza si¢ wzorem: 4 -

q
D1 = [ Totv) - ) d

p

Rys. 9.1.1. Trapezy krzywoliniowe.

o Cwiczenie 9.1.2
Obliczyé pola figur geometrycznych ograniczonych podanymi krzywymi:



a)y =zt y=2-12% b)y=2z’-6z+7 y=3—gz;
c)y:x/gcosx, y=sinz (— \g); d) tyl =1, sy’ =4, y=1, y =2

e)y=—9—1z2 y=0; *)y=2" y=z+ 1.

O Cwiczenie* 9.1.3
Uzasadnié¢ réwnoéci:

Ny
N
8
N

L.

4

1 1 e
a)'/tgzdz—i—/arctg:cdz:%; b)/ezzd:c+/vlnzdz=e.
1

0 o] 0

® Fakt 9.1.4 (dtugo$é krzywej)

Niech funkcja f ma ciagla pochodng na przedziale [a,b]. Wtedy dtugo$é krzywej
I'={(z, f(z)) : € [a,b]} wyraza sie wzorem:

b
M= [V @) de,

Yy

y=f(=)

o a b T
Rys. 9.1.2. Krzywa o réwnaniu y = f(z).

0 Cwiczenie 9.1.5
Obliczy¢ dlugosci podanych krzywych:

a)y=Ingz, V3 < <2VY b)y=chz, 0<z<1;
Hy=+r 1<z<4 d)y=lncosz,0<z<§.

® Fakt 9.1.6 (objetosé bryty)

Niech S(z), gdzie a < z < b, oznacza pole przekroju bryty V ptaszczyzna pro-
stopadta do osi Ox w punkcie z oraz niech funkcja S bedzie ciagla na przedziale
[a,b]. Wtedy objetosé bryty V wyraza si¢ wzorem

V| = /bS(a:) dz.



Rys. 9.1.3. Wyznaczanie objetosci bryly na podstawie pdl przekrojéw.

o Cwiczenie 9.1.7
Korzystajac z powyzszego wzoru obliczyé objetosci podanych bryt:

a) ostrostup o polu podstawy P i wysokosci H;

b) pétkula o promieniu R.

® Fakt 9.1.8 (objetosé bryty obrotowes)

1. Niech funkcja nieujemna f bedzie ciagla na przedziale [a,b]. Ponadto niech T'
oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f, osia Ox oraz
prostymi z = a, z = b. Wtedy objetoé¢ bryly V powstalej z obrotu trapezu
krzywoliniowego T" wokdt osi Oz wyraza si¢ wzorem:

b
V| = w/fz(x)d:c.

y=§(z)

[}

Rys. 9.1.4. Bryla powstala z obrotu trapezu krzywoliniowego wokdt osi Oz.

2. Niech funkcja nieujemna f bedzie ciagla na przedziale [a,b]. Ponadto niech T
oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f, osia Oz oraz
prostymi z = a, £ = b. Wtedy objetos¢ bryly V powstalej z obrotu trapezu
krzywoliniowego T' wokdt osi Oy wyraza si¢ wzorem:

b
V| = 27r/a:f(z) dz.



y=f(z)

# |

i

Ll

Rys. 9.1.5. nyla powstala z obrotu trapezu krzywoliniowego wokét osi Oy.

0 Cwiczenie 9.1.9
Obliczy¢ objetosci bryt powstatych z obrotu podanych figur T wokét wskazanych osi:

a)T:Oszgl,Ogysl—_l_l?,Oz; b)T: 0 z<4, 0<y<Vze ?, Ox;

)T:0<2<2, 0<y<V2z-22,0y; d)T: OQzS\/g, 0<y<tgz?, Oy.

0 Cwiczenie 9.1.10
Korzystajac ze wzoru na objetoéé bryly obrotowej obliczyé objetosci podanych bryt:

a) Kula o promieniu R;
b) Stozek éciety o promieniach podstaw r, R i wysokosci H;

c) Odcinek paraboloidy obrotowej o wysokosci b i promieniu podstawy a.

® Fakt 9.1.11 (pole powierzchni obrotowej)

1. Niech funkcja nieujemna f ma ciaggla pochodna na przedziale [a, b]. Wtedy pole
powierzchni ¥ powstalej z obrotu wykresu funkeji f wokét osi Oz wyraza sie

wzorem: b
=1 =2 [ f@/1+ 17 @) de.

Q

Y .

o f--=
(_

g Y

o

z

Rys. 9.1.6. Powierzchnia powstala z obrotu wykresu funkcji wokét osi Oz.



2. Niech funkcja f ma ciagla pochodna na przedziale [a,b], gdzie ¢ > 0. Wtedy
pole powierzchni ¥ powstalej z obrotu wykresu funkcji f wokét osi Oy wyraza

si¢ wzorem: )
|Z| = 27r/:c\/ 1+ [f'(z)) dz.
a
<t ’
/\y=f(z)
R d

Rys. 9.1.7. Powierzchnia powstala z obrotu wyl;resu funkcji wokdt osi Oy.

0 Cwiczenie 9.1.12
Obliczyé pola powierzchni powstalych z obrotu podanych wykreséw funkcji wokdt wska-
zanych osi:

a) f(z) =z, 0<2<1,080z; b* f(z)=e"% 0g
1

< 2, 08 Oz;
c) f(z)=sinz, 0Lz < w08 O0x; d) f(z)=2z—1, T

z
<z <3, 08 0y.
9.2 Zastosowania w fizyce

® Fakt 9.2.1 (droga przebyta w ruchu zmiennym)
Niech punkt materialny porusza si¢ po ptaszczyZnie lub w przestrzeni ze zmienna
szybko$cia v(t) = |B(t)|. Wtedy droga przebyta przez ten punkt w przedziale
czasowym [t1,t3] wyraza si¢ wzorem:
ta
= / v(t) dt.

t

B(t) t=ty

f

d

il

o ty toy

Rys. 9.2.1. Droga przebyta przez punkt.



t2

Uwaga. W czasie [t1, 2] punkt ten zostal przesuniety o wektor 7 = / B(t) dt.

ty

0 Cwiczenie 9.2.2

a) Skoczek w dal do momentu odbicia od deski porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspie-
szonym z przyspieszeniem a = 2m/s?. Obliczyé dlugoéé rozbiegu, jezeli sportowiec
biegl przez t =5 s;

b) Z wiezy o wysokosci H = 20 m rzucono poziomo kamieri nadajac mu szybkoéé¢ vo =
8 m/s. Obliczy¢ droge, jaka przebyl kamien w powietrzu (przyjaé g = 10 m/sek?);

c) Zenek chce zlapaé Andrzeja, ktéry w chwili ¢ = 0 znajduje si¢ w odlegtosci
d = 100 m od niego. Z powodu ostabienia obaj biegna coraz wolniej. Szybkosé
Zenka w chwili t > 0 wynosi v, (t) = 8¢™%°"* [m/sek], a szybkos¢ Andrzeja v, (t) =
10e™%°%" [m/sek]. Po jakim czasie Zenek dogoni Andrzeja?

® Fakt 9.2.3 (praca wykonana przez zmienng silg)

Zaléimy, ze réwnolegle do osi Oz dziala zmienna sita F(z) = Ii‘(x)l Praca wy-
konana przez te sile od punktu z = a do punktu z = b wyraza si¢ wzorem:

Y
a z b
F
F=F(z)

Il

Rys. 9.2.2. Praca wykonana przez sile.

D el

0 Cwiczenie 9.2.4
a) Obliczy¢ prace jaka wykonamy podnoszac cialo o masie m = 400 kg na wysokoéé h =
140 km nad powierzchni¢ Ziemi. Promier Ziemi wynosi R = 6400 km, opér powietrza
zaniedbad;
b) Drewniany szescienny klocek o krawedzi @ = 10 cm i gestoéci v1 = 0,5g/cm® plywa
w wodzie o gestoéci v2 = 1g/cm®. Obliczyé prace jaka trzeba wykonaé, aby klocek
catkowicie zanurzyé w wodzie.

9.3 Odpowiedzi i wskazéwki

9.1.22) T5ib) Ji0) 24 VE ) Se) ) S L



1, 3 1 1 V5 1. 4417 57
1. Loy L= )iem vir- 5, L VIT. 4 1ntg 5%
915a)1+2n2 b)2 €= c*) V1 2+4ln2+\/g )lntg12
9.1.7 a) %PH; b) %”Rs.

9.1.9 a) %(2 + 7); b) % (1 - 58—); c) #*;d) rln2.

xa®b

9.1.10 a) %wRS; b) Z.raﬁ (,.2 +1‘R+R2); <)

9.1.12 a) < (5v/5 — 1); b¥) 7r<ln [(\/5+1) (\/e4+1—1)] - v"’““1+x/§—2);

c) 2w (\/§+ln (1 +\/§)); d) 87/5.
5+

5
4—+/6

9.2.2 a) 25 [m]; b) ? In 2\/2_9 +41/29 [m] = 26.81 [m]; ¢) 1001n [s] = 117[s].

GMmh



Dodatek

Tozsamosci wykorzystywane w analizie
1. Tozsamosci z warto$cia bezwzgledna.
Dla dowolnych z,y € R prawdziwe sa réwnoSci:

hd | - :El = ‘:L‘l,

o |zyl = l=llyl ,

z| _ lz|

Tl
0\/_ |z|.

2. Kwadraty, szesciany i n-te potegi sumy.
Dla dowolnych a,b € R prawdziwe s3 réwnosci:

o (a+b)? =a?+ 2ab+b? o (a+b)%=a%+3a%b + 3ab? + b>.

y#0,

Ogdlnie dla n € N prawdziwy jest wzér dwumianowy Newtona:

o (a+b)" = zn: (:) a" kb | gdzie (’;) = Wn”i—k)l

k=0

3. Wzory na sumy i réznice poteg.
Dla dowolnych a, b € R prawdziwe sa wzory:

o a2 —b2=(a—b)(a+b), o a4 = (a+b)(a® Fab+b?).
Ogdlnie dla n > 2 mamy:

ea”—btt=(a=b)(a" "t +a""2b+...+b""1),

e a"+b" = (a+b) (a® ' —a™ "2+ ...+ b"~1), gdzie n jest liczba nieparzysta.
4. Suma, suma kwadratéw i suma sze§cianéw n poczatkowych liczb natural-
nych.
n(n+1)

2 )

n(n+1)(2n+ 1)

o 124224 4n?= 5 ,

e 14+2+...+n=




s _ n¥(n+1)?

e 134234+ . 4+n3= 1

5. Sumy sinuséw i cosinuséw kolejnych wielokrotnosci katow.

1
sin (n+1)z in

e sinz+sin2z +...+sinne = 2 T 2 , gdzie z # 2km, k € Z,
sin —
2.
(n+1l)z . nz
cos ~———— sin —
e cosz +cos2z + ...+ cosnz = 2 z 2 , gdzie = # 2km, k € Z.
sin —
2

Nieréwnosci wykorzystywane w analizie
1. Nieréwnosci z warto$cia bezwzgledna.

2l = lyl| < le—yl dla 2,y € R,

o |zy+zo+...+azp| < o]+ 22|+ ...+ |znl|, gdzliez; e Rdlal i< 0,
o |Jzj<a<= —a<z<a, gdziea>0,
o |z|>b<= 1z >blubz < b, gdzie b > 0.

2. Nieréwnoéci z funkcjami trygonometrycznymi.

e sinz <z dlaz >0, osinz)%zdla0<x<-’§,

ocosa:>1—-2—2dla:c>0, otgz>:cdla0<:c<g.
3. Nieréwnosci z funkcjami wyktadnicza i logarytmiczna.

ee*>1+zrdlazeR, e In(l+z)<zdlaz>-1.

4. Nieréwnosci z silnig.
Niech k£ > 1 bedzie ustalona liczba rzeczywista. Wtedy dla dostatecznie duzych
n € N prawdziwe s3 nieréwnosci:

n\n" ny\n
1>k = ! b
o n! > k", 0(3) gn.g(z).
5. Nieréwnosé Bernoulliego
o (1+ )" > 1+ nx dla kazdego n € N oraz dla kazdego z > —1.

5. Nieréwnos$¢ z funkcja czes$é catkowita
Dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ prawdziwe sa nieréwnosci

e E(x)<z< E(z)+1,
e z—1< E(z) < z.



Symbole sumy i iloczynu

Symbol sumy.
Niech k il beda liczbami naturalnymi spelniajacymi warunek k& < [. Symbolem

oznaczalmny sume
g + ap41+ ag42+ ...+ ay.

Zatem I
d
Y Latantant . ta
ﬂ:k
Symbol iloczynu.
Niech k 11 beda liczbami naturalnymi spelniajacymi warunek k& < I. Symbolem

1
IT e

n=k
oznaczamy iloczyn
Ak - Q41 - Qk42 - - - .- Q.
Zatem I
def
Ap — QA * Qk41 " Ag42 ... QA
n=k
Przyktad
20

a) Y n=11+12+13+...+20;

n=11

b [[ V2= ¥3-95..... V&
n=3 )

100
)Y 3=3+3+3+...+3;

n=21 osiemdzi;s(iqt tréjek

X r T T T T
d) gcos;=cosT+cos§+cos§+...+cos 1000°

10 n

D ) =14+ (12+2) + (1B+22+3) ...+ (1042104 .. 4+10%);

n=11i=1



10 n+41

) [T I~ = (1*-12) - (22-2%) - (3%-3%) ... (10*° - 10");

n=1i=n
50 n
1 1 1 1 1
g)gg?‘I”LTfi*1.2-3+"'+1-2-3....-5o’
7 2n
h) JID 20 =(2"+2%) - (22 +2°+2%) ... (27425 +2°+ .. . 4+2).

n=1i=n
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40-007 Katowice, ul. Bankowa 11

Ksiegarnia STACHURSKI
Politechnika Swiqtokrzyska
25-314 Kielce, al. 1000-lecia P.P. 7b

Ksiggarnia Akademicka SWIATOWID
25-315 Kielce, ul. Starodomaszowska 30

Ksiegarnia Naukowa
Politechnika Koszalinska
75-620 Koszalin, ul. Ractawicka 15-17

Sprzedaz Uczelnianych Wydawnictw
Akademia Gérniczo-Hutnicza
30-059 Krakéw, al. Mickiewicza 30

Ksiggarnia
Politechnika Krakowska
31-155 Krakéw, ul. Warszawska 24

Ksiegarnia ACADEMICUS
Akademia Pedagogiczna
30-084 Krakéw, ul. Podchorazych 2

Gléwna Ksiegarnia Naukowa
31-118 Krakéw, ul. Podwale 6

Ksiegarnia Naukowo-Techniczna
Politechnika Lubelska
20-618 Lublin, ul. Nadbystrzycka 36

Ksiegarnia SINUS
Politechnika Lubelska
20-618 Lublin, ul. Nadbystrzycka 40

Ksiggarnia Uniwersytecka
Uniwersytet Marii Curie-Sktodowskiej
20-031 Lublin, pl. Curie-Sklodowskiej 5

Ksiggarnia MERITUM
Politechnika Eédzka
90-924 +6d%, ul. Zwirki 36

Ksiggarnia PRUSZYNSKI BEZ SPOLKI
Uniwersytet Eédzki
90-938 +6dz, ul. Matejki 34/38

Ksiegarnia ZAK
Uniwersytet Warminsko-Mazurski
10-718 Olsztyn, ul. Oczapowskiego 6

Ksiggarnia TECHNICZNA
Politechnika Opolska
45-271 Opole, ul. Sosnkowskiego 31



Ksiggarnia AKADEMICKA
Uniwersytet Opolski
45-058 Opole, ul. Kosnego 45

Ksiggarnia Akademicka
Filia Politechniki Warszawskiej
00-271 Ptock, pl. Lukasiewicza 17

Ksiggarnia Uniwersytecka
Uniwersytet Adama Mickiewicza
60-813 Poznan, ul. Zwierzyniecka 7

Ksiggarnia Naukowa KAPITALKA
61-725 Poznan, ul. Mielzyriskiego 27/29

Ksiegarnia Techniczna DOM KSIAZKI
61-888 Poznan, ul. Pélwiejska 14

Sklep papierniczy

Politechnika Poznaiiska

61-141 Poznan, ul. Kérnicka 30
(osiedle akademickie Piotrowo)

Ksiegarnia Akademii Ekonomicznej
61-895 Poznan, ul. Powstaicéw Wielkopolskich 16

Ksiegarnia EKONOMIK
Politechnika Radomska
26-600 Radom, ul. Chrobrego 31 i 42

Ksiggarnia UNKA
Politechnika Rzeszowska
35-329 Rzeszéw, al. Powstanicéw Warszawy 8

Ksiggarnia Akademicka LIBRA
Wyzsza Szkola Pedagogiczna
35-310 Rzeszéw, ul. Rejtana 16¢

Kiosk-Ksiegarnia
Politechnika Szczecinska
70-311 Szczecin, al. Piastéw 48

Uniwersytecka Ksiegarnia Naukowa
Uniwersytet Mikolaja Kopernika
87-100 Torun, ul. Reja 25

Ksiggarnia Naukowa OR PAN
Palac Kultury i Nauki
00-901 Warszawa

Ksiggarnia Naukowa OR PAN - BIS
00-818 Warszawa, pl. Twarda 51/55

Ksiggarnia Studencka
Politechnika Warszawska
00-661 Warszawa, pl. Politechniki 1

Ksiggarnia Studencka
Szkola Gléwna Gospodarstwa Wiejskiego
02-787 Warszawa, ul. Nowoursynowska 161

Ksiegarnia
Szkota Gléwna Handlowa
02-554 Warszawa, al. Niepodlegtosci 162

Ksiggarnia POLITECHNIKA
Politechnika Wroctawska (bud. A-1)
50-370 Wroctaw, wyb. Wyspianskiego 27

Ksiggarnia TECH
Politechnika Wroctawska (bud. D-1)
50-377 Wroctaw, pl. Grunwaldzki 13

Ksiegarnia-Ksero ADUS
Instytut Matematyczny UWr.
50-314 Wroctaw, pl. Grunwaldzki 2/4

Kiosk-Ksiggarnia
Akademia Rolnicza
50-357 Wroctaw, ul. Grunwaldzka 53

Ksiggarnia ZETKA
Akademia Ekonomiczna
53-345 Wroctaw, ul. Komandorska 118/120

Ksiegarnia Wydawnictwa PS
Politechnika Slaska
44-100 Zabrze, ul. Roosevelta 26

Ksiegarnia WSP
Wyizsza Szkola Pedagogiczna
65-625 Zielona Géra, al. Wojska Polskiego 69

Internetowa Ksiegarnia Akademicka
www.ika.edu.pl

Ksiegarnia Internetowa MERLIN
www.merlin.com.pl

Ksiegarnia Internetowa UNIVERSITAS
www.universitas.com.pl

Ksiggarnia Internetowa KAPITALKA
www.kapitalka.com.pl
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Oficyna Wydawnicza GiS poleca:

Jeszcze 105 zadan Hugona Steinhausa
w opracowaniu Edwarda Piegata
.
Alicja Jokiel-Rokita, Ryszard Magiera

Modele i metody statystyki matematycznej w zadaniach

Polecamy takze ksigzki Oficyny Wydawniczej QUADRIVIUM

Marek Zakrzewski, Tomasz Zak
Kombinatoryka, prawdopodobiernstwo i zdrowy rozsadek
o
Jerzy Kierul
Funkcje, wektory i fizyka
o
Jerzy Kierul

lzaak Newton. Bég, swiatto i swiat
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