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Wstep

Niniejszy podrecznik jest druga czeScig zestawu ksiazek do Analizy ma-
tematycznej 2, przeznaczonego dla studentéw politechnik. Material zawarty w
opracowaniu obejmuje catki niewlasciwe, szeregi liczbowe i potegowe oraz rachu-
nek rézniczkowy i catkowy funkeji wielu zmiennych. Podrecznik zawiera przyktla-
dowe zadania z pelnymi rozwigzaniami oraz podobne zadania przeznaczone do
samodzielnej pracy. Do wszystkich zadan podane sa odpowiedzi lub wskazéwki.
Zadania bez rozwiazaii tworza tzw. liste zadan*. Lista ta powinna byé przerabiana
przez studentéw samodzielnie lub na ¢wiczeniach. Aby to utatwié liste podzielono
na 14 czedci, przeznaczonych do realizacji w kolejnych tygodniach semestru. Ma-
terial teoretyczny niezbedny do rozwigzywania zadan mozna znalezé w pierwszej
czgsci zestawu pt. Definicje, twierdzenia, wzory”.

Przyktady i zadania zawarte w podreczniku sa podobnych typéw oraz maja
zblizony stopien trudnosci do zadari, ktére studenci rozwigzuja zwykle na kolo-
kwiach i egzaminach. Zestawy zadan z kolokwiéw i egzaminéw z poprzednich lat
mozna znalezé w trzeciej czqéci zestawu pt. , Kolokwia i egzaminy”.

W podreczniku trudniejsze przyktady oraz zadania oznaczone sa gwiazdka.
Zadania te sg nieobowiazkowe, a umieszczono je z my$la o studentach, ktérzy chea
poszerzy¢ swoja wiedze z analizy matematycznej. Podobne zadania beda obowig-

zywaly na egzaminie na ocene celujaca.

Do tego wydania dodano kilka nowych przyktadéw oraz zadan wraz z odpowie-
dziami. Ponadto poprawiono zauwazone bledy i usterki. Dziekujemy Kolezankom

*Lista zadan, program kursu oraz zasady jego zaliczania, zalecane w Politechnice Wro-
clawskiej, sa umieszczone na stronach internetowych Instytutu Matematyki pod adresem
WeW.im.pwr.wroc.pl



1 Kolegom z Instytutu Matematyki Politechniki Wroctawskiej, a szczegdlnie Pani
dr Teresie Jurlewicz oraz Panom dr. Krzysztofowi Bogdanowi, mgr. Andrzejowi
Stésowi i dr. Markowi Wilhelmowi, za uwagi o poprzednich wydaniach.

Uprzejmie prosimy Czytelnikéw o przesytanie nam uwag o podreczniku oraz

informacji o zauwazonych btedach i usterkach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas

Instytut Matematyki Instytut Matematyki
Politechnika Wroclawska Politechnika Wroclawska
gewert@im.pwr.wroc.pl z.skoczylas@im.pwr.wroc.pl
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CALKI NIEWLASCIWE

Pierwszy tydzien

Calki niewladciwe pierwszego rodzaju (1.1) #. Kryteria zbieznoSci ca-
tek niewlasciwych pierwszego rodzaju (1.2). Zbiezno$é bezwzgledna
calek niewlasciwych pierwszego rodzaju (1.3). Calki niewlasciwe
drugiego rodzaju (1.4). Kryteria zbiezno$ci catek niewtaéciwych dru-
giego rodzaju (1.5).

Przyktady
® Przykiad 1.1

Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé podanych calek niewlasciwych pierwszego
rodzaju:

7d 7 zd Tod T d
z z dz T T
a)/:404’ )/x2+4’ c)/\3/31:—5’ )/x2+9’
3 0 —00 — 00
o0 oo oo o0
e) e~ dz; f) [ zcosz?dz; g*) /arcctgwda:' h)/ﬂ
k) ) ) 62"” + 1'
—oc NZ3 0 0
Rozwiazanie
a) Mamy
=) T r
dz def .. dz :_l_ o _L i) _ i
o A [ = A [3:53]3 ‘TITL,( 37° T81) T B0
3 3

zatem rozwazana calka jest zbiezna.

# Liczby w nawiasach oznaczaja numery paragraféw pierwszej czesci podrecznika
pt. ,Analiza matematyczna 2. Definicje, twierdzenia, wzory”.
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b) Mamy

o]

T
Tdx  def . zdzr . [1 2 ]T_
/z2+4 _Tlle/$2+4_Tll—l>Ilm R in (9] =
0

0
. ln(T2+4)
= lim ———-——5———1112 =oo—-Iln2=c

T—o0

Poniewaz otrzymaliSmy granice niewlasciwa, wigc rozwazana catka jest rozbiezna do oco.
¢) Mamy

/m—— = s~—oo/%z——5=sﬁ’1‘w 5V (3“5)2]:

- % tim (4 /B5—5)7] = 3 (4~ 00) = -

S——cc

Otrzymaliémy granice niewlasciwa —oo, wiec rozwazana calka jest rozbiezna do —oco.
d) Przyjmujac a = 0 w definicji calki niewlasciwej na (—oo, 00) otrzymamy
o 0 oo
dr  def dz + dz
24+9 249 2 49

—oo —00 0
0

T

def .. dz . dz

= lim /—+ llm/
s=moo 249 T z2+9

0

= lim [larct I]0+ lim [lart z]T
—S—-—<x>3 g3 T—oo L3 Cg3o

=1 lim ( arct S)+~llm (arct T)—l(ﬂ'%-1
T 3520 g 83)73\273

Zatem rozwazana calka jest zbiezna.

e) Przyjmujac w definicji @ = 0 otrzymamy

oo 0 (o)
_ d - -
/e 2 gp &4 /e 2’da:+‘/e 2T dg
e “ 0
0 T

1y
)
~

lim /e—“ dz + lm /6_2’ dz
S——oc0 T—oc0
s

0o

_ . _l -21} [__]; —21]
= lim [ 2e + lim 26

T—o0

T
0
= Jim (e 3)+pm (-3e7) = (- 1)+ (3-0) =
_sETm(ze +him 53¢ =\>*-3)t 3 79=

Poniewaz pierwsza z granic jest réwna oo, a druga jest skoficzona, wiec rozwazana catka
Jest rozbiezna do oco.
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f) Mamy
20 T
2 1 2 _1 . . 2 T _1 . . 2
zcosz dr = lim zcosz dr = = lim |sinz == lim sinT".
—00 2 T—oo v 2 T—
J JF

Poniewaz granica lim sin T nie istnieje, wigc badana calka jest rozbiezna.
T—oo

g*) Mamy
&) T
arcctg z dz def lim arcctgz dz = lim [:c arcctg z + l In (1:2 + 1)] !
g _ T—o 8 - T—o0 J 2 0
0 0

. 1
= lim {Tarccth—}- Eln (T2 + 1)} £ 1+ 0o = o0.
— 00
Badana caltka jest zatem rozbiezna do oc.
Uwaga. W miejscu oznaczonym e do obliczenia caltki nieoznaczonej wykorzystano wzdr
do catkowania przez czeéci, a w miejscu oznaczonym A do obliczenia granicy Tlim Tarcctg T
— 00

zastosowano regule de L’Hospitala.

h) Mamy
oo T

et de des €dr [arct GI}T
e 4+1 Too ) €241  Teoo ¢ 0

0 0

. T T T o
= lim [arctge ——] =—— - = —.
T—c0 4 2 4 4
. . g
Badana caltka jest zatem zbiezna do —.
Uwaga. W miejscu oznaczonym e do obliczenia catki nieoznaczonej zastosowano pod-

stawienie u = e*.

Przyktad 1.2

Korzystajac z kryterium poréwnawczego lub ilorazowego zbadaé zbieznoéé poda-

nych calek niewlasciwych pierwszego rodzaju:
oo oo o ¢]

oo
. rdr e3% dx rdr
a)/e ?sin? z dz; b) /—2————; ¢) /———; d) | ——m.
z? — arctgz 3et® — 5 z? +cosx
0 2 1 T

Rozwigzanie

a) Dla kazdego r > 0 prawdziwe sa nieréwnoéci

2

-z

0<e "sin“z <e
Ponadto caltka /e‘r dz jest zbiezna, gdyz
)
o T
/e_I dz &L Tlim /e_‘x dz = Tlim [—e'I]: = lim [1 —e_T] =1.
—co —o0 T—co

0 0
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Zatem z kryterium poréwnawczego wynika zbiezno$é¢ badanej calki.
b) Dla kazdego z > 2 prawdziwe sa nieréwnosci
T T

< .
z2 -0 = z? — arctgz

fe)

dz . . . . :
Ponadto catka /— Jest rozbiezna do co. Zatem z kryterium poréwnawczego wynika
T

2
rozbieznos¢ do oo badanej catki.
¢) Przyjmujac w kryterium ilorazowym zbieznosci calek niewtasciwych

3z

fe)=e7 oraz  gla) =1,
otrzymamy
4z _
k= lim 18 _ p 35 _ g
T — 00 g(l‘ I — 00 641

Poniewaz calka /e" dz jest zbiesna oraz 0 < k < oo, wigc badana caltka takze jest

1
zbiezna.

d) W kryterium ilorazowym zbieznosci calek niewlasciwych przyjmujemy

1 T
f(l?) = ; oraz g(z) = m
Wtedy
2
k= lim 13 _ jy Ztcosz _

—00 g(:t) Z—00 .’132

Poniewaz catka / — Jest rozbieina do oo oraz 0 < k < oo, wiec badana calka takze Jest
T

m
rozbiezna do co.

Przyktfad 1.3

Zbadal zbieznosé i zbieznodé bezwzgledng podanych calek niewtasciwych:
[o¢] [e ]

- 3 oo oo .
a) /Slzzrdm; b) /%dm; ¢) /xcosxdz; d*)/smxdz’.
2 3

T
1 T
Rozwigzanie
a) Dla kazdego z > 1 prawdziwa jest nieréwnoéé

sin® ¢

1
N 72

0<

2

Poniewaz catka / z—z Jest zbiezna, wiec badana catka jest zbiezna bezwzglednie. Z kolei

1
ze zbieinodci bezwzglednej calek niewlasciwych wynika ich zbieznosé¢, zatem rozwazana
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calka jest takze zbiezna.
b) Zauwazmy, ze dla kazdego =z > 2 zachodza nieréwnosci

TCOST
(22 -1)°

T
S (@217

<X

Ponadto catka & jest zbiezna, gdyz
(z2 —1)°
2

TdxT  def im rdr lim -1 T_ lim 1 1 _1
J @@= T (@)t [4(a2 1)), T |36 4(T2-1)7] T 36

Zatem badana calka jest zbiezna bezwzglednie. Poniewaz zbieznoéé bezwzgledna calek
niewlasciwych pociaga za soba ich zbieznosé, wiec rozwazana catka niewlasciwa jest takze
zbiezna.

c) Pokazemy, ze badana calka jest rozbiezna. Mamy

T

oo
zcoszdr = lim zcoszdzx calkowam‘e )
T przez cz¢sci
r
2

— 00
x

2

= lim [zsinz+cosx]€ = lim (TsinT+cosT)—-1.
T —o0 2 T—o0

Poniewaz otrzymana granica nie istnieje, wigc badana calka jest rozbiezna. Rozbiez-
o0

nosé calki /lz cos z| dz wynika, z twierdzenia o zbieznosci calek niewtasciwych zbiez-
x

2
nych bezwzglednie. Gdyby bowiem calka ta byla zbiezna, to bytaby zbiezna takze catka

/xcosx dz, co jak pokazaliSmy powyzej nie zachodzi.

.4

2

d*) Pokazemy, ze badana catka nie jest zbiezna bezwzglednie, ale jest zbiezna. W roz-
wigzaniu wykorzystamy nieréwnoéé |sin z| > sin’z zachodzaca dla kazdego z € R. Wy-
korzystujac te nieréwnoéé otrzymamy

o] [oe] 2w 3m 4m
. ) .2 ) 2
sin sin” r sin-zr sin” T sin”
dz > dz = de + | ——dz + dr + ...
T T z T z
™ T ™ 2m 3m
27 3m am
2 102 P2
sin” T sin° sin” r
> dr + dr + dr + ...
2 3m 4m
™ 2m 3r
2m

sin’ z dz (1+i+1+ )
2r 31 4w

1 /1 1 1
~—-(—+—+—+.4.)=oo.
™

[N e~
3
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Oznacza to, ze badana calka nie jest zbiezna bezwzglednie.

Uzasadnienie jej zbieznosci jest bardziej skomplikowane. Wymaga ono zastosowania twier-
dzenia Dirichleta. Twierdzenie to orzeka, ze jezeli funkcja g ma ciagla pochodna na
przedziale [a,c0) oraz monotonicznie maleje do 0, gdy z — oo, a funkcja ciagla f ma
ograniczona funkcje pierwotna na [a, 00), to calka niewlasciwa

/oof(z)g(Z)dz

Jest zbiezna. Latwo sprawdzi¢, ze funkcje g(z) = sinz oraz f(z) = = spelniaja na
T

przedziale [, c0) zalozenia twierdzenia Dirichleta. Zatem rozwazana catka jest zbieina.

Przykiad 1.4

Korzystajac z defnicji zbadaé zbieznoéé podanych calek mewlasawych drugxego
rodzaju (dla catek zbleznych obliczy¢ ich wartosci):

/ / _ c)/ de ) coszdr ) sin - ax
v1-— sin’z’ Y1—=2sinz’ z2
0 0

Rozwiazanie
1
a) Funkcja f(z) = —=—= jest nieograniczona tylko na lewostronnym sasiedztwie punktu
) ja f(z) T 8 y ym sas P
1, zatem
B
def dz
\/l—x B—1- N

0
B

Y (1—1:)2] =3 lim [l—W}:%

) 2 p—1-

| w

= lim [—
B—1-

Badana calka jest zbiezna.

. 1
b) Funkcja f(z) = e

Jest nieograniczona tylko na prawostronnym sasiedztwie punktu
z

T, zatem
$r 4r .
dr 4 dz . 2 .
— £ lim —— = lim |-ctgz = lim [0+ ctgA] =
sin® z A—rt | sin®z  Aent a A—mt
g A

Badana calka jest rozbiezna do oco.

c) Poniewaz funkcja podcatkowa f(z) = T Jest nieograniczona tylko na prawostron-

z2 —
nym sasiedztwie punktu —1 oraz na lewostronnym sasiedztwie punktu 1, wiec przyjmujac

w okredleniu catki niewlasciwej za miejsce podziatu a = 0 otrzymamy

1 0

1
dz  des dz " dz
2 -1 72 -1 2 -1’
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Zbadamy z definicji zbiezno$é¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku réwnosci. Mamy

1 B B
dz_des 92 him |l ’”‘1' “lim =8

-1 -] =T e 12 T 2p-"1yB T T
(4] 0

Z parzystosci funkcji podcatkowej wynika, ze takze

0

dz
21 %

-1

Zatem badana calka jest rozbiezna do —oc.

. . . cos . . .
d) Poniewaz funkcja podcatkowa f(z) = T jest nieograniczona tylko na obu
jednostronnych sasiedztwach punktu X wiec rozwazana catka niewlasciwa jest okreslona

wzorem

z s 5
cosTdx  def / cosrdr + cosz dz
V1 —-2sinz J1—=2sinz Y1 =2sinz
0 3

Zbadamy zbiezno$¢ kazdej z calek po prawej stronie znaku réwnosci. Dla pierwszej calki
mamy

0

€ B B
/ coszdr lim coszdr 3 lim | 3/(1 - 2sinz)?
V1—-2sinz B-z-J) J1-2sinz 4p-.z- o
0 0
= -3 lim J(-2snB)? 1| ==
4 B—Z-
Dla drugiej catki mamy
z
2 x
coszdz . costdzr 3 . 3 . 212
————— = lim =—— lim 1—2sinz
v1-2sinz A—.-§+/ V1 -2sinz 4A—.§+[ ( )]A
= —— lim I—ZSmA) _3
- 4 A—»l"' )
. 3 3
Zatem badana calka jest zbiezna do 7 + (_Z) =0.

1
sin —

e) Poniewaz funkcja f(z) = L jest nieograniczona tylko na prawostronnym sasiedz-

twie punktu 0, wiec badana calke okreslamy wzorem

1 2.1

sin — dz sin — dz 2

—2 % yim —Z = lim [cos l] oLl lim cos l
z2 z2 zla 2 a—0+ A

Poniewaz otrzymana granica nie istnieje, wiec badana calka jest rozbiezna.
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® Przykfad 1.5

Korzystajac z kryterium poréwnawczego lub ilorazowego zbadaé zbiezno$é poda-
nych catek niewlasciwych drugiego rodzaju:

1 1
1+sma: e* ) sm:cd:c e -1
0

Rozwiazanie
a) Zauwazmy, ze dla kazdego z > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

< 1+sinz < 2

\—\/Z_\ﬁ'

. . 2dz . .. . ,
Ponadto calka niewtasciwa /7_?- Jest zbiezna. Zatem z kryterium poréwnawczego wy-
T

0
nika, ze badana caltka jest takze zbiezna.
b) Dla kazdego z > 0 prawdziwe sa nieréwnosci

<t <
(2—1)2 7 (z-1)*

1

. . dz . . . ,
Ponadto calka niewtasciwa / 7—1)—2— Jest rozbiezna do oo. Zatem z kryterium poréw-
(T =

)
nawczego wynika, ze badana calka jest takze rozbiezna do co.

c) Przyjmujac w kryterium ilorazowym zbieznoéci catek niewlasciwych drugiego rodzaju

sin

=L oraz T) =

otrzymamy

f(z) . T

m — =
z—0+ g(Z)  z—o+ sinz

k=

1

Poniewaz catka / \/—I_ Jest zbiezna oraz 0 < k < oo, wiec badana catka takze jest zbieina.
T

0
z

L . . 1 -
d) Przyjmujac w kryterium ilorazowym f(z) = — oraz g(z) = ¢ +— otrzymamy
T T

k= tim 23 _ oy 2
z—0+ g(z) z_o+ e*—1

1

L dz . . L
Poniewaz calka / ey Jest rozbieina do oo oraz 0 < k < oo, wiec badana catka takze jest

rozbiezna do co.
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Zadania
O Zadanie 1.1

Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé¢ podanych calek niewltasciwych pierwszego
rodzaju:

o [ [} 0
dx s . dz
a)/m; b)/? dz; c)/:csma:d:c; d) / o
0 ™

— 00
o0 0o -1
dz dr 7 9 g3 N
3/313—}-5_ 1‘2—4x+_13; g) z7e”" dz; h¥) (m— arcctgz) dz.
1 — 00 — 00

O Zadanie 1.2
Korzystajac z kryterium poréwnawczego lub ilorazowego zbadaé zbieznoéé poda-
nych caltek niewtasciwych pierwszego rodzaju:

00 (o) (o] 0
dx (z—1)dz I+sinz 2% dx
. b r=ljar, . & ar,
a)/\/:?-—?)’ )/x4+:c+l’ c)/ z3 de; d)/x—l’
10

2 ™ — 00
o] d [e¢] ) (o) d -1 oz )
rar .9 ) zar e + )
Kt f)/sm ;dfﬂ, g) Wt h) /—e’_—ldx’
1 5 — 00

T z+1 I2_£ T 2dz oo\/a_:dz oo\/§+cos:c
1 0 2

O Zadanie 1.3
Zbadat zbieznosc i zbieznoéé¢ bezwzgledna podanych catek niewtasciwych:

oo

oo 3z d o0 0 d
Sin oxr dx cosr ar Cos T
0 — 00

m

[N

O Zadanie 1.4
Korzystajac z definicji zbadaé zbiezno$é podanych catek niewtasciwych drugiego
rodzaju (dla calek zbieznych obhczyc ich wartosci):
m

0 e
dz Inz d:c sinln z dz
o [mob) [ S5 >/ , d)/ o [ Enn
21

z 0

O Zadanie 1.5
Korzystajac z kryterium poréwnawczego lub ilorazowego zbadaé zbieznosé poda-
nych catek niewlasciwych drugiego rodzaju:
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arctg %

a)
sin®
)/ Sl de )
0 2
dr 2 d
T
Sk k* . 1*
l)/ et —ezf / z —sinz’ ),/x2—\/5’ )
0 1

-1

e dr ) /wcos?rdr' d) / dz
z3 ¢ Vr—7’ z? +/z’
0

/
e

A 0T
§
&
=

dx .
(arcsin z)?’

e’ — 1 " dz

Jcos ;

Odpowiedzi i wskazowki

1 1
1.1 a) g, b) 1 2
1.2 a); h); i*); j); 1) rozbiezna; b); c), d); e); f); g); k*) zbiezna,;
Wskazéwka do i*). Pokaza¢, korzystajac z reguly de L’Hospitala, ze funkcja podcatkowa
NG

1.3 a); c) zbiezna bezwzglednie; b) rozbiezna; d*) zbiezna, ale nie zbiezna bezwzglednie.

; €) rozbiezna; d) ; e) oo; f) g; g) oo; h*) co.

W 0O ma granice

1.4 a) g; b) co; €) —oo; d) —oo; e*) rozbiezna.

1.5 a); c); d); f); g); i*) zbiezna; b); e); h); j*); k*); I*) rozbiezna.



2

SZEREGI LICZBOWE
| FUNKCYJNE

Drugi tydzien

Definicje 1 podstawowe twierdzenia (2.1). Kryteria zbiezno$ci szere-
gow (2.2). Zbieznoéé bezwzgledna szeregéw (2.3).

Przyktady
® Przykiad 2.1

Znalezé sumy czesSciowe podanych szeregéw i nastepnie zbadaé ich zbieznoéé:

Sl L | n4+n+1 ad 1
. . 1__ .
P RPITCEN °)HZ=21“( =)

n=0 n=1

d) i(—l)"“(?n - 1) e*) Zsm lcos ;: f) i (n— "W/n+1).
n=2

n=1

gk

Rozwiazanie
a) Dla kazdego n > 0 mamy

S"=§;“—Z<> 26
;1‘<§?§ (5)l 5[1_(3)"“] 5[1_<1)n+1].

] — -
5 5

2 5 4 5

W miejscu oznaczonym e korzystaliSmy ze wzoru na sume n + 1 wyrazéw ciagu geome-
trycznego

n 1 — gnt? )
1+q+q2+.A.+q"=Zq"=—lzq , gdzie ¢ # 1.
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Poniewaz
N 3\t s N s 5 R
n‘Lmocb"m‘Lmoo{ﬁ[l‘(‘s‘) ]“4‘[1“(5) ]}—5““0)‘1“‘0)—1’

. . N 5
wigc badany szereg jest zbiezny 1 ma sume T

b) Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego n € N mamy

n2+n+1_n(n+l)+l_ " 1 -—l+l— 1
n(n+1) = nn+1) n(n+1) n n+1
Zatem
S k24 k41 3 7 n2+n41
Sn = — k(k+1) r2testt n(n + 1)
B (0
- 1 2 2 3 n+1
1
= 1— —
m n+1
Tak wiec

. . 1
lim S, = lim <n+l———>=oo
n— oo n— oo + 1
Oznacza to, ze badany szereg jest rozbiezny do oo.

c) Dla kazdego n > 2 mamy

Sn:iln(l—-—) Zl k“)k_l)

= Z[ln(k+1)+ln(k—1)—21nk]
k=2
=[In3+In1—-2In2]+(In4+1n2—21In3]

+[In54+n3—-2In4]+... 4+ [In(n+ 1) +In(n — 1) — 21In 7]

=ln(n+1)—lnn—In2=1In"FL
. - . n+1 . . ..
Poniewaz lim S, = lim In = —In 2, wiec badany szereg jest zbiezny do —In 2.
n-—+o00 T — 00 2n

d) Dla kazdego n > 1 mamy
Sn= (12~ 1) =1-345-T4. ..+ (=1)"(2n—1) = (=1)"*'n

Poniewaz granica lim S, = lim (=1)""'n nie istnieje, wiec badany szereg jest roz-
n-—oo n—oo

biezny.

e*) W rozwiazaniu wykorzystamy tozsamosé

(sin (o + B) + sin(a — B)).

RO =

sin a cos f =
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R .. 2T 4
Przyjmujac w niej o = I oraz 3 = I otrzymamy

. 27 i 1(. 27 . 27r)
sin — €08 — = — sm-3————-sm— .

3n 317. 2 n—1 3n
Zatem
= 4
Sn &f sin I cos 3:
k=1

in )
k=1
1 . 27 . 27 . 27 . T 2T
=3 [ sin =3~ — sin 3—1) + (sm 3T —Sin —3—2-) +...+ (sm FaoT TSI 37)]
= 1 (sin 27 — sin —Z—E) = --l-sin 2_7_r_
2 3n 2 3n

Wyznaczymy teraz sume badanego szeregu. Mamy
. 1 .. .2
lim S, = —= lim sin =X = 0.
L= OO n—00 3"
Zatem badany szereg jest zbiezny i ma sume 0.

f) Dla kazdego n > 2 mamy

O (VE - VEFT

k=2

(V2-¥38) + (V8- Va) + (Va-5)+ ...+ (¥n - "Wa+])
=2 "*n+1.
Zbadamy teraz zbiezno$¢ rozwazanego szeregu. Mamy

lim S, = lim (\/5 - +\/ln+1)=\/§—1.

n— o0 n-—00

Sn

Zatem badany szereg jest zbieiny i ma sume V2 — 1.

Przykfad 2.2
Korzystajac z kryteriurn catkowego zbadacé zbiezno$¢ podanych szeregdw:

© © 52 ad 1
a)nz:_znlnn; );n2+—2 c)nz___:le?; Zn+l ¢ nz_:zn]nZn'
Rozwiazanie

a) Niech f(z) = Py Funkcja f jest malejaca na przedziale [2, c0) oraz przyjmuje tam

wartosci dodatnie. Zbadamy zbieznos$é calki niewlasciwej /—IL Mamy
zlnz

2

(=] T

dT  def . dr T_ . B
/_xlnz = 7}1_1‘1100/11111 —jll_{noo [ln(lnz)}2 —T!I_I‘Iloo [ln(lnT)—ln(an)] = oo.

2 2
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o

Oznacza to, ze catka /

] jest rozbiezna do co. Zatem z kryterium catkowego wynika,
zlnz

2
ze badany szereg takze jest rozbiezny do co.

b) Niech f(z) = zi’lﬁ Funkcja f jest malejaca na przedziale [1,00) oraz przyjmuje

[

tam wartosci dodatnie. Zbadamy zbiezno$¢ catki niewlaéciwe;j / Mamy

T
z2 4+ 2

1

[ T T

dz  des L dz lim 1 arcte 2
= lim — = lim — —
22—}-2 T—o0 1}2-}- T—»ooﬁ gﬁ 1
1

= lim 1 arct l—arct —1— =L T arct L
T2\ PV TR T e TR )

Oznacza to, ze rozwazana caltka jest zbiezna. Zatem z kryterium catkowego wynika, ze

badany szereg jest zbiezny.
2
c) Niech f(z) = % Funkcja ta jest malejaca na przedziale [1,00) i ma tam wartosci
e
dodatnie. Monotonicznoé¢ tej funkeji mozna uzasadnié badajac znak jej pochodnej. Teraz,
korzystajac z definicji, zbadamy zbieznosé calki niewlasciwe;j

B T ) 3 T3
2 u=2=x
22dT def . z9dr | w1) =1 . 1 _.,
[ [ | = g [ e
1 1 du = 322 dx 1
1. S KA T 11 1
= = lim |—e =-lm {-- —)=—.
3 T—oo 1 3 r—oo \e T 3e

Poniewaz calka niewlasciwa jest zbiezna, wigc z kryterium calkowego wynika, ze takze

badany szereg jest zbiezny.

d) Niech f(z) = ot Funkcja f ma wartosci nieujemne dla wszystkich z > 0. Ba-
T

dajac znak pochodnej tej funkcji, pokazemy, ze jest ona malejaca na przedziale [1, 00).

RzeczywiScie mamy
11—z
fla)= —=—F— <0e=z>1

2Vz(z + 1)

Zbadamy teraz zbieznos$¢ catki niewlasciwej. Mamy

o0 T w= vz VT
VEZdr dey lim VT dz w(1) = 1 - lim 2u? du
z+1 Tow 41 ;('-d”)‘—‘f T e u?2 4+ 1
1 1 uau = az 1
vT
. 1 .
- Tlfnooz/(l*u2+1)d":2rlgnm v~ arctg] "

1
= 2Tlim (ﬁ— arctgﬁ—l—ﬁ—g) = o0.

Poniewaz catka niewlasciwa jest rozbiezna do oo, wigc takze badany szereg jest rozbiezny
do oo.
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e) Niech f(z) = ———1—12—— Funkcja f jest malejaca na przedziale [2, 00) oraz przyjmuje tam
zln®z

wartoéci dodatnie. Mozemy zatem zastosowaé kryterium calkowe zbieznosci szeregéw.

Mamy
oo A
dz s i [ _dz — lim [___lT_lim (_L_____l)—_l__
zln’z ——Tl—r.noo rln?z T—oollnzly,  T—=w\In2 InT/ In2
2 2
. . . .. dez . .. . . 1 .
Poniewaz caltka niewlasciwa ——— Jest zbiezna, wigc takie szereg Z >— Jest
zln“z nl
2 n=
zbiezny.
Przykiad 2.3
Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznos¢ podanych szeregdw:
oo [e ]
no s 1 \/‘ + 1 2" +1
a)Zm‘l! b)z\:"sm Zt n’ d)z e) 3n_1°
n=1 n=1
Rozwiazanie

a) Dla kazdego n € N mamy

Poniewaz szereg E — Jjest zbiezny, wigc z kryterium poréwnawczego wynika, ze badany
n

n=1
szereg takze jest zbiezny.

b) Dla kazdego = € (0, %) prawdziwa jest nieréwno$¢ sinz > =z, wigc dla kazdego
T
n € N mamy
1

.1 S 2
nsin — >n-—- =
n? T n?

A
S|

[e0)
. . 2 1. . . . , .
Poniewaz szereg — E — jest rozbiezny do oo, wiec z kryterium poréwnawczego wynika,
by n
n=1

ze badany szereg jest takze rozbiezny do oo.

¢) Wykorzystujac nieréwnos¢ tgz > z, prawdziwa dla kazdego z € (0, g) , otrzymamy

2
> 1 1 1
tg" —= 2 | —= =— dl N.
& Jn <ﬁ) n G2 nE

Poniewaz szereg g — jest rozbiezny do oo i ma nieujemne wyrazy, wigc takie badany
n

n=1
szereg jest rozbiezny do oo.

d) Latwo sprawdzi¢, ze badany szereg ma wyrazy nieujemne. Pokazemy nizej, ze dla
n 2 4 spelniona jest nieréwnoséé

\/‘+1 2
n2 _3 \n\/ﬁ'
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Rzeczywidcie, nieréwnos¢ ta po przeksztalceniach przyjmuje réwnowazng postaé
6<n (n — \/ﬁ) .

Zauwazmy teraz, ze ciag Tn = n (n - \/ﬁ) Jjest rosnacy i dla n = 4 przyjmuje wartosé
wigksza niz 6. Stad wynika, ze rozwazana nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego n > 4.

Poniewaz szereg
o0

Z 2

n=2 n\/ﬁ
Jest zbiezny i ma wyrazy nieujemne, wigc z kryterium poréwnawczego wynika zbieznosé
badanego szeregu.

[oo)
2n
e) Szere + ma wyrazy dodatnie. Pokazemy, ze dla n > 2 zachodzi nieréwnosé
&) 3

2" 41 2)"
<2-(2) .
3n—1 (3

Rzeczywiscie, nieréwnosé ta jest réwnowazna nieréwnosci

6" +3" <26 —2.27,

a ta z kolei jest rtéwnowazna nieréwnosci
1\" 1\"
- 2. —) <1,
(2) + (3 =

o0
. . . . 2\" . . .
ktéra jest prawdziwa dla n > 2. Poniewas szereg E 2. (5) Jjest zbiezny, wiec z kryte-

n=1
rium porédwnawczego wynika, ze badany szereg takze jest zbiezny.

Przyktad 2.4

Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé zbieznosé podanych szeregow:
(o] o0 o0 (oo}

n 3" -2 T (n))(3n)! (2n)!

a)n;ns, )';5,,__4", c),;ng?,, Z T e);n%,

Rozwiazanie
a) Poniewaz

3n+1

. 1)3 . 3
:llmﬁn—) lim [3( n )]=3~13=3>1,
n— 00 3 n-— o0 n-+]
n®
wigc 2z kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest rozbiezny do oo.

. a 1
lim |=~tL

n— oo

1

an

b) Poniewaz

3n+l _A2n+1
. Ang1 ) BZ:I_:T;;:T ' (3n+1 _»2n+1)(5n __4n)
lim |——| = lim >—"—2+— = lim = S Py
n—oo | an n—co 3" -2 n—oo (3 -2 )(5 -4 )
5n _ 4n
2\" 4\ "
-2 ) 10-()]

) e (3] o s
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wiec z kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest zbiezny.

¢) Dla n > 2 mamy

T T T
et ] (n+1)tg ooy . n+1 8o ow
JBEO a _-nlg; ™ __nig; 2n ’ ™ ' T
" nig oo gn+1 tg on
. .. tgrx .
Poniewaz lim —=— =1, wiec
x—0 I
t 7f ™
8 Smr1 on
lim 27r+ =1 oraz lim —25_ =1,
— 00 n—00 i
" gn+1 tg om
Zatem
g T
. n+1 on+1 on 1 1
. . ==-11==<1
Jlg; 2n T t li 2 2 <
2n+l 8 on

Z kryterium d’Alemberta wynika zatem, ze badany szereg jest zbieiny.

d) Wyraz ogdlny rozwazanego szeregu ma postaé

= (n!)(3n)!
[(2n)1®
zatem
_ (n+1)!3(n+ 1)] n!(n + 1)(3n)!(3n + 1)(3n + 2)(3n + 3).
" {{2(n + 1)]1}? [(2n)!]° (21 + 1)2(2n + 2)2
Stad
. @nt1 i 3B3n+1)(3n42) 27
nvo | am | Tt T a@n+ 1?16

. .27 . . . . . ..
Poniewaz T > 1, wigc z kryterium d’Alemberta wynika, ze badany szereg jest rozbiezny
do oc. »

e) W badanym szeregu mamy

(2n)! e — 2r+D] _ @n)!2rn+1)(2n+2)  2(2n)!/(2n+1)
pen 0 O (n+ 12+ 7 (n41)2m(n41)2 (n+1)2"(n+1)°

Obliczymy teraz granice
n?"2(2n + 1) IN"17% 2(2n +1) 4
i D (1 )7 A n)
s (n+1)2"(n+1) oo +n n+1 e?

. .4 . . ..
Poniewaz — < 1, wigc badany szereg jest zbiezny.
e

an =

An41
an

lim

n-—00

Przyktad 2.5

Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznoéé podanych szeregéw:

3G v S () oS (me)s oS

n=1
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Rozwiazanie
a) Poniewaz

2 . 2 2
hm |an~llm n+1 =hm n+1=—<1,
3n+1 n—oo 3n + 1 3

wigc z kryterium Cauchy’ego wynika, ze badany szereg jest zbiezny.

b) Poniewaz

. o n—1\"" n—1\" . I\" =«
lim {/|en]| = lim 7r"( ) = lim 7r( ) =7lim (I-=) =—->1,
n— oo n— oo n n n

n—oo n—oo €

wigc z kryterium Cauchy’ego wynika, ze badany szereg jest rozbiezny do oo.
c) Mamy
. . arctgn\" 1 . 1
lim 3/ = lim ¢ (——-) = — lim arctgn = =.
n—00 lanl n— 00 T T n—oo 8 2

Poniewaz otrzymana granica jest mniejsza od 1, wigc badany szereg jest zbiezny.

d) Mamy
. o fln=5* . |n—5
lim {/lan] = lim 7}/ =1 =
A lan] = lim Jnr | onee m

Poniewaz otrzymana granica jest niewlasciwa, wigc badany szereg jest rozbiezny do oo.

Przyktad 2.6

Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieinoéé podanych szeregéw

oo [eo} (o]
3n+2 1 2nt+1
a) 5; n4+n+l' b) n§=lar“tg"; c) n§=11082 <1+2_n>; d) E : (n+2)I"

Rozwiazanie
L . . 3n + 2 1
a) Przyjmujac w kryterium ilorazowym a, = ———=— > 0 oraz bp = — > 0 otrzy-
nt+n+1 nd
mamy
3
k= lim n _ n(B3n+2)
n—oo On n—»oo’n,4+n+l

Poniewaz szereg E —5 Jjest zbiezny oraz 0 < k < oo, wiec badany szereg jest réwniez
n

_ n=1
zbiezny.

L . . . 1 .
b) Przyjmujac w kryterium ilorazowym a, = arcctgn > 01ib, = — > 0 oraz korzystajac
n

z faktu, ze
1
. t T 2 2
lim arccer 2 lim ——l tz Iim _z __ =1,
T —00 l T — 00 _L T — 00 12 + 1
T z2
otrzymamy
n . t
k= lim In _ lim ari——g—n=l.
n— oo b n—00 l

n
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Poniewaz szereg E — jest rozbiezny do oo oraz 0 < k < oo, wigc badany szereg takze
n

n=1
jest rozbiezny do oo.

. . 1
¢) Przyjmujac w kryterium ilorazowym a, = log, (l + 2—n> >0, b, = > 0 oraz

gn
wykorzystujac réwnosé

1
o Joga(lHw) 1

w—0 w Ina’
mamy
os, (141
k= lim % — lLm u:L
n— 00 bn n— oo __l_ ln 2
271

. . 1 . . .
Poniewaz 0 < k < oo oraz szereg geometryczny Z . Jjest zbiezny, wiec badany szereg
n=1
takze jest zbiezny.
2n! +1

d) W kryterium ilorazowym przyjmujemy ap = ————
(n +2)!

oraz b, = —]—2 (oba szeregi maja
n
wyrazy dodatnie). Wtedy
an . n? (2n!+1)

1
. 2
’“=,}L‘“wr=,,‘_“;m=,3m( )( )=

Poniewaz otrzymana granica spelnia nieréwno$¢ 0 < k < oo oraz szereg E — Jest

n=1
zbiezny, wiec takze badany szereg jest zbiezny.

Zadania
Zadanie 2.1

Znalez¢ sumy czgéciowe podanych szeregdw i nastepnie zbadaé ich zbieznoéé:

= (5\" n—1 > 1 N 1
- . b . . * _
a)Z(G) ; ); s C);\/n——+l+\/ﬁ’ d )Zarctg 53

n=0 n=1

Uwaga. W przykltadzie b) przyjaé, ze S, = Eak, gdzie n > 2.
k=2

Zadanie 2.2
Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé zbieznoéé podanych szeregdw:

- 1 b > no > Inn_
VD mra DY D~
n=1 n=1 n=2

1 [ee]

oC o0
1
d . * . —\/H.
)Zn n+1’ e¥) ninninlnn’ f),;\/ﬁQ

n=1 n=2
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O Zadanie 2.3
Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadal zbiezno$é podanych szeregdw:

[ee] 3 [ee] +1 [o o] )
a)X-:lnz+2; b)2:2+1; C)ZSIH;’
o . . *)
d)nX::ltg‘ln, ‘ nz:z(l n=1

O Zadanie 2.4 :
Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé zbiezno$é podanych szeregéw:

100" > >, n! . (n)?
a) 2:1 : Zl 2sm c) 21 n—; d) 2_:1 E2n))!;
(o] nn o n 00 2n+1 00 (3n+1)3

O Zadanie 2.5
Korzystajqc z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieinoéc’ podanych szeregdw:

(n+1)% X 9n 430 - S n
)Z (2n2+1 b) — 3n 4 4n’ )Z (n+1)"2’ d) nz::larccos

O Zadanie 2.6
Korzystajac z kryterium ilorazowego zbada¢ zbieznosé¢ podanych szeregéw:

o g 0 % sin —
n“+n+1 1 3n
PR an HEDMLTEIID D
n=1 n=1 n=1 Sl 2_n
Odpowiedzi i wskazowki
5\t 1
2.13a) Sn=6—6(g)  lim S, =6;b) Sa=1-— gdzie n>2, lim Sp=1;
n-—00 H n—oo
c) Sn=vn+1-1, im S, = oo; d*) Wskazéwka. Udowodnié i wykorzystaé tozsamosé
1 1 1 T
— = arct - — S, = - n=—.
arctg o7 = AICtg 5y arctg Tl Sn = arctgl — arctg ——— 1 nh_{r; S =1

2.2 a); c); d); f) zbiezny; b); e*) rozbiezny.

2.3 a); c); e*) zbiezny; b); d*); f) rozbiezny.

Wskazéwka do e*). Wykorzystaé nieréwnosé In n > e? zachodzaca dla n > > e
2.4 a); b); c); d); e); f*) zbiezny; g); h) rozbiezny.

2.5 a); b); zbiezny; c); d) rozbiezny.

2.6 a) rozbiezny; b); c); d) zbiezny.
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Trzeci tydzien

l Szeregi potegowe (2.4).

Przyktady
® Przyktad 3.1

Zbadac zbieznos¢ oraz zbieznosé bezwzgl(gdnq podanych szeregéw:

) i(—l)"“sin-j;; ( n ) 9 St

n—1 n+2
n=1 n=2 n=0 +

Rozwiazanie
fe)

1)n+1

.. L, 1 . . 1
a) Zbadamy najpierw zbiezno$é szeregu E (- sin —. Zauwazmy, ze ciag (sm —)
n n

n=1
jest malejacy i zbiezny do 0. Zatem, z twierdzenia Leibniza o szeregu naprzemiennym
(oo}

. ) n N L S,
wynika, ze szereg E (=1) *1sin = jest zbiezny. Zbadamy teraz zbiezno$¢ bezwzgledna
n

n=1
rozwazanego szeregu. Zauwazmy, ze dla kazdego n € N prawdziwe sa nieréwnosci

1
sin —.
n

0<

BN
S|
N

Poniewaz szereg E — Jest rozbiezny do oo, wiec z kryterium poréwnawczego wynika,
n

n=1

ze takze szereg E sin — jest rozbiezny do oco. Rozwazany szereg jest zatem zbiezny
n

n=1
warunkowo.

b) W tym przypadku zbadamy najpierw zbieznosé bezwzgledna, czyli zbieznosé¢ szeregu
i(—l)"( n )"2_§:1( n )nz
3n n—1 3" \n—1 '
n=2 n=2
W tym celu wykorzystamy kryterium Cauchy’ego. Mamy
lim § i( n )"2— Jim 1( n )n—e<1
7n—00 3n n—1 _n-—>o<>3 n—1 —3 ’

2
v\ . . . .
Tak wiec szereg E (———1-> Jest zbiezny. Oznacza to, ze badany szereg jest zbiezny

bezwzglednie, a w1¢c takze zbiezny.

.. .. - vn+1
¢) Zbadamy na bieznosé s E 1)t
) y najplerw zbiezno$¢ szeregu (=1) m——

n=0

n+ 2

m)

. Pokazemy, ze ciag (
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Jjest malejacy. Rzeczywiscie podnoszac do kwadratu obie strony nieréwnosci (ktére sa

dodatnie)
vn+1 vn+ 2
n+2 > n+3
otrzymamy kolejno nieréwnosci réwnowazne

(n+1)(n4+3)°>(n+2)° <= n’+7° +15n4+9 > n® +6n> +12n +8.

_wz—l—l) jest

Ostatecznie nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego n € N. Zatem ciag ( p—
malejacy. Ponadto mamy
n+1

ki
nl—{t;o 'n,+2

)

nV 1 .
zatem z twierdzenia Leibniza wynika, ze szereg naprzemienny E (=" —1_5;2— Jjest
n=0
o0
. . L, . - v 1
zbiezny. Zbadamy teraz jego bezwzgledna zbieznoéé. Pokazemy, ze szereg E —nn-|-—+2

n=0
Jest rozbiezny do co. Wynika to z kryterium ilorazowego rozbieznosci szeregéw. Rzeczy-

vn+1 1

wiscle, przyjmujac a, = > 0 oraz b, = > 0, mam
przyjmujac an nt2 n \/m Yy
n+1
im 2% = lim nt+2 _ im n+1=l,
n—»oobn n— oo 1 oon+2
n 41

a poniewaz szereg E \/_ Jjest rozbiezny do oo, wigc takze szereg E —_— Jest
n=0
rozbiezny do oo.

Przyktad 3.2

Wykazaé zbieznosé odpowiedniego szeregu i nastepnie na podstawie warunku ko-
niecznego zbieznosci szeregdw uzasadnié podane r(’)wnoéci'

. (n=1) (n)(2n)!

1 — =0 b) I = 00; —— =0.
@) m = =0 b) lim 1000" =0 9 ,,11,00 Gnyr =0
Rozwiazanie
a) Rozwaimy szereg, ktérego n—ty wyraz a, jest n-tym wyrazem badanego ciagu czyli

(o)
. n —1)! . N
szereg postaci g (n_+l) Dla zbadania zbieznosci tego szeregu wykorzystamy kryte-
n

n=1
rium d’Alemberta. Mamy zatem

n"t? 1 nt2 1
i . m (- 2) ol
s (n - 1)l )|~ Tl e <
Tak wigc rozwazany szereg jest zbiezny. Zatem wobec warunku koniecznego zbieznosci

szeregéw lim a, = 0 mamy
n-—oo

(n - 1)!
li n=lim —* =0
nl—»moca nl—vnlo n"‘“



1000
b) W tym przykladzie rozwazmy szereg Z ————. Zbieznos¢ tego szeregu jak powyzej

n=1
wynika z kryterium d’Alemberta, gdyz mamy

. . 1000

lim [2241 = lim =0<1.

n—oo An n—oo M 1

. L . . 1000

Zatem wobec warunku koniecznego zbieznosci szeregéw mamy lim = 07". Stad
n—oo .
i n! 1 _ 1 o
neveo 10007 10007 _ oF
lim

n—00 n:

¢) Analogicznie ja w przykladzie a) rozwazmy szereg, ktérego n—ty wyraz a, jest n—tym

)(2 . C e,
wyrazem badanego ciagu, czyli szereg postaci E % Dla zbadania zbieznosci tego

n=1

szeregu wykorzystamy kryterium d’Alemberta. Mamy zatem

(n+1)Y(2n + 2)!

. An41 . 3n + 3)!
nh—rvnoo _i = nh—lonoo En)!(zni!
(3n)!
- lim n!(n+1)(2n)!(2n + 1)(2n +2)  (3n)!
T nsoo | (30)!(3n 4+ 1)(3n +2)(3n + 3) n!(2n)!

= lim (n+1)(2n+1)(2n+2) 4
Tl Brn+1)(Br+2)(Br +3) 27

Tak wiec nasz szereg jest zbiezny. Korzystajac teraz z warunku konicznego zbieznosci
szeregbw mamy
(r})(2n)!

li =1 =
nlon;o an ngnoo (3n)'

Wyznaczyé przedzialy zbieinoéci podanych szeregow potegowych:
oo

311
)Z 2n+1 ’ )Z n+1)22n’ C)ZH($+2)".

n=0

Rozwiazanie
a) Rozpoczniemy od obliczenia promienia zbieznosci. Mamy
2n+3 1

n-»oo 2n+1

Cn

R = lim

n—00

Cn+1

Zatem wobec twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda rozwazany szereg jest zbiezny dla kaz-
dego z € (1 — 1,14 1) = (0,2) oraz ewentualnie na koricach tego przedzialu. Zbadamy
teraz jego zbiezno$¢ w punktach £ = 01 z = 2. Dla z = 0 rozwazany szereg przyjmuje
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o
, -1 e e ., . . . o
ostaé u— Zbieznos$¢ tego szeregu wynika z twierdzenia Leibniza o szeregu na-
P ot 1 g gu Wy g
=0

oo

przemiennym. Natomiast dla z = 2 szereg przyjmuje postaé Z . Szereg ten jest

1
2n + 1
n=0
rozbiezny do oo, co tatwo uzasadni¢ korzystajac z kryterium poréwnawczego. Zatem [0, 2)
jest przedzialem zbieznosci badanego szeregu.

b) Analogicznie jak w poprzednim przypadku obliczenia rozpoczniemy od wyznaczenia
promienia zbieznosci. Mamy

29n
. ‘"hn /(n+1)2 __21 /n+]

R = lim

Zatem badany szereg potegowy jest zbiezny dla kazdego z € (0 — 2,0 + 2) = (=2,2)
oraz ewentualnie na koricach tego przedzialu. Zbadamy teraz jego zbiezno$¢ w punktach
z=-21 z = 2. Podstawiajac w badanym szeregu potggowym z = —2 otrzymamy szereg

liczbowy Z -1)" (n n 1) Szereg ten jest rozbiezny, bo nie jest spelniony warunek

n
n+1
sytuacja wystepuje w punkcie z = 2. Zatem przedzialem zbieznoéci tego szeregu jest
(—2,2).

¢) Analogicznie jak w przykladzie a) promien zbieznoéci obliczymy ze wzoru

2
konieczny zbieznosci szeregéw (granica lim [(——l)"( ) ] nie istnieje). Podobna
n—0oo

371.
w . n+l
3n+1 -

(n+1)!

R= lim |-

n—0C

= lim
n— 00

Cn+t1

Zatem badany szereg jest zbiezny dla kazdego r € R.

Przykiad 3.4

Znalez¢ szeregi Maclaurina podanych funkeji i ustali¢ przedziaty ich zbieznoéci:
4z . 3

a) ————m+2; b) zsin3z; ¢) ___—1+:c—2.7;2;
-1 1—2z

2
€
e*) arctgr; f) — g)l+x3;

d) cos?z;

h) In (4 + %) .

Rozwiazanie

a) W rozwigzaniu wykorzystamy rozwiniecie funkcji 1

w szereg Maclaurina, tj. wzdr

o

1 n .
éZz , gdzie |z] < 1.

11—z

Mamy
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Korzystajac teraz ze wzoru e otrzymamy

. x - n
44— a4 (—5) = ool
1- (_") n=0 n=1
2
gdzie —gl < 1. Ostatecznie mamy
oo
4z (=™ .
42 Z o "
n=1
dla |z| < 2.

b) W rozwiazaniu wykorzystamy rozwinigcie Maclaurina funkcji sin z, tj. wzdér

[e o)

. —1 n+1 _ .

sinz = ((Z—n}:i-)—'xzn ' gdzie z € R.
Zatem - -

| (=)™ o x (=) gt
ISIH3I—$2W(3I) —Z;wl
dlaz € R.
c) Rozkladajac na ulamki proste funkcj¢ rozwazana w przykladzie otrzymamy
3 _ 3 1 + 2
l+z—-222 (1—-z)(1+2z) 1—z 1+2z¢

Korzystajac teraz z réwnosci e z przyktadu a) otrzymamy

o0 oC
2 . 1 .. p n __ n_n : — .
T2 =2 = (=22) =2 Eo(—Zz) =2 Eo(—2) ", gdzie |- 2z|=2|z| < 1.

n=

Ostatecznie

1 (R S U o VI Y n 1
1_z+1+zz=§z +2X—%(—2) T =Zo(l—(—2) +l)z, gdzie |r|<§—

d) W rozwiazaniu wykorzystamy rozwiniecie funkcji cosz w szereg Maclaurina, tj. wzér

e 2n
* n T .
cosz = E (-1) Ok gdzie z € R.

n=0

Przeksztatcajac funkcje rozwazana w zadaniu otrzymamy kolejno

s 2
cos’zr = iczo—b—z— = % + %cosZz
oo [oe]
L1 2227 1 s ()" o
= - — —1 = = -
212 2;( Ve T2t 3 z; (2n) "
n= n=




34

gdzie z € R.

Szeregi liczbowe i funkcyjne

e*) W rozwigzaniu wykorzystamy réwno$¢ e podana w przykladzie a) oraz wzér

'
(arctg z)
Stosujac teraz dla tozsamosci

1 1

_1
1422

1+z‘2_

T 1= (—22)

o

n=0

gdzie |z] < 1, twierdzenie o calkowaniu szeregéw potggowych otrzymamy kolejno

x

arctgzr = /

[¢]

dt
14 t2

:/I (i(—l)"’t“)

gdzie |z| < 1.

dt = i(—l)"/t” dt=" (-1)" d
n=0 0

N 2n+1

o2n+1’

n=0

f) W rozwiazaniu wykorzystamy rozwiniecie funkcji e* w szereg Maclaurina, tj. wzdr

oo
A i
=2

gdzie z € R.
Zatem
A o0 oo 271
—-1= = Z —|z", gdzie z € R.
n=0 n=1 n
Ostatecznie
2z et Hn+1
[4 -1 1 2 n 3
. _—_; J— —Z——x =Zmz,gd21ez€R.
n=1 n=0

Uwaga. Zakladamy tutaj, ze w punkcie T
-1

réwna granicy lim =2.
z—0

g) Korzystajac z podanego w przykladzie a) rozwiniecia funkcji T

rina dla |-—z31 < 1, tj. dla |z| < 1, mamy

= 0 rozwazana funkcja przyjmuje wartosé

1
w szereg Maclau-
-z

1 1 = 3\ n - n, _3n
1+x3=1—(—z3)=n§=:0(_x) =;("1) o

Ostatecznie
11—z 1 z _ f:
1+22  1—(=2%) 1-—(-23)"
n=0
gdzie
(-1)*
= (-

(-1)"2* =z Y (=1)"2°"

dla n = 3k,
dla n=3k+1,
dla n =3k +2.
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h) W rozwiazaniu wykorzystamy rozwiniecie funkcji In(1 + =) w szereg Maclaurina, tj

wzOr
o0

ln(l+x)ﬁzgﬂx" dzie —1<z<1
= — n y 8 X L
Mamy
2 o n+1 2\ "
2\ _ ° (_1) -
ln(4+z)—ln4+ln(l+ ) 1n4+z—; - (4>
_ = (_1)"+1 2n = n
ln4+ZTz _chz ,
n=1 n=0
gdzie
In4 dla n =0,
o = 0 dla n=2k-1,
nT k+1
C T dl =

2
Szereg ten jest zbiezny dla z spelniajacych nieréwnos$é —1 < % <L, tj.dlaz €[-2,2].

® Przykiad 3.5

Stosujac twierdzenia o catkowaniu i/lub rézniczkowaniu szeregéw potegowych ob-
liczyé sumy podanych szeregéw:

( 2  n SN
an D2 Nl DGy

Rozwiazanie
a) Stosujac twierdzenie o catkowaniu szeregéw do zbieznego szeregu geometrycznego
20

E z*, gdzie |z| < 1, otrzymamy
k=0

Z drugiej strony

oo
> =
b

dt .
oraz /l—f = —In(l - z), gdzie |z|< 1.

k=0 0
Ostatecznie
Z— = ~lIn(l —z), gdzie |z| < 1.
1 = 2
Przyjmujac w ostatniej réwnosci z = -3 otrzymamy Z (n2')' =1In 3

n=1
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b) Teraz stosujac twierdzenie o rézniczkowaniu szeregéw do zbieinego szeregu geome-

trycznego otrzymamy

[oe] ! [ee]
Zz" = an""], gdzie |z| < 1.
n=0 n=1
Z drugiej strony
n) (] ) _ 1 .
N
n=0
Zatem
= 1
n—1 __ 3
an == gdzie |z| < 1.
n=1
Przyjmujac w ostatniej réwnosci z = 3 otrzymamy
Zoo: n 1 _9
gn—1 2Ty
RN
3
- 1w 19 3
- n 1 n _ 1.9 3
btqdmamyZ:;—H_ 323n_1 =31 7
n=1 n=1

c*) Ze wzoru na sume nieskoficzonego ciaggu geometrycznego wynika tozsamoéé

ot = L t] < 1.
— 11—t

Catkujac na przedziale [0, 2], gdzie |z| < 1, obie strony powyzszej tozsamosci otrzymamy
Z"+2

E =—-z" -z —In(l —z).
m—— 52— n(l —z)

n=1

Dzielac teraz obie strony ostatniej réwnoéci przez z? dostaniemy

=~ " 1 z+In(l-1)
T z+In(l-z .

E e gdzie |z| < 1.

n=1

Dla z = 0 po prawej stronie nalezy zastosowaé przejécie graniczne z — 0. Z kolei réz-

niczkujac obustronnie powyzsza tozsamoéé otrzymamy

io: n_n-t_ z? + 2(1 —z)(z+1In(1 —z))
— n+2 - (1—1z)z8 '

Stad po pomnozeniu obu stron ostatniej réwnoéci przez © mamy

—~ n . 224201 —z)(z+In(1- 1))
Z"+21‘ = o) dla |z] < 1.

n=1




.. 1
Podstawiajac w tym wzorze z = A otrzymamy

[o )
n 45 4
————— = —+50Iln -
Z(n+2)5” g to0ng
n=1
d*) Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego zbieznego mamy

ztan = t3’ gdzie [t| < 1.

Catkujac obustronie po odcinku [0, z], gdzie |z| < 1, powyzsza tozsamosé otrzymamy

=\ gl 20+1 1, (1-z)
= - — arct —=In——
23n+1 “’\/‘achg /3 6 2 tz+1
Dzielac obie strony ostatniej réwnoéci przez r otrzymamy
o 3n
T 1 2z + 1 -z z)?
= —14 —arct dl <1

Z;3n+1 +\/§zarcg V3 61: 1:2+z+1 a |z|
n=

Dla z = 0 po prawej stronie nalezy zastosowaé przejscie graniczne z — 0. Aby teraz wy-

znaczy¢ sume rozwazanego szeregu nalezy w otrzymanej réwnosci podstawié z = \3/—5
Zadania
O Zadanie 3.1

Zbada¢ zbieznoé¢ oraz zbieznoéé bezwzgledna podanych szeregéw:

(ﬂ)

1)n+1. "' o (_l)nn. o (
1L G WS () 9SG e

O Zadanie 3.2
Wykazaé zbieznoéé odpowiedniego szeregu i nastepnie na podstawie warunku ko-
niecznego zbieznoéci szeregéw uzasadni¢ podane réwnoéci:

) lim o5 =e0i b) lim g =05 o) Jim =0, %) lm TR =

O Zadanie 3.3
Wyznaczy¢ przedziaty zbieznosci podanych szeregéw potegowych:

00 " [e ] . o0 . 3y i
a)nz::lm; b)gz:ln(:c—2) ; c);(_:_ai; d*)z

O Zadanie 3.4
Znalezé szeregi Maclaurina podanych funkeji i okreslié przedzialy ich zbieznosci:
T
b) cos 5 c) ze™?; d) e)shz; f*)sin*z.

a) 2 r .
1-3z’ 9+ z2’
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O Zadanie 3.5
Stosujac twierdzenia o rézniczkowaniu i/lub catkowaniu szeregéw potegowych ob-
liczy¢ sumy podanych szeregéw-

ad 1 n+1 ad
a)g(nﬂ)?“ b),; ;
">

* > n . ad Tl
)Z‘l(nmpn’ X::T

(2n + 1)4"

Odpowiedzi i wskazéwki

3.1 a); b) zbiezny bezwzglednie; c); d*) zbiezny warunkowo.
3.3 a) [-2,2); b) (1,3); c) [—4, —2]; d*) (—e,€).

342)2+42-30+2-3%0% 4., +2-3"2" +. ,R:%,
2 4 2n
T T T
b)l- —+ — —... —1)" e R =
V-t 4'24 N Gayaem T B= oo
c)a:—Zz +——z +. +(-—l)"g—'—x"“+...,R=oo;
3 a nén+1
d)___+3_s+ S+ (=" 32(n+1)+ , R=13;
2 gt £2ntl
—4+—=4+... 4+ ———+...,, R=o0;
ottt Tyt tE
f*) Wskazéwka. Wykorzystaé¢ tozsamosé sin'z = %cos 4z — %cos 2z + %
= L16m —4.4" .
-1y —— = 00.
2;( VS ay F =
325
3.5a) 2in2; b)—-c)-d*)6—81n2 e*) f*)] 3.
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FUNKCJE DWOCH | TRZECH
ZMIENNYCH

Czwarty tydzien

Zbiory na plaszczyznie 1 w przestrzeni (3.1). Funkcje dwéch i trzech
zmiennych (3.2). Granice funkcji w punkcie (3.3). Funkcje ciagle
(3.4).

Przyktady
Przykfad 4.1

Zbadaé, czy podane zbiory sg ograniczone, otwarte, domkniete:
a) A= {(m,y) ER?: 2z < 2?42 <4:L'};

b) B = {(r,y,z)ERsz O<z<6—3x—2y,x>0,y20}.
Zbadad, czy zbiory te sa obszarami.

Rozwiazanie

a) Zbiér rozwazany w tym przykladzie jest
ograniczony dwoma okregami (z — 1)% +
y? =11 (z—2)°+y? = 2? (zobacz rysunek).
Zbidr A jest ograniczony, bo jest zawarty
np. w kole o érodku w poczatku uktadu i
promieniu 5. Zbidr ten nie jest otwarty, bo
nie ma otoczenia np. punktu (0, 0), catko- o z
wicie w nim zawartego. Zbiér A jest do-
mknigty, bo zawiera swdj brzeg, tj. dwa
ograniczajace go okregi. Zbidr jest obsza-
rem domknietym na ptaszczyZnie, bo kazde
dwa punkty z jego wnetrza mozna potaczyé
tamana caltkowicie w nim zawarta.

ullllllll
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b) Zbiér B jest ostrostupem (zobacz rysunek). Zbiér ten jest ograniczony, bo jest za-
warty np. w kuli o srodku w (0,0, 0) i promieniu 6. Natomiast zbiér ten nie jest otwarty,
bo np. punkt (0,0,0) nie ma otoczenia catkowicie zawartego w nim. Jednakze zbiér B
jest domkniety, bo zawiera swdj brzeg, tj. Sciany ostrostupa. Zbiér B jest spéjny, bo jest
wypukly. Z rozwazan tych wynika ostatecznie, ze zbiér ten jest obszarem domknietym
w R®.

Przykiad 4.2 , _ L .
Wyznaczy¢ 1 narysowaé dziedziny naturalne podanych funkcji:
a) f(z,y) = Vzsiny; b) g(z,y) = arcsin\/y — V.

Rozwiazanie
a) Dziedzina naturalna funkcji f jest zbiorem par (z,y) € R? spelniajacych nieréwnosé:
zsiny > 0. Mamy

. 20 <0
> = L7 L
zsiny > 0 { sing >0 lub { siny < 0

1320, ZL‘<0, )
= { 2kr Ly < 7™+ 2w lub { —7+ 2k7 <y < 2k, gdzie k € Z.

Dziedzina naturalna funkcji f jest zaznaczona na rysunku.

M
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b) Mamy
Dg:{(zy)ERz' y—-\/—gl,zZO}

Na rysunku zaznaczono zbiér D,.

— (@ eR: Vi<

41

14+ /7,

WV

y <

® Przykiad 4.3

Znalezé¢ poziomice wykreséw podanych funkcji i na
kresy tych funkcji:

2) flz.y) =2 o* - !

y';  b) f(x,y) =

Rozwigzanie

1+a2+ 32

te] podstawie naszkicowacé wy-

) flz,y) = —v9 -y

a) Wiadomo, ze wykresy funkcji postaci z = f (\/xz + y2) sa powlerzchniami obroto-

wymi powstalymi z obrotu wykresu funkcji z = f (|
funkcji rozwazanej w zadaniu jest powierzchnia parabo
paraboli z = 2 — z°, y = 0, woké} osi Oz. Poziomicam
¢ sg zbiory {(ay) € R*:
$rodku w poczatku uktadu i promieniach r = /2 — c,

2—(z2+y2)=c},gdziec<

z|), y = 0, wokdt osi Oz. Wykres

loidy powstalej z obrotu wykresu
1 wykresu tej funkcji na poziomie
2. Poziomice te sa okregami o
¢ < 2. Na rysunkach widoczne sa

poziomice odpowiadajace poziomom ¢ = 2, ¢ = 0, ¢ = —2 oraz wykres funkcji.

b) Takze w tym przyktadzie

HIIhI\uh

'h
D

hln..[.uiiiillllllllllllllll|Il||ll|l||l|!||

wykres funkcji jest powlerzchniag obrotowa. Powierzchnia
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ta powstata z obrotu wykresu funkcji z = ——, y = 0, wokdt osi Oz. Poziomicami

1+
wykresu badanej funkcji na wysokos$ci ¢ sa okregi o srodku w poczatku ukladu i promie-

. 1
niach r = 4/ = — 1, gdzie 0 < ¢ < 1. Na rysunkach widoczne sa poziomice odpowiadajace
V ¢

0.

\Y

1 . ..
¢= ¢ oraz fragment wykresu tej funkcji dla z > 0, y

1
2’

poziomom ¢ =1, ¢ =

c) Wykres funkeji postaci f(z,y) = h(y) jest powierzchniq walcowq o tworzacych
réwnolegtych do osi Oz. Dziedzing funkcji f(z,y) = —/'9 — y? jest zbidr

Dy={(z,y) e R: -3<y<3}.

Natomiast zbiorem wartosci tej funkeji jest przedziat [—3,0]. Zatem jej poziomice
mozemy wyznaczy¢ tylko na poziomie ¢ € [—3, 0]. Z definicji poziomicami wykresu
funkcji f na wysokosci ¢ sa zbiory

{(z,y) € Dy : f(z,y) =c}.
Zatem w naszym przypadku mamy —+/9 — y? = ¢, gdzie —3 < ¢ < 0. Stad

y=vV9—c? lub y=—-v9-—c2

4y z
2 c=0 -3 o 3
=—1
2v2 ¢ y
VI
— 3
C:“s
(o] T
z=—+/9—-y?
4 c=—2
—2v32
c=-1
c=0
-3
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Sa to réwnania dwdch prostych réwnolegtych do ost Oz i symetrycznie wzgledem
niej potozonych Na pierwszym rysunku przedstawiono poziomice odpowiadajace
wysokosciom ¢ = =3, ¢ = =2, ¢ = —1 oraz ¢ = 0, a na drugim wykres funkcji.

Przyktad 4.4
Zbadaé, czy podane ciggi punktéw na ptaszczyinie lub w przestrzeni sa zbiezne
(dla ciagu zbieznego wskazaé jego granice):

n?-1 _ W(n2+1))

a) (Tn,Yn) = (arcsin ma ,sin o

; b)(xn;yn,zn):(%»%,l " )

nn+l

Rozwiazanie
a) W rozwazanym przykladzie mamy

-1 o (n®+1)
I, = arcsin = sin ————=.
" 2y U 2n
Zatem
. R . oni-1 . T R . . 7r(n2+1) .
lim z,= lim arcsin =arcsinl = =, lim y, = lim sin nie istnieje.
n—oo n— 00 7l2+1 2 n—oo n—oo 2n

Tak wiec dany w przykiadzie ciag punktéw na plaszczyZnie jest rozbiezny.

b) Dla rozwazanego tu ciagu mamy

n

1
In = YN, Yn = —, zn=In .
" \/— y n " n+1

Poniewaz

. . . .1 . .
lim z, = lim ¢Yn=1, Lm y,= lim — =0, lim z» = lim In =
n~— 00 n— 00 n—oo n—oo N n— o0 n—oo .M + 1

0,

wiec ciag punktéw w przestrzeni dany w przykladzie jest zbiezny i jego granica jest punkt
(1,0,0).

Przyktad 4.5
Obliczyé, jezeli istniejg, granice podanych funkcji:
2
a) lim i ; b lim %;
(z.9)—(0.0) T +y (z9)—=(0.0) 2% +y
Ve
¢ lim & . %) il

- lim
(2.9)—(0,0) \/22 + 32 (z,9)—(0,0) 322 + 2y

Rozwiazanie

a) Pokazemy, ze granica lim nie istnieje. W tym celu wystarczy wskazac

(z,y)—=(0,0) T+ Yy
dwa ciagi (z:,, y;>, (zl,:, y;:) zbiezne do punktu (0, 0) takie, ze wartosci funkcji f(z,y) =

T odpowiadajace wyrazom tych ciagéw sa zbiezne do réznych granic. Niech (zl", yln) =
Ty
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1 . " 1" 1

(O, —) oraz niech (zn,yn) = (—,0) dla n € N. Wtedy
n n

i 0 1" l
lim #,— = lim ——— =0 oraz lim ——2— = lim ] n
n—oo Ty + Yn n— 00 0 + l n—oo Ty + Yn n—oo 1 40

n

= 1.

Otrzymaliémy rézne granice, zatem granica funkcji rozwazana w zadaniu nie istnieje.
b) Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach pokazemy, ze
2 2
. z
m '—'2“‘—y—2 =0.
(z,9)—=(0,0) 2° + ¥

Dla kazdego punktu (z,y) # (0,0) prawdziwe sa nieréwnosci

2,2 2
Ty 2 Y 2 2

Sy Iz2_|_y2 ST
Poniewaz dla funkcji ograniczajacych mamy

lim 0=0 oraz lim ? = 0,

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
wiec takze
2iy?

1m — 5 =
(z.v)—(00) 22 + y?
c) Wyznaczenie szukanej granicy sprowadzimy do znalezienia granicy funkcji jednej

. . .. 1
zmiennej. Podstawiajac u = ———\/—— mamy (z,y) — (0,0) <= u — oo. Zatem roz-

z? + y2
wazana granica przyjmuje réwnowaznga postaé
. u
lim —
u—co €%
Teraz stosujac do otrzymanej nieoznaczonoéci — regule de L’Hospitala otrzymamy
. u H . 1
lim — = lim — =0.
u—oco €% u—oco €%

Zatem szukana granica jest takze réwna 0.

d) Pokazemy, ze badana granica nie istnieje. W tym celu rozwazmy ciagi

o) =0 (o) = (b

yIn = L A1 Zn,Yn = T T 4N .

m Y n Y n’ n(l—2n)

Kaidy z nich jest zbieiny do punktu (0,0), gdy n — oo. Jednakze wartoéci funkeji

flz,y) = d—;—?{T dla pierwszego ciagu sa zbiezne do 0, a dla drugiego do 1. Rzeczywiscie
z Y

mamy odpowiednio

] 0 - l
lim ——nfn = Jim L = 0;
n—o00 3 (In) + 2yn n— 00 3. 02 + ;
1 3
lim Tndn . lim n_n(l—2n) 1
= =1
n—oco " " n—o00 1 3
15 I () e—" -
n) T 2) T n(1 —2n)
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Oznacza to, ze badana granica nie istnieje.
Uwaga. Mozna pokazaé, ze jezeli (z,y) — (0,0) oraz punkt (z,y) nalezy do I éwiartki

uktadu wspéirzednych, to 3—1-%—2—1/— — 0.

Przyktad 4.6

Znalezé zbiory punktéw ciaglosci podanych funkeji:

B Sy =] YA Ao 220y gy gy AL
! dla z < 0; T 2422 -1

Rozwiazanie

a) Funkcja f jest ciagla na pdlplaszczy-

znach otwartych T i

T_ = {(z,y)€R2; T <0},
T4 ={(z,y)€R2; z:>0},

I

m
HI

Ill /
-
gdyz jest tam okreslona odpowiednio przez
funkcje ciagle g(z,y) = 2, h(z,y) =
\/22 + y2. Ciaglo$¢ funkcji f na prostej
z = 0 zbadamy z definicji. Badania te prze-
prowadzimy najpierw w punktach (0, —2),
(0,2) tej prostej. Mamy wiec f(0,—2) = 2

J "nmmm p
il

==
i
‘E

N »———-———A-

oraz
lim flz,y) = lim 2=2,
(z,y)—(0,~2) (z,y)—(0,—2)
{z,y)€m_ (z,y)Em_
lim flz,y) = lim Vz2+y? =2
(z,9)—(0,-2) (z,y)—(0,-2)
(z,y)€my (z,y)€my

Oznacza to, ze funkcja f jest ciagta w punkcie (0, —2). Podobnie mozna uzasadnié, ze
funkcja f jest ciagta w punkcie (0,2). Pokazemy, ze sa to jedyne punkty ciaglosci funkcji
f na prostej z = 0. Rzeczywiécie, niech (0,y0) bedzie dowolnym (réznym od (0,—2) i
(0,2)) punktem tej prostej. Wtedy

lim flz,y) = lim 2=2
(z,y)=(0,y0) (z,¥)—(0,y0)
(z,y)em_ (z,y)€m_
oraz
lim f(z,y) = lim V2 4+ y? = \/y2 = |yo| # 2.
(z,y)—(0,y0) (z,y)—(0,y0)
(z,y)ery (z,y)Emy

OtrzymaliSmy réine granice, zatem funkcja f nie jest ciagta w punkcie (0,y0) . Wykres
funkcji f przedstawiono na rysunku powyze;j.
L. .. zy +1
b) Dziedzing funkcji f(z,y,2) = e
Funkcja f jest ciagla w swojej dziedzinie. Wynika to z twierdzenia o ciaglosci ilorazu
funkcji ciaggtych. Funkcje w liczniku i mianowniku sa ciagle na R®, gdyz sa wielomianami

zmiennych z,y, z

jest przestrzein R® bez walca z° + 2% = 1.
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Zadania
O Zadanie 4.1

Sposrdd podanych zbiordw na ptaszczyinie lub w przestrzeni wskazaé te, ktore sa
ograniczone, otwarte, domkniete. Ktore z tych zbioréw sg obszarami?

a) ‘4:{(1‘“1/)61{2: .I‘2<y<21,2}’
b) B={(z,y.2) € R®: zyz =0};
C)C:{("L‘?yyz)ERSZ ,’E2+y2+z2<9}.

O Zadanie 4.2
Wyznaczyé 1 narysowaé dziedziny naturalne podanych funkeji:

xzy .’L'2+y2—4
a)f(l“y):ml b)g(z,y)zln—g_r2_y2§

¢) h(z,y,2) =V +Vy—14+Vz—-2; d)k(z,y,z) = arcsin (z2+y2+22—2).

O. Zadanie 4.3
Znalez¢é poziomice wykreséw podanych funkcji 1 na tej podstawie naszkicowaé te

wykresy:
a) flz,y) = Vr?+y% b) g(z,y) = V4 —z? —y?;

¢) h(z,y) =siny; d) p(z,y) =e*7Y.

<

O Zadanie 4.4
Zbadaé, czy podane ciagi punktéw na plaszczyznie lub w przestrzeni sg zbiezne
(dla ciagéw zbieznych wskazac ich granice):

T 2
) n) = (050 2)i ) (nm,zn) = (s V23).

O Zadanie 4.5
Obliczyé, jezeli istnieja, granice podanych funkcji:

. N 1- 4y
a) lim  (z? + y?)sin —; b) im 0s (2 +2y ).
(z,9)—(0.0) Ty (z9)=(00) (22 4 y?)
, oy -2 . in® &
¢) lim _:;4—3/_2; d)  lim sz z
(z.y)—(1,1) 2 +y* — 2 (z.9)—=(70) Y
SRt In (22 + y?) £) i 2%y
e 11m ni{r 3 m —
(za)m0.0)” Y (z.9)—(0,0) 2% + y?
4 4 2
g*) lim :c2+y ; h*) im it
(z.y)=(0,0) 22 +y (z.y)—=(0.0) 2* +y°

O Zadanie 4.6
Znalezé zbiory punktéw cigglosci podanych funkcji:
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a)f(x,y):{\/l_xz“y dla 2 +3” <1,

dla z? 4 y? >1

: _f sinx dla y>0 oraz z€R,
b)f(x,y)_{l dla y<0 oraz z€ R.

Odpowiedzi i wskazowki

?? a) nieograniczony, otwarty; b) nieograniczony, domkniety; c) ograniczony, otwarty,
obszar.

??a) Dy = {(z,y)e R : 2+ >25}; b) Dy = {(z,y) eER :4<®+4 <9};
c) Dy = {(I.y,z)e R:z>0y21,:z 22};

d) Dy = {(z,y,z)ERJ: 1<x2+y2+22<3}‘

?? a) Dy = R®, {(z,y) eDf:z* +4° =:h2}; b) Dy = {(x,y) eR*: P +4° <
{(:r y) € Dg: 2’ +4¢° =4—h2}; c) Dn = R?, {(z,y) € Dy : siny = h}; d) D, =
{(z,y) € Dp: y=z—Inh}.

7?7 a) rozbiezny; b) (1,1, 3).

4
R2

77 a) 0; b) 7 c) nie istnieje; d) nie istnieje; e*) 0. Wskazéwka. Zauwazyé, ze dla

t >0,y > 0, z2 4+ 4> < 1 zachodza nieréwnosci yln (0+y2) < yln (12 +y2) <
. L , L, ro 1

0; f*) nie istnieje; g*) nie istnieje. Wskazdwka. Rozwazyé clagi (zn,yn) = (0, —),
n

"woon vV 1 1 . . L, o
(zn,yn) = <—£1—;————,——;); h*) nie istnieje. Wskazéwka. Rozwazyé ciagi (zn,yn) =

(1 ) (u u) (1 Wn+1>
_vO s ATy Yn | = R
n n n

??a)RQ;b)R2\{(z,y)eR2: y:O,z#%-}—Zkr,keZ}.
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RACHUNEK ROZNICZKOWY
FUNKCJI DWOCH | TRZECH
ZMIENNYCH

Piaty tydzien

l Pochodne czastkowe funkcji (4.1).

Przyktady

® Przykfad 5.1 i v -
Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu podanych funkcji:

a) f(z,y) = e siny, b) f(z,y) = arccos g; ¢) flz,y,2z) =z¥ — 2%,
T
Rozwiazanie
a) Dla (z,y) € R*> mamy
of _ 9 (e’gsmy) = iy 2z sin y

Jor or

oraz

ﬂ — _Q_ <612 sin y) — 612 siny :132 cos y.
9y 9y

b) W punktach (z,y), ktérych wspélrzedne spelniaja nieréwnoéci = # 0, —1 < y <1,
T

mamy: ?iz ;) ( y)= .

oz 1_( )2 T2 lz|\/72 — y?

8 e
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oraz
af _ -1 (l)_ —|z| _ . _sgnz
dy 1_(2)2 z x\/x2—y2 \/z'z_yz
T
c) W punktach (z,y, z), ktérych wspétrzedne spelniaja nieréwnosci z > 0, z > 0, mamy:
Zi ad ( zlnz) =ny—1 -'an'CIlnz:yl‘y_l—ZIan,
8f— 6 (yl'"z ) Inz -e¥"* —0=1Inz z¥
dy
oraz
g_jz‘- = -(;2; (z¢ = 2")=0—gz" ' = —z2"7!
® Przykiad 5.2

Korzystajac z definicji zbadaé, czy istnieja pochodne czastkowe rzedu pierwszego
podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(z,y) = Va3 -3, (zo,%0) = (0,0);

1'3+y
— = dl
b) fz,y,2)={ 22ty 22 O (2,9,2) # (0,0,0), (20,90, 20) = (0,0,0).
0 dla (z,y,2)=(0,0,0),
Rozwigzanie
a) Mamy
o 002 i L8200 =10,0) L (A2 -0 Ar
5, (0,0 = lim_ Az = lim Az = gmoa =

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze %:;(0, 0) = -

b) Mamy
af def . f(Az,0,0) — f(0,0,0) o Az -0
dz 37000 = AxT»o Ar - Algﬁo Ar L
1
——0
def ) f(0,Ay,0) — f(0,0,0) . Ay
0 - Ay
(0 0,0) = A;—»O Ay AI;IEO Ay oo
def . f£(0,0,Az) — £(0,0,0) i 0-0
(0 0.0) = Azn-—1>0 Az Airﬁo Az

Zauwaimy, ze druga z obliczonych pochodnych czastkowych jest niewlasciwa.

® Przykiad 5.3

Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe druglego rzedu podanych funkeji i spraw-

dzi¢, czy pochodne czastkowe mieszane sg réwne:
2
a) flz,y) =2y + =;  b) f(2,,2) = ¢+ cos5z.
y
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Rozwiazanie
a) W punktach (z,y) € R?, gdzie y # 0, mamy

o L0 (P, oo, )
oz ~ 9z \*Y y3 =Y v 9y Oy LI '

Obliczajac dalej pochodne czastkowe otrzymamy

L0 ()0 () 2 2
0x2 oz \az/) = oz \Y v ) ¥ y3
25 _ o (af\_o (, 3\ _| &
dzdy dr \dy )/~ Oz yt ) T yt’

Ll (E)-L2 (B
y

i

dydz dy \ oz Oy yt'

82 2 2 2
OF 9 (ofN_ 9 [, 3T\ _, 1227 _ 2%
gy*  Jy \ 9y 9y yt y° y°
Pochodne czastkowe mieszane sa sobie réwne.
b) W punktach (z,y,z) € R* mamy

a a
of (eszew cos 5z) =337 e*¥ cos 52,

or oz
% = % (esre“’ cos 5z) = 4¢3 ¢*¥ cos 5z,
oraz
Z—f = ai (eaze“’ cos 5z) = —5e3"e*¥ sin 52.
z z
Obliczajac dalej pochodne czastkowe otrzymamy
2
g—f = (—;—9; (gi) = 82‘ (Sesxe” cos Sz) = 9¢%e*V cos 5z,
T T T
82
%—(g—y = % (%) = % (463164!‘ cosSz) =12¢>%¢*¥ cos 52,
02 el
8z8f =5 (g—i—) = ai (—Seszewsin 5z) = —15¢>%¢*¥ sin 52,
z T T
82
8y8fz = % (%) = aa—y (3e3Ie4y cos 52) = 12¢*¢*¥ cos 52,
o2 Is]
3_315 = % (%) = 83 (4631643’ cos 5z) = 16e°"e*¥ cos 52,
Yy
82
8y3fz = ;—y (g—i) = % (—5631649 sinSz) = —20e**e*¥ sin 5z,
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Odpowiadajace sobie
® Przyktad 5.4

2 2

Zbadaé, czy réwnosé (’i:gy(o’ )= 866
zy (z* - y?)

f(z,y) = 2%+ y?

Rozwiazanie

5 (5) =3

pochodne mieszane sg réwne.

0

dla (z,y) # (0,0),
dla (z,y)

e} z .
3 (3631543' cos Sz) = —15¢>"¢*¥ 5in 5z,
z
0 3z _4y 3z _4y _.
32 (46 e 7 cos 52) = —20e""e 7 sin 5z,
(-Se“e“ sin 5z) = ~25e%%¢*¥ cos 52.

(0, 0) jest spelniona dla funkcji

=(0,0).

51

Poniewaz funkcja f jest okre$lona w punkcie (0,0) osobnym wzorem, wiec pochodne

czastkowe mieszane musimy obliczyé z definicji. Mamy

K
dzdy

*f

dyoz ©,

0= (35
2 (3f
0) = ()y (c')z

Potrzebne nam beda zatem pochodne czastkowe:

aof .
w(Az,O), gdzie Az # 0;

Pochodne czastkowe

dy

of )
'8—y(0) 0)1

3]
Az,0
(0,0) %< def 6y ( z,0) - 8y
x——o Az
of of
Yoot g 20O
Ay—»O Ay

of . of
5(0, Ay), gdzie Ay # 0 oraz —8—5(0,0).

$rednio korzystajac z regul rézniczkowania funkcji. Mamy wiec

af )
5y (8 0)—@(

zy (27 —y?)

((az)°-0) [(Az)*+0] 0

(Az,0)

~ (x3—31:y2)(x2+y2) _ 2zy2(12—y2)
B (22 +9%)°

Podobnie

af )
E(O)Ay) E (

(0 - (a9)*) [0+ (Aay)’]

((Az)2 + 0)2

x2+y2

zy (Iz_yz))

(0,Ay)

~ (3z2y—y3) (z2+y2)— 222y (22——y2)
+92)°

(0+(a9)*)?

= Arz.

-0

—Ay.

(22

ﬂ(Az,O) oraz g—zf—((),Ay) dla Az, Ay # 0 mozna obliczyé bezpo-

(Az,0)

(0,ay)
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Natomiast pochodne czastkowe g-f(o, 0), %(0, 0) musimy obliczy¢ korzystajac z defini-
cji. Mamy zatem
af def . f(Az,0)—f(0,0) . 0-0
dz 0,0 = Alilﬂo Az - Alggo Ar 0
oraz
of def . f(0,Ay)—f(0,0) .  0-0
dy (0,0) = Al;r_[lo Ay N Ali,ril.o Ay
Wracamy teraz do pochodnych czastkowych mieszanych:
af af
%1 0.0)% im oy 270 = 5,0 lim 2270
drdy T az—o Az T az—0 Az
of of
K (0,0) 2L lim 508 ~ 5,00 im —2Y=0_
dydz T Ay—o Ay Tay—0 Ay 7
Zatem
o f 2 f
c'hsay( ,0) # dyoz 0,0
Przyktad 5.5 , E ‘ .
Obliczyé wskazane pochodne czastkowe dla podanych funkeji:
a) E)S_f f(z.y) = ze¥; b) _f f(z,y,2) =In(z? + 2y — 2)
dzdy*’ ' ’ 0220z0y?’ R ‘

Rozwiazanie
a) Mamy

8° _ a* d _ o* _
gaay ") = moay (a—y (ze “)) = Gagys ()
( )

b) Kolejno mamy
of _

9
dy 9y
’*f_0 (af)\_ o 2 - —4

dy?  dy \ 9y dy \z2+2y—2/) (z2+42y—2)

Ff o (f\_ 3 —4 _ 16z
dzdy? ~ 9z \ 9y? ] ~ Oz (22 + 2y — 2)° T (22 42y —2)*

2

(ln (:1:2 +2y — z)) = P ioy—z
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of K Of \ _ 9 16z _ 48z
9z0z0y? ~ 9z \ 0zdy? | = O (z2 +2y — z)3 - (z2 42y — 2)*’

*f 0 o' f Kkl 48z _ 192z
92201dy? ~ 9z \ 8z0z0y? 9z \ (22 + 2y — 2)* - (z2 + 2y — 2)°

Zadania
O Zadanie 5.1
Obliczy¢ wszystkie pochodne czgstkowe pierwszego rzedu podanych funkcji:
1—zy _ z )
a) f(z,y) = arctg P b)f(m,y,Z)—m,
n¥
o) flz,y)=e %, d) f(z,y,z) = sin(z cos(ysin z)).

O Zadanie 5.2
Korzystajac z definicji zbadaé, czy istniejg pochodne czastkowe rzedu pierwszego
podanych funkeji we wskazanych punktach:

2 +y* =0,
Dien={ 7Y 20w =00,
b) f(x!yﬂ Z) = Vs -Ty(z - 1)7 (1'0,1/0,20) = (0)0) 1))
r dla y=0,
M flzy) =4 y* dla r=0, (zo,y0) = (0,0).
1w pozostatych punktach ,

O Zadanie 5.3
Obliczyé wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu podanych funkcji i spraw-
dzié, czy pochodne czastkowe mieszane sa réwne:

a) f(z,y) = sin (z* +y*); b) f(z,y) = ze™;

1
c T, Y 2) = —————;
) f(z,y.2) P

d) f(z,y,z) =In(z®+ y* + 2 +1).

O Zadanie 5.4

Zbadadl, czy réwnosé 0°f (0,0) 0 (0,0) jest prawdziwa dla funkcji
b e = o Z1V N
Y Ozdy "’ Oydzx "’ Jesk pr & J
22yB
5 5 d] ) ) ) 3
a) flz,y) =14 z24y2 O (2,9) #(0,0) b) f(z,y) = Vzb - 8y>.
0 dla (z,y) = (0,0);

O Zadanie 5.5
Obliczy¢ wskazane pochodne czastkowe dla podanych funkeji:



54 Rachunek rézniczkowy funkcji dwéch i trzech zmiennych

84f _ I+y.
9y20z0y flz,y) = P _‘1‘/‘,

63]’ _ x2y3' 85f - ry+z
)axayaz f(zvyvz)— 2 ) d) axayzazzy f(.'l:,y, ) e

03 f o
a) 920y’ f(x,y) = sinzy; b)

Odpowiedzi i wskazowki

2 2 2 2 2
5.1a)ﬂ:—— 1+y (9f__ 1+2 ) %_ -4y +z

L+224+3y2+2292° 9y~ 1 +22 432 +22y2’ 8:6-(?:.—3}2—;,2—2)2’
af _ —2zy af —2zz )
of ysin¥ 5 y sin¥

c) =~ = —=-cos >¢ , =— = —cos e
)01‘ z? T dy ’

d) Z_f = cos (z cos(y sin z)) - cos(y sin z), of = —cos (z cos(ysin z)) - zsin(ysin z) - sin z,
T

dy
af . . .
3. = 08 (z cos(y sin z)) - z sin(y sin z) -y cos z.

52a) (0 0) = (0 0) =0, b) 001) 5(0,0,1)=%§(0,0,1)=0,
c*) (0 1) =1, gf(o 1) = 0.
9° 9’ .
5.3a) 8z8fy 5;5% = —4zysin (I2 + yz); b)
3f o’ f 3y

©) 9oy _ Oyor (22 + 92 + 22)2 /22 + 42 + 22
o2f _ of 322
910z ~ 920t (22 + 32 +22)2 /22 + 42 + 22

o f o f 3yz

0ydz =~ 8z0y (22 + 2 + 22)? \/m’
*f *f —8zy° o2 f A% f —12zz°
) 9z dy - dyoz - (2 + y* + 28 + 1)2’ 920z 020z (22 + y* + 25 + 1)2'
f  9o*f —24y° 2°
dydz = 9z0y (x2 +y* + 26 + 1)2'

‘92 (0,0 = 0; b) 2’; (0,0) =0,

’f _ &f

—_— = Ty .
dzdy  Oydr e (2 + zy);

82f
drdy

3*f
5.4 a) awy(o, 0) = ———(0,0) nie istnieje.

5.5 a) —z(2sin zy + zy cos zy); b) W; c) —6z (—-) ; d) 2™ (2 4 y).
- z
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Sz6sty tydzien

I Rézniczka funkcji (4.2). Pochodne czastkowe funkcji ztozonych (4.3). I

Przyktady

® Przyktad* 6.1
Korzystajac z definicji zbadaé rézniczkowalnosé podanych funkeji we wskazanych
punktach:
a) fle,y) = ¢* =%, (zo,p0) = (1,-2);

Y dla (z, 0,0),
b) fle.y) =4 Vet #2000 = 0,00

0 dla (z,y) = (0,0),
Rozwiazanie

W rozwiazaniach wykorzystamy definicjg: funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie (zo, yo)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi réwnosé

(o + 87,30 + B9) ~ £ (20,0) = 2L (z0,30) A7 = 5L (20,30 29

. 8y .
lim — =0.
(bz,8y)-+(0,0) (Az)? + (Ay)?
a) Dla funkcji f(z,y) = 22 — y? i punktu (zo,y0) = (1, —2) mamy
af d /2 2
dx( ’ ) 9z (z y ) (1,-2) xi(l,—Z)
oraz
af O (2.2
i, —2)= = (22— = —2yl,, . =4
5y " ) Jy ( y ) o yl(l, 2)
Sprawdzimy teraz, czy zachodzi réwnos$é e. Mamy
y [(1+A2)? = (=24 Ay)?] = [17 = (-2)*] — 247 — 44y
m =
(Az,Ay)—(0,0) \/ (Az)2 + (Ay)
_ (Ao = (A9 L (AF (M) - 28y

lim 1
(82,89)—(00) \/(Az)? + (Ay)?  (Az.89)—=(00) V(Az)? + (Ay)?

. : 2(Ay)?
= lim [ (Az)?2 + (Ay)2] - lim ————(—L)——
(Az.8y)—(0,0) (82,8y)=(0.0) \/(Ar)? + (Ay)?
Obie te granice sa réwne 0. Pierwsza réwnoéé jest oczywista, a druga udowodnimy ko-
rzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach. Mamy

(Ay)’ < (B82) +(8y)°

0< =
VB ¥ By b + Ay

(Do) + (B9)2.
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Funkcje ograniczajace maja w punkcie (0,0) granice réwne 0, zatem

. Ay)?
lim —(——y-)-———— =0
(a2.29)=00) \/[Az)? + (By)?
Wracajac teraz do poprzedniej granicy widzimy, ze jest ona réwna 0, co oznacza, ze
funkcja f jest réiniczkowalna w punkcie (1, —2).

b) Dla sprawdzenia, czy réwnosé¢ e jest prawdziwa dla funkcji

% __a ’ 0,0),
f(r,y):{ Vit +y? 2 (@9 #(0.0) i punktu (zo,yo0) = (0,0),

0 dla (z,y)=(0,0)

konieczne jest wczes$niejsze obliczenie pochodnych czastkowych %(0,0), %[(0,0)‘ Po-
Yy

niewaz funkcja f jest zdefiniowana dwoma wzorami, wiec te pochodne czastkowe musimy
obliczyé z definicji. Mamy

af dges . f(O+Az,00—f(0,00 . 0-0

oz 0,0) = Alirﬁo Az - Al};r—[}o Az 0
oraz

af def . f(0:0+Ay)—f(0:0)_ : 0-0_

dy (0.0) = AILIEO Ay - AILIEO Ay =0

Przechodzimy teraz do sprawdzania réwnosci e dla badanej funkcji we wskazanym punk-
cie. Mamy

(Az)(8y) 1 _o—o
(Az)? + (Ay)? : (Az)(Ay)
m = llm TANZ LTANT”
(82,44)=(0,0) (Az)? + (Ay)? (az,8y)=(0,0) (Az)? + (Ay)

11

Pokazemy, ze ostatnia granica nie jest réwna 0. Niech (Azn, Ay,) = (—, -—) dla n € N.
n’n
Wtedy

lim (Azn,Ays) =(0,0)

oraz
1
oo (Azn)2 + (Ayn)2 n—oo _1_ + _1_ n—oo 2 2 .
n?  n?

Zatem badana funkcja nie jest rézniczkowalna w punkcie (0, 0).

Przyktad 6.2

Napisa¢ réwnania plaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji we wska-
sanych punktuch wykresu:

a) z =y 9_”1’—2—7/-2“) (mO)yOaZO) = (\/5)_\/:;1 2))
b) z = yIn (2 + 2%y — y*), (20,0, 20) = (2,1, 20) .
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Rozwiazanie

Réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji z = f(z,y) w punkcie (zo, yo, 20),
nalezacym do tego wykresu, ma postaé

z— 2z = 55(:’:0,3}0)(1[ — 130)+ 3‘5(10)3/0)(3’_ yo)-

a) Dla funkcji f(z,y) = /9 — 22 — y2 i punktu (2o, yo, z0) = (\/5, -3, 2) mamy

of V2 a ( —2z V2

L va - =2 (Va2 = 2) s — V2

oz ( \/—) oz y (V2,-3) 2 /g_rz_yz (VE-v3) 2
oraz

ﬂ(\/iv—\/i)zi(\/g“zz_y2> =“—_2y‘T_ ::—\{—/—:

dy dy (V2.=v3)  2,/9— 22— y2 (VE.-va) 2

Réwnanie plaszczyzny stycznej ma zatem postaé
2 3
c2= 2 V) 4 L (4 Vi),
czyli \/Ez——\/gy+2z—9=0.

b) Dla funkcji f(z,y) = yln (2 + 2%y — yz) mamy zo = f(2,1) =In 5. Ponadto mamy

2
3_(2,1)=_Eg1_2 _é,
oz 24 z%y—y (2.1) 5
2
of 2 2 y(z —2y) 2
Z2(2,1) = In (2 —y?) - T =In5— 2.
By(’l) n( +zy y) E In 5
(2,1)

Réwnanie plaszczyzny stycznej ma zatem postaé

i=lns=2@-2)+ (s~ 2) -1,
stad otrzymamy

4 2 6
=ze+(ms-2)y- ¢
z 5:c+(n5 5 Y 5

Wykorzystujac rézniczke funkeji obliczyé przyblizone wartodci podanych wyrazen
1.0
2) arctg 0.9; b) 0.98 .
V4.02 1.01201

Rozwiazanie

a) W zadaniu wykorzystamy wzér przyblizony

a 0
f(zo+ Az, yo + Ay) = f(zo0,%0) + a—zf- (zo,y0) Az + % (zo,90) Ay.
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Przyjmujemy
flz,y) = %_g—i,(xo,yo) =(1,4) oraz Az = —0.1, Ay = 0.02.
y
Stad f(1,4) = 0.1257 oraz
9f _ ——-12—— c?—f(1,4) —o0125, O _ acter 91,4y = —0.0156257.
oz (1+1z?%)/y Oz oy  —2yy Oy
Zatem
arctg 0.9
ACE 7 — £(0.9,4.02)
V4.02 ( /

2 0.1257 -+ 0.125 - (—=0.1) + 0.0156257 - 0.02 = 0.12531257 — 0.0125
~ 0.381181.

Dokladna wartos$é¢ tego wyrazenia jest réwna 0.365495. .. .
b) W zadaniu wykorzystamy wzdér przyblizony
f(zo+ Az, yo + Ay, 20 + Az) =

ad el . a
f(zo,y0,20) + 8_5 (z0,9y0,20) Az + 5% (zo,y0,20) Ay + %(wo,yo,zo)Az.

Przyjmujemy
y
flz,y,2) = x’ (%0, 90,20) = (1,1,2) oraz Az = —0.02, Ay = 0.01, Az = 0.01.
BE
Stad f(1,1,2) =1 oraz
of  yx¥! af
v ) a_ 11112 = ]y
Jz y? 8:1:( )
) Ylne -y? — z—1 .y
of _#'lnz-y T 91 (1,1,2) = 2,
9y (y*) 9y
af z¥-(=ly) af
_—= —(1,1,2) = 0.
Dz y? 8z(11 )
Zatem
0.98' 0

Torrer = J(0.98,1.00,2.00) & 1+ 1-(=0.02) =2+ (0.01) + 0 (0.01) = 0.96.
Dokladna warto$é tego wyrazenia jest réwna 0.960400. .. .

® Przykiad 6.4

a) Kat ¢ widzenia drzewa (zobacz
rysunek) zmierzony z doktadno-
cig A, = 0.01[rad] jest réwny
7r ’’ . . .
T2 odleglo$¢ d miejsca pomiaru

od pnia drzewa zmierzona z do-
ktadnoscia Ay = 0.1[m] jest
réwna 30.00 [m]. Z jaka w przy-
blizeniu doktadnoscia mozna ob-
liczyé wysokosé tego drzewa?
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b) Boki prostokata wynosza a = 10 cm 1 b = 24 cm. Jak zmieni sie¢ w przyblizeniu
przekatna p tego prostokata, jesli bok a zwigkszy sie 0 4 mm, a bok b zmniejszy
sie¢ 0 1 mm?

Rozwigzanie
a) Wysokos$¢ drzewa wyraza si¢ wzorem

h(p,d) =dtge.
Dokladno$é obliczenn wysokosci drzewa mozna wyznaczy¢ ze wzoru przyblizonego

oh

oh
Ah~ % A‘p'*- a—'d'lAd,

gdzie obie pochodne czastkowe sa obliczone w punkcie (g, d), ktdry jest wynikiem po-
miaréw. Mamy zatem

30.00
’A¢+{tgcp|Ad= - -0.01+’tg1"0‘1=0.7.
COs Z 4

Ap =~ >
cos* @

Wysoko$¢ drzewa mozna wyznaczy¢ w przyblizeniu z doktadnoscia 0.7 [m].
b) Przyrost AP wartosci funkcji P = P(a,b) w punkcie (a,b) odpowiadajacy przyrostom
Aa zmiennej a i Ab zmiennej b mozna przyblizyé rézniczka tej funkcji

JaP oP
AP ~ —a—a—(a, b)Aa + %(a, b)Ab

W zadaniu mamy P = y/a? +b?, @ = 100 mm, b = 240 mm, Aa = 4 mm oraz Ab =
—1 mm. Stad

a b _4-100-240-1 8

AP~ ————— A (=)= e = .
Va2 4 b2 (100,240) VaZ 4+ b2 (100,240) (=1 /1002 4 2402 13

Dlugosé¢ przekatnej prostokata zwigkszy sie¢ w przyblizeniu o 0.615... mm.

Przyktad 6.5

Wykorzystujac reguty rézniczkowania funkcji ztozonych obliczyé¢ pochodne czast-
kowe pierwszego rzedu wzgledem z i y podanych funke;ji

a) z = f(u,v) = e*¥, gdzie u = In /22 + y2, v = arctg E;
z
b) z = f(u,v,w) =u? —v (\/--w), gdzieu ==z v=", w=2cr—y.
y
Rozwiazanie
a) Korzystamy ze wzoréw

8.2_%.811 ﬁ ov 3z _df du  Of v

or  Ou dr | dv 9z’ dy ~ du dy = v Oy
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Obliczamy kolejno pochodne czastkowe funkcji f wzgledem zmiennych u, v i pochodne
czastkowe funkcji u, v wzgledem zmiennych z, y. Mamy zatem

Qi . uv a_f_ _ uv

au—ve y av—ue H
Ou_ z 3u_ y Bv_ y 81}_‘ .
g 2+ y? 9y 24y dr ii4y? dy Ay

Podstawiajac obliczone pochodne czastkowe do pedanego na wstepie wzoru otrzymamy

oz wo OU wy OU ( du (')v) uv
F ve  — + = e

or =" o T G "oz TGz
v z - —y arctg % In /12 + y?
= (arctg;~m+lnvm2+y2~m)c
1 y ——\ In /2% 4 yZarctg £
= m(zarctg;—y]n\/z2+yz)c
oraz
dz wo OU wy OV ou Jdv w
8—y—:ve —a;—kuc $=<v£+u5§>e
y y T arctg £1n /22 + y2
- (mtg?z?ﬂﬁ i ”2+3’2’z2+y2)6

1 y In /2% 4+ y? arctg ¥
= pea (ya.rctg . + zln \/z? +y2) e

b) Korzystamy jak w poprzednim przykladzie z analogicznych wzoréw

azﬁgi.é)u _i:z_j:g_zi af Jw 82_3f._(?_g Q_f_é}i O_f_'aw

6r  du O0zr  Ov Oz | dw 0z’ %_Ou dy Ov Jdy OJw 5;

Teraz obliczamy pochodne czastkowe funkcji f wzgledem zmiennych u, v, w i pochodne
czgstkowe funkeji u, v, w wzgledem zmiennych z, y. Mamy zatem

Q-f-:Z,— Y ﬂ:—(ﬁ—w), if—:v;

ou ! 2w’ Ov Jw

Ju 5  Ou 2 v 1 v -z Jw Jw

— =2z — = 27 e _—= — —_—=2 -— = ~1
Jz e dy Y 5 y 0Oy y2’' Oz " Jy

0z v Ju v ow

2\/u ) Oz oz
T
= | 202y — y 2zy2—(\/12y2——(2$—y)>1—+-x—~2
24/ z%y? vy oy
z? 1 4z
= 4z° 4—I—izy—| lzy|;+ -1
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oraz
0z v ou dv ow
5= (o am) - ViR Gy
z
= | 2224? — y 222y — ( /x2y2—(2x—y)) :Tz'{'i'(—l)
z2y? Y ¥
3 . 21,2
P S ANVE S i
Ul v | yly2 7
Zadania

O Zadanie* 6.1
Korzystajac z definicji zbadaé rézniczkowalno$é podanych funkcji we wskazanych
punktach:

a) f(I)y) = \3/;5: ('7301y0) = (010))

. 1
b) flay) = & YIS da @0 EFO0.0, (g,
dla (z,y) = (0,0),

C) f(.'l?,y,l) =V l.q +y4 + 2'4, (.'L'(),y(),Z()) = (0!070)

O Zadanie 6.2
Napisa¢ réwnania ptaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji we wska-

zanych punktach wykresu:
a) arcsin o ( ) 1 V3 1
z= ’ Zo, y20) = | —5y o T )
arccos y 0, Yo, %0 2° 2

b) 2 =2Y, (zo,y0,20) = (2,4,16).

O Zadanie 6.3
Wykorzystujac rézniczke funkeji obliczyé przyblizone wartosci podanych wyrazen:

a) (1.02)-(0.997)%  b) /(2.93)3 + (4.05)3 + (4.99)3.

O Zadanie 6.4

a) Wysokoséé i promien podstawy stozka zmierzono z doktadnoscia +1 mm. Otrzy-
mano h = 350 mm oraz r = 145 mm. Z jaka w przyblizeniu doktadnoscig mozna
obliczyé objetosé V tego stozka?

b) Krawedzie prostopadlo$cianu maja dlugoécia = 3 m, b = 4 m, ¢ = 12 m.
Obliczyé w przyblizeniu, jak zmieni sie dtugos$é przekatnej prostopadloscianu
d, jezeli dtugosdci wszystkich krawedzi zwickszymy o 2 cm;

¢*) Robot do zgrzewania karoserii samochodowych sktada si¢ z dwéch przegubo-
wych ramion o dtugosci a = 1 m, b = 2 m (rysunek).
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Polozenie zgrzewarki jest okreslone przez katy a = ?}, g = T Obliczyé w

przyblizeniu doktadno$¢ jej potozenia, jezeli katy odchylenia ramion ustawiane
sa z doktadnoscia A, = Ag = 0,003 rad.

O Zadanie 6.5
Wykorzystujac reguty rézniczkowania funkeji ztozonych obliczyé pochodne czast-
kowe pierwszego rzedu wzgledem z i1 y podanych funkcji:

a) z = f(u,v) =In v-l-Ll’ gdzie u = zsiny,v = z cos y;

<8

b) z = f(u,v, w) :arcsinvzw, gdzie u =e’ v =2z%+ y* w=2zy.

Odpowiedzi i wskazowki
6.1* a) nierézniczkowalna; b); c) rézniczkowalna.

6.2a)z+1=i\;/——§(z+l)-1—2-<y~[§-);b)z—16=32(:c—2)+16(y—4)1n2.

2 T 2
6.3 a) 1.054; b) 520
450
T o 3 . 3 19 .
6.4a) Ay = h 122525 mm” = 128308 mm~; b) Ay = B—SEm =~ 0.02923 m;

c*) Wskazdwka. Polozenie zgrzewarki okreslone jest wzorem

7= (z,y) = (acosa + bsin 3,asin a + bcos ). Blad polozenia zgrzewarki

A= \/(A,)2+(Ay)2 =\/(—asin o-Do+bcosB-Ap)’ +(acosa - Ag—bsin - Ag)?
~0.0032 [m].

0z 1 cos y 0z z sin y
65a) 221 __cosy 0z _gsmy
a) dr t 1l+4zcosy’ dy Ctgy-|-1+:z:cosy’
z z
0z (z —y)e” 0z (1+y—2yz)€y

9z = 0y
yz+y)\[(z+y)t—e? E+y)\(z+y)t—e

e|y
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Siodmy tydzien

Pochodna kierunkowa funkcji (4.4). Wzér Taylora. Ekstrema funkcji
(4.5).

Przyktady
Przykfad 7.1

Obliczy¢ gradienty 1 pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punk-
tach i kierunkach:

a) f(:c,g}) =sinrcosy, (zo,y) = (0,7), ¥= (—5, 5

) . z—=x . o 6 3 2
b) f(-L'yZ): ‘Z_—:;_y’ (xOVyO;ZO):(llov_d)a v = <_737:_:>'

Rozwiazanie
a) Dla funkcji f(z,y) = sin z cos y oraz punktu (zo,y0) = (0, ) mamy

Z—i = COS Z cOoS ¥, %(0,7{') = -1, % = —sin zsin y, %(O,ﬂ') =0.

Stad
grad f(0,7) = (—1,0).

Poniewaz funkcja f ma na otoczeniu punktu (zo,yo) ciagte pochodne czastkowe pierw-
szego rzedu, wigc pochodna kierunkowa tej funkcji w kierunku wersora ¥ wyrasa sie
wzorem

el o
a_{*; (z0,90) = grad f(zo,y0) 0 7.

" 1 \/§
Dla wersora ¥ = { —~, — | mamy
27 2
of B 1 V3 1 V3 1
3‘5(0'”’"(‘]‘“"(‘5’7) = (-1 (-5) 40T =1

b) W rozwiazaniu wykorzystamy wzér

9 .
% (%0, 90, 20) = grad f(zo, Yo, 20) 0 T.
Wzdr ten mozna stosowaé, gdy wszystkie pochodne czastkowe funkcji f sa ciagle. Spraw-

dzimy zatem ciaglos¢ tych pochodnych w rozwazanym przypadku. Mamy

of _ =1 of _ z-z  Of _ y+sz
or — z+4+y’ 9y (24932 9z (z+y)?
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1 41
St@d grad f(l, 0, —3) = (5, 5, 5
funkcji ciaglych w dziedzinie rozwazanej funkcji, wigc takze sa tam ciagle. Korzystajac
teraz z podanego na wstepie wzoru otrzymamy

af 141 63 2 8
— 3 ==, -, = —_—— = ) = ——
55 (1L 0=3) (3’9’9)°( 7T 7) 63

) . Poniewaz obliczone pochodne czastkowe sa ilorazami

Przyktad 7.2

Korzystajac z definicji obliczyé pochodne klerunkowe podanych funkeji we wska—
zanych punktach 1 kierunkach:

a) f(z,y) = V2 +y?%, (zo, %) =(0,0), 3:(%7——?)

D ) =l -l o) =0, 5= (33).

Rozwiazanie
Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (zo,y0) w kierunku wersora ¥ = (vz,vy)
wyraza si¢ wzorem:

%(zo,yo) £ lim f(:co+vzt,yo+vyt)—f(zo,yo)A

t—o0+ t

a) Zatem dla funkcji f(z,y) = /22 + y?, punktu (zo,y0) = (0,0) oraz wersora ¥ =

1 V3
—,—— | mamy
2" 2

—(0,0) = lin =l - =1.
55 (00 = lim n Jim, 2

b) Przyjmujac teraz w przytoczonym na wstepie wzorze f(z,y) = |z —y|, (zo,y0) = (1,1)

oraz ¥ = (—, —) otrzymamy
5 5

3 4

f (1 +2014 —t) —f(L,1)
9 (1,1) = lim 5 5 = L
0v t—0+ t t—0+t+ t 5

Przyktad 7.3

Napisa¢ wzor Taylora z reszta R, dla podanych funkcji w otoczeniu wskazanych
punktéw, jezeli:

a) f(z,y) =sin’*(z +y), (zo,y0) = (7, 7), n=2;

b) f(z,y) = —z® + 2zy + 3y* — 6z — 2y — 4, (zo, %) = (-2,1), n = 3.
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Rozwigzanie

a) Wzér Taylora w punkcie (2o, y0) dla funkcji z = f(z,y) oraz dla n = 2 ma postaé

f(z,y) = f(Io,.yo) + % [37{‘ (o0, y0) (z — zo) + % (zo,y0) (y — yo)] + Ra(z,y),
gdzie

*f
dzdy

R2<z,y)=%[g—z—é(e,m(z—m%z (Eyn)(z%o)(y—yo)+g§£(€,n)(y—yo)2]v

przy czym (&,7) = (zo +6(z—=z0),y0+0(y— yo)) oraz 0 < § < 1. Obliczymy teraz
potrzebne pochodne czastkowe. Mamy

of _of _ . ] e o°f _of _ o ., o
5 = 5y = 2sn(ety)cos(ety) =sin2e+y), G4 = 5E = 7L = 2c0s2(a-4)
Zatem af af

3 T, ) = 55(7&',#) =sin2(r +7) =0

d*f _0*f % f

-8—13-5(6’1,) - ‘3‘3;5‘(5,77) - axay (Ey’?) - 2C052(f+77)7

gdzie (§,n) = (7 +0(z —7) 7+ 6 (y - 7r)) . Ponadto f(w, 7) = 0. Tak wigc poszukiwany
wzOr ma postaé

sin’(z + y) = le—(2c052(€+77)+‘2~2cos2(£+17)+2c052(£+17)) =4cos2(&+n)

= 4cos[20(z + y — 2x)], gdzie 0 <6 < 1.

b) Wzér Taylora w punkcie (zo,yo0) dla funkcji z = f(z,y) oraz dla » = 3 ma postaé

f(z.y) = f (2o, 50) + % [g{- (z0,90) (z — o) + %(royyO) (y — o)

1 |8°f 2 9% f % f
T [5;7 (zo,y0) (z — z0)" + 2520y (Fo¥0) (2= 20) (¥ —90) + a7 (z0.w0) (v = ¥0)?
+Ra(z,y),
gdzie

3 3
Rs(z, y) = 51; [%(Ev 71) (z - zO)S + 38i2£y (€, 77) (z - -730)2 (y - yo)

3 3
36 (= 20) (v — w0 + g—yﬂe,n)(y—yo)ﬂ] ‘

przy czym (£,7) = (o +6(z — z0),y0+ 0 (y — yo)) oraz 0 < 6§ < 1. Obliczymy teraz
potrzebne pochodne czastkowe funkcji

f(z,y) = —2° + 2zy +3y° — 6z — 2y — 4
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w punkcie (zo,y0) = (—2,1). Mamy f(—2,1) =1 oraz

el
3f( 2,1) = (—21‘*'23/—6)'(—2,:) =0 '8%(“’2,1) = (21‘+6y——2)|(_2’1) =0
2 ’2 82
‘322( 2,1) = —2; f( 2,1) = 2 #(—2,1):6,
83 3 83
ax:{( ) azayz( y) 8x2£y( ) - a_yg(x:y) =0.
Zatem
Jr.y) = 14 55 0:(242) +0-(y=1)] + o [~2(e+2)* + 2:2(+2)(5 ~ 1) + 6(y—1)?]
+R.3(I,?/)s
gdzie

Ri(z,y) = % [0-(z+2)° +3:0-(z4+2)*(y—1) +3-0-(z+2)(y—1)* + 0-(y—1)*] =0.
Ostatecznic f(z,y) =1—(z4+2)° +2(z+2)(y—1) + 3(y—1)°.

Przykiad 7.4

Zbadad, czy podane funkcje maja ekstrema lokalne:

a) f(z,y) =2 - V3a? + 4y b) f(z,y) = 2% —y*.

Rozwigzanie
a) Dla funkcji f(z,y) =2 — /322 + 4y? mamy
8_{ _ 6z _ 3z ﬂ _ 8y _ 4y
oz 21/37% + 142 V322 + 4y2 9y 2\/322 + 4y? /372 + 442
, af Bf .
gdy (z,y) # (0,0). Zatem 32 # 0, # 0, gdy (z,y) # (0,0). Tak wiec jedynym

miejscem, w ktérym funkcja f moze mlec ekstremum jest punkt (0,0). Rzeczywiscie w
punkcie tym funkcja f ma maksimum lokalne wtasciwe réwne 2, gdyz dla wszystkich

(,y) # (0,0) mamy

f(z,y) =2 — /322 + 4y% < 2 = f(0,0).

b) Zauwazmy najpierw, ze funkcja f(z,y) = 2% — y* ma na R? pochodne czastkowe do-
wolnego rzedu. Z warunku koniecznego istnienia ekstremum wynika, ze funkcja f moze
mieé ekstrema jedynie w punktach zerowania si¢ obu pierwszych pochodnych czastko-
wych. Zatem

of . 9of 7 _ 3 _ _ _
(;9-1-_0, 3y 0) — (Sz =0, —4y —0> < (z=0, y=0).

Jednak funkcja f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie (0, 0). Pokazemy mianowicie, ze
w kazdym otoczeniu punktu (0,0) mozna znalezé punkty, w ktérych funkcja ma wartosé
mniejsza od f(0,0) = 0 oraz punkty, w ktérych ma ona warto$¢ wieksza od f(0,0) = 0.
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Rzeczywiscie jakiekolwiek bysmy wybrali otoczenie punktu (0,0), to dla dostatecznie du-

. 1 1 . .
zej liczby naturalnej n punkty (——, 0), (0, —) beda nalezaly do tego otoczenia. Ponadto
n n
mamy

f(%ﬁ) = ;15 > 0= f(0,0) oraz f(O, %) =—7—117 < 0= f(0,0).

Przyktad 7.5

Znalezé ekstrema podanych funkcji:
a) f(z,y) = 2z +y*) e";  b) f(z,y) = (cosz + cosy)? + (sin z + sin y)?.

Rozwiazanie
a) Dla funkcji f(z,y) = (2z + y2) e’ mamy

; g
af—Ze +(2z+y2)ez=(2x+y2+2)cz, 5—5—:21}61,
a2f z 2 x 2 3 8 f a f x a?f z
— = 2 = (21 e =2 —= = 2.
522 2e” + (2x +y° + ) € (ZL +y + 4) e, ()xay 907 ye~, 952 4
. . of Of . . -
Zatem wobec warunku koniecznego 3 =0, 50 funkcja ta moze mieé¢ ekstrema
z Y
tylko w punktach, w ktérych
af 2 z af x
£=(21+y +2)8 =0, 5;:2y€ =O,

czyli tylko w punkcie (—1,0). Poniewaz w punkcie tym mamy

o’ f 3’ f
oz 72(~1L0) 8z8y( 1,0) | 27! 0 —4e=2 >0
3 f *f Tl oo 2t | T ’

azay'(_l’o) dy? 3,2 ("10)

wigc z warunku wystarczajacego wynika, ze funkcja f ma tam ekstremum (f(-1,0) =

8? _
—2¢7'), przy czym jest to minimum, gdyz a—i( 1,0) =27 > 0.
z2
b) Wobec znanych wzoréw trygonometrycznych mamy

f(z,y) = (cosz + cosy)* + (sinz+sir| y)2

= (c0521+2cosxcosy+cosgy)+ (9in2x+2sinzsiny+sin2y)
= ((10521+si112 z)+(cos Yy + sin 1) + 2 (cos z cos y + sin z sin y)
= 1414 2cos(z —y).

Zatem funkcja f ma ekstrema lokalne w tych punktach (z,y) € R?, w ktérych funkcja
cosu, u = ¢ — y ma ekstrema. Tak wi¢c funkcja f ma maksimum lokalne (réwne 4) w
punktach postaci £ —y = 2kx, k € Z, oraz minima lokalne (réwne 0) w punktach postaci
t—y=02k+1)r, ke Z
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® Przyktad 7.6

Znalezé najmniejsze 1 najwicksze wartosci podanych funkeji na wskazanych zbio-
rach:

a) f(z,y) = 2% — 2%, 2% +y* < 36;

b) f(z,y) = 2%y — 8z — 4y, tréjkat o wierzchotkach (0,0), (0,4) i (4,0).

Rozwiazanie
a) Znajdziemy najpierw punkty we wnetrzu
rozwazanego zbioru (zobacz rysunek), w kté-
rych funkcja f moze mieé¢ ekstrema. Mamy
af _ of _

L = op,
Jz ’ 8y

7 warunku koniecznego

af _ of _
(220, 2 20)

wynika, ze funkcja f moze mieé¢ ekstrema lo-
kalne tylko w punktach, w ktérych

af af

sor=0 LL=—4y=0,

ox Ay Y
czyli w punkcie (0,0), gdzie f(0,0) = 0. Zauwazmy, ze punkt ten nalezy do wnegtrza
rozwazanego obszaru. Zbadamy teraz funkcje f na okregu z? 4 y? = 36. Zauwazmy
nd)pluw ze fnnkqa [ spelnia warunek f(z y) = f(—z,—y). Zatem badanie funkcji na
okregu 2% +y? = 36 wystarczy ograniczy¢ do pierwszej i drugiej ¢wiartki uktadu, a wiec

do badania na pétokregu y = /36 — 22, gdzie z € [—6, 6]. Mamy zatem

g(z) = f (1:, V36 — 12> =z? -2 (36 - zz) =3z° — 72, z €[-6,6].

Funkcja kwadratowa g przyjmuje warto$¢ najmniejsza (réwna —72) w punkcie z = 0
(wtedy y = 6) oraz warto$¢ najwicksza (réwna 36) w punkcie = —6 1 z = 6 (wtedy
y = 0). Z poréwnania otrzymanych warto$ci w punktach (0,0), (=6,0), (6,0), (0,6) wy-
nika, ze funkcja f osiaga wartoéé najmniejsza réwna —72 w punktach (0,6), (0,—6), a
wartoéé najwicksza réwna 36 w punktach (—6,0)1 (6,0

b) Jak w poprzednim zadaniu badanie roz-
poczynamy od wyznaczenia punktdw we wne-
trzu rozwazanego obszaru (zobacz rysunek),
w ktérych funkcja moze mie¢ ekstrema. Wo-
bec warunku koniecznego funkcja f(z,y) =
22y — 82 — 4y moze mieé ckstrema tylko w
punktach, w ktérych zachodza réwnosci

af af

=27y —8=0, ——=2>—-4=0.
or Y N

Rozwiazujac powyzszy uklad otrzymamy dwa
punkty (2,2) 1 (—2,-2).
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Zauwazmy, ze punkt (2,2) lezy na brzegu, a punkt (—2, —2) poza rozwazanym obszarem,
czyli zaden z nich nie lezy w jego wnetrzu. Zbadamy teraz funkcje f na brzegu obszaru,
ktéry sktada sie z trzech odcinkéw (zobacz rysunek). Badanie funkcji na brzegu oznacza
jej analize odpowiednio na prostych

1: y =0, gdzie 0 < z < 4,
I1: z =0, gdzie 0 <y <4,
11]: y=4-1z, gdzie 0 <z < 4.
Mamy zatem
I: filz) = f(z,0) = -8z, gdzie 0 < z < 4,
II: f?(U) f(o 1/ _4y) gdzxe 0 g g 41

IIT: fy(z)= f(z,4—z) = —2° +42° — 4z — 16, gdzic 0 < = < 4.

Poniewaz dwie pierwsze funkcje sa liniowe, wiec swoje wartosci ekstremalne przyjmuja
na koricach przedzialu okreslonoéci. Mamy zatem trzy punkty, w ktérych funkcja f moze
mie¢ wartodci ekstremalne. Sa to punkty (0,0), (4,0), (0,4). W punktach tych mamy
£1(0) = £(0,0) = f2(0) = 0, fi(4) = f(4,0) = —32, f2(4) = f(0,4) = —16. Natomiast
dla funkcji f3 mamy fé(a) = —3z% + 8z — 4. Zatem

wl o

Fle)=0 &= —32° 482 -4=0 < =2 lub z =

Poniewaz wyznaczone powyzej dwa punkty naleza do wnetrza przedziatu [0. 4], wigc funk-
cja fa moze przyjmowaé wartosci ekstremalne dla ¢ = 3 z = 2 oraz na koncach prze-
dziatu, czyli = 01 ¢ = 4. Tym samym funkcja f moze mieé wartosci ekstremalne na
prostej 111 w punktach (z, lU) (2,2), (0,4) 1 (4,0), przy czym f3 (—Z-) =f (z, Q) =

3 3" 3
—%’71, £2(2) = £(2,2) = —16, f5(0) = £(0,4) = —16, f5(4) = f(4,0) = —32. Z poréwna-

nia otrzymanych wartoéci wynika, ze przyjmuje ona warto$¢ najmniejsza rowna —32 w
punkcie (4,0), a wartosé¢ najwigksza réwna 0 w punkcie (0,0).

Zadania
Zadanie 7.1

Obliczy¢ gradienty 1 pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punk-
tach 1 kierunkach:

22 _ +_ (12 5.
a’) f(l’,y)——x +ya (930»310)-( 3)4)) v = (13713 )
: 1 3 V3
b) f(‘ruyvz):eryz\ (1'0»3,/0;20):(—1:1:_1), 1_;: (51_Z>%)

Zadanie 7.2
Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkeji we wska-
zanych punktach i kierunkach:
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a‘) f(l'vy):2lx,+ly|’ (xo,yo):(0,0), 7= <'g>§>a

2 E)
Zadanie 7.3
Napisa¢ wzér Taylora z reszta R, dla podanych funkcji w otoczeniu wskazanych
punktow, jezeli:

a) f(xvy) = sin (xZ + y2) ) (170,.7/0) = (0)0)) n=3;
b) f(.z’,y):(:c+y)3, (IO)yO):(_lal)a n = 4.

By
-

b) fz,y) = Vzy.  (xo,y0) = (1,0), 5=<

Zadanie 7.4
Zbadad, czy podane funkcje maja ekstrema lokalne:

a) f(z,y) =2lz|+3lyl;  b) flz,y) = 22" - 3y .

Zadanie 7.5
Znalez¢é ekstrema podanych funkcji:

a) flz,y) =3z — 1)* +4(y+ 2)% b) f(z,y) = &° + 4 — 3uy:
©) flz,y) = 2® + 32y’ —5lo — Uy, d) f(z,y) = (FTHH)
Zadanie 7.6

Znalez¢ najmniejsze i najwieksze wartoéci podanych funkeji na wskazanych zbio-
rach:

a) fz,y) =2* +9*, ||+ |yl <2

b) f(z,y) =zy* +4zy—4z, -3<z<3, -3<y<O;
(z>-1) (»* -1

* — 2,

C)f(l')y)_ $2+y2+2 ) R1

d) flz,y) =2 + 9%, 224+y2<0.

Odpowiedzi i wskazéwki

o1

7.1 a) grad f(=3,4) = (~6,8), 92(~3,4) = 3 55 b) grad f(=1,1,-1) = (=e,c, ~),

of e
dv(—x 1, - ):—-(5+\/§).
7.2 a) ~(o 0) = M b) 10)

7.3 a) sin (z +y ) =u— E (]2®u sin ©%u + 80°%u® cos ®2u), gdzie u = 2% + y? oraz
©€(0,1);b) (z+9)°’=(z+1)>+3(z+1)*(y = 1) +3(z + 1)(y — 1)% + (y - 1).

7.4 a) (0, 0) minimum lokalne wlasciwe; b) nie ma ekstreméw lokalnych.
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7.5 a) (1, —2) minimum lokalne wiasciwe; b) (1,1) minimum lokalne wlasciwe; c) (4,1)
minimum lokalne wiasciwe, (—4, —1) maksimum lokalne wiasciwe; d) (—1,0) maksimum
lokalne wtasciwe.

7.6 a) w punkcie (0,0) warto$¢ najmniejsza réwna 0, w punktach (2,0), (0,2), (-2,0),
(0, —2) warto$¢ najwigksza réwna 4; b) w punkcie (3, —2) wartosé¢ najmniejsza réwna —24,
w punkcie (—3, —2) warto$¢ najwieksza réwna 24; c*) nie osiaga ani wartosci najmniejszej
ani wartosci najwiekszej; d) w punkcie (0,0) warto$¢ najmniejsza réwna 0, w punktach
(0,£3) 1 (£3,0) warto$¢ najwigksza réwna 81.

ésmy tydzien

Zastosowanie ekstremdéw funkeji w geometrii, fizyce i1 technice (4.6).
Funkcje uwiklane (4.7).

Przyktady
Przykiad 8.1

a) Na plaszczyinie = + 2y — 3z = 6 znalezé punkt polozony najblizej poczatku
uktadu wspdtrzednych;

b) Znalezé wymiary prostopadlo$cianu wpisanego w kule o promieniu R, ktéry ma
najwieksza objetosé;

¢) Pudetko zapalek sktada si¢ z ramkii szuﬁadki (zobacz rysunek). Jakie powinny
byé wymiary pudetka o objetoéci V = 24 cm?®, aby do j Jego sporzadzenia zuzy¢
najmniej kartonu? Nie uwzgledniaé grubosci kartonu ani zaktadek do sklejania.

Rozwiazanie

a) bLatwo uzasadnié, ze odleglo$¢ dwéch punktéw bedzie najmniejsza, gdy kwadrat tej
odlegtoéci bedzie najmniejszy. Kwadrat odlegtosci dowo]nego punktu (1: y,z) € R® od
poczatku uktadu wspéirzednych okreslony jest wzorem d° = z2 + y2 + 22 . Interesuja nas
Jednak tylko punkty lezace na plaszczyZnie z + 2y — 3z = 6. Zatem kwadrat odlegtosci
punktu tej ptaszczyzny od poczatku ukladu wspdlrzednych jest okreslony wzorem

1 2 .
f(z,y):zz-}-yQ—i— g(z+2y—6) , gdzie (z,y)ERQ.

Tak wigc mamy

8—f:21+2~§(1:+2y—6)~

1
oz 3 9]:
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af 1 1 4 26 8
- =2y 42 = 2 —6)=-2= T+ —y— =,
39 y+2- 3(z+2-6)- 3 gft V=3
O°f 20 9°f  d*f 4 9°f 26
92?2 9 Oydzr  0xdy 9 9y: 9

7 warunku konieccznego wynika, ze funkcja f moze mieé¢ ekstrema tylko w punktach, w
ktérych obie jej pochodne czastkowe pierwszego rzedu zerujag sig. Mamy zatem

af 20 4 1 af 4 26 8
—_— — —y—1-=0, — = —z _—y - - =
FEEr IR y 9 T9Y73
. . . 3 . .
Jedynym rozwiazaniem tego uktadu jest punkt (zo,yo) = (-7—, ?) . Poniewaz
=N 1 (29) 20 4
912 \7' 17 drdy \7° 17 9 9 9%Ff /3 6 2
i vy =1 % 9 150 ora —-,{(—,—)=—0>0‘
{9 (3 6) 9 f (3 0) 426 922 \7' 17 9
E dzdy (?‘ 7 9y \7T'7 9 9

wiec z warunku wystarczajacego istnienia ekstremum wynika, ze funkcja f ma w punkcie

3 6 . L . ..
<“ :) minimum lokalne wlasciwe. Zbadamy teraz zachowanie funkcji f, gdy punkt (z,y)

=
i

oddala si¢ od poczatku ukladu do nieskoiiczonosci, tj. gdy 2?2 + yP—o00. Mamy

4 y?—oc rd4y2—oo

2
lim  f(r.y)= lim {22+y2+ {?—}(r—l—‘ly—(ﬁ)} }:oo

Zatem punktem plaszczyzny r + 2y — 3z = 6 lezacym najblizej poczatku uktadu wspét-

. 3 6 9
rzednych jest { =. . — =) .
7T 7
b) Jezeli diugosé krawedzi prostopadiodcianu oznaczymy przez 2z, 2y, 2z, to jego obje-
to$¢ wyraza sie wzorem |U/| = 8zyz. Poniewaz prostopadloécian ten wpisany jest w kule

o promieniu R, wiec jego krawedzie spelniaja warunek 24 y* + 2° = R? Zatem
Ulz,y) = 8zy\/ R? — r? —-g—/;, gdzie >0, y>0 oraz z° + y° < R%.

Zauwazmy. ze nieujemna funkcja ma ekstrema w tych samych punktach co jej kwadrat.
Zatem wystarczy znaleZzé ekstrema funkcji

flo,y) = Uz y) = 642’y® (R? = 2% = y7).

Mamy wiec

af 2 (2 2 o2y Of 2 (P2 2 2
M = 64zry (.ZR — 4z -2y ), 5;:642: y(ZH —4y° — 2z ),
9’ f a2 (p2 a2 2y O°F e (P2 2 2
3}7:12874 (R — 6z —y), 8—3/7:1281: (R -z —()y),
a° f sz

Rozwiazujac uktad réwnan (warunek konieczny istnienia ekstremum)

af _
dy

()— = “/2 (‘2[{’,2 — 427 'Zyz) =0,

iz 2y (2R —4y® —22%) =0
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. . R R ,
i uwzgledniajac fakt, ze z,y > 0 otrzymujemy tylko jeden punkt <-\/—§, ﬁ) , w ktérym
funkcja f moze mie¢ ekstremum. Poniewaz mamy
ZL(ERY LA K| s my
9z \ v3'/3/) 9zdy \ V3 V3 9 9 32562 4
=1 256 s12 , | s B >0
°f (R RY &1 (R R B e 52
drdy \V3 3/ 0v2 \V3' 3

f (R RY _ 512,
W(Tg’ﬁ)“TR <o,

wiec z warunku wystarczajacego istnienia ekstremum wynika, ze funkcja f ma w punkcie

R R .
—, — | maksimum lokalne wlasciwe. Ustalimy teraz warto$é¢ najwieksza funkcji f w
(\/5 V3 )
dziedzinie. W tym celu zbadamy zachowanie funkcji f na brzegu dziedziny. Dla punktu
(zo0, yo) naleiacego do brzegu dziedziny, tj. spetniajacego warunek (z0)®> + (y0)°> = R’
albo zg =0 oraz 0 < yo < R albo yo = 0 oraz 0 < zo < R, mamy
lim flz,y) =0.

(z,y)—(z0,%0) (2,9)
Tak wiec najwicksza objeto$¢ ma prostopadioscian o wymiarach
R
V3’

¢) Niech z,y,z oznaczaja dlugosci krawedzi pudetka zapalek. Wtedy mamy zyz = V i

T=y=1z=

%4 S
stad z = —. Ramka po rozwinieciu jest prostokatem o bokach 2(y + z) oraz z, zatem

T
ma pole 2z(y + z).

S

R =)

Natomiast szufladka po rozwinieciu ma ksztalt prostokata o bokach = + 2z oraz y -+ 2z z
wycigtymi w wierzchotkach kwadratami o boku z, zatem ma pole (z + 22)(y + 22) — 422
Catkowite pole kartonu potrzebnego do sporzadzenia pudetka wyraza si¢ wzorem

S(z,y) = 22(y+ 2) + (z + 22)(y + 22) — 42° = 3zy + 42 + 2y=.
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. L Vv .
Po uwzglednieniu zaleznosci z = — otrzymamy funkcje
Ty

2V 4V
Sla.y) =32y + -+ .

Znajdziemy teraz warto$¢ najmniejsza funkcji S na zbiorze
D={(z,y): >0,y >0}.

Korzystajac z warunku koniecznego istnienia ekstremum otrzymamy uktad réwnan

Jedynym rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest para

o= ({5

Korzystajac teraz z warunku wystarczajacego zbadamy, czy funkcja S ma w punkcie
(20, y0) ekstremum lokalne. Mamy

8°s  9°S o
2 — 2
det 0z? 8138:1/ (170, yo) = det z % (.’Eo, yo) = L‘/s —9=27>0.
°s 9’8 3 (zoyo)
Az dy 0y? Yy
Ponadto
9%s (z )= 4V >0
922 0,Y0) = ————(zo)s .

Zatem badana funkcja w punkcie (zo,yo) ma minimum lokalne wlasciwe. Nalezy jeszcze
uzasadnié, ze w tym punkcie funkcja S realizuje minimum globalne. W tym celu zbadamy
zachowanie si¢ funkcji S, gdy punkt (z,y) € D dazy do brzegu obszaru D. Dla punktu
(z*,0), gdzie £* > 0, tego brzegu mamy

2V 4V

lim S(z,y) = lim ( y+ —+ —) =00
(z.y)—(=*,0%) (z,9)—(z*,0t) Yy

Podobnie jest dla punktu (0,y"), gdzie y* > 0. Zatem w punkcie

= ()

funkcja S przyjmuje najmniejsza wartoéé. Podstawiajac V = 24cm® otrzymamy opty-
malne wymiary pudetka zapalek: zo = 2cm, yo =4cm, 2z = 3cm.

Przyktad 8.2

Zbadad, czy réwnanie & —siny = 0 okresla jednoznacznie ciaggla funkcje uwiktang
. . 2

y = y(x) na pewnym otoczeniu punktéw A = (%, % , B = (1, g) ,C =(0,2m)7
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Rozwiazanie

W zadaniv wykorzystamy twierdzenie o ist-
nieniu funkcji uwiklanej. Sprawdzimy, czy w
punktach

A=(%2%>,B=(Lg)<3:wﬁﬂ ,

funkcja F(z.y) = z — siny spelnia zaloze-
nia wspomnianego twierdzenia. Funkcja F ma
na otoczeniu tych punktéw ciagle pochodne
czastkowe pierwszego rzedu. Ponadto 3 =
y
—cosy. W punktach A, B, C sprawdzamy wa-

runek %E (zo,y0) # 0. Mamy ”
)

3F<\/§7r

— (X2 ) = —co _:;.50
dy 2’4) CS4 ’

aF e T I
5;(1’5) =-esy =0
1

%%(0,21(‘):—C0527r;£0. -1 ol ¥ z

[VIE]
|
|
o]

FNEY

Zatem na otoczeniu punktéw r, = 5 Te = 0 réwnanie z — siny = 0 przedstawia
funkcje uwiklana postaci y = y(z). Poniewaz w punkcie B = (z,,y,) = (1, g) nie
sa spelnione zalozenia twierdzenia o funkcji uwiklanej, wiec nie mozna z niego korzy-
staé. Analizujac jednak wykres funkcji £ = siny (zobacz rysunek) wida¢, ze w otoczeniu
punktu z, = 1 réwnanie z —siny = 0 nie okresla funkcji jednoznacznej uwiklanej postaci

y=y(z).

Przykiad 8.3 . v

Napisa¢ réwnania stycznych do krzywych okre$lonych podanymi réwnaniami we
wskazanych punktach tych krzywych:

a) 2 +y® — 22y = 0, (zo,y0) = (1,1); b) ze¥ 4+ ye® = €*¥, (z0,0) = (1,0).
Rozwiazanie

Réwnanie stycznej do krzywej okreslonej réwnaniem F(z,y) = 0 w punkcie (zo,yo0) tej
krzywej ma postaé

oF
B2 (on yo)
y—yo=—2F———(z —z0).
OF (2o, v0)
3y 0, Yo
a) W naszym przypadku mamy

F(z,y)= ° + y3 —2zy oraz (zTo,yo) = (1,1),
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wigc )
% =3z — 2y, %5(1, 1) =1, % = 3y° — 2z, %(1, 1) =1.
Zatem réwnanie szukanej stycznej ma postad
y—-l:—%(z—l), czylh y =~z +2.
b) W tym przykladzie mamy
F(z,y)=ze¥ + ye™ —e*¥ oraz (zo,y) = (1,0).

Zatem
oF

(L0 = ¢ +ye’ - ye™|

1, %—g—(l,O): zey+ez-—ze”| e.

a0 = (10

Réwnanie prostej stycznej ma wiec postac

y-O:—l(z—-l), stad y:—-lz+-l».
e e €

Przyktad 8.4
Obliczyé pierwsza 1 druga pochodna funkcji uwiklanych y = y(z) okreslonych
podanymi réwnaniami:
a) y— arctgy — 2> =0; b) ze¥ 4+ ye® — 2 =0 w punkcie 29 = 0.
Rozwiazanie
a) Poniewaz y = y(z) jest funkcja uwiktana okreslona réwnaniem
y —arctgy—az3 =0,

wiec

y(z) — arctg y(z) — z° = 0.
Rézniczkujac obustronnie wzgledem z powyzsza tozsamo$é otrzymamy

' 1

' 2 _
Stad
o1+ (@) -1,

czyli pierwsza pochodna wyraza sie wzorem

] 1+ y°(z) 2 1 s 2 3z
)= —2> 22 .3z = (14 —— | - 32° =3z° + ——.
S 1) 7 (@)

Rézniczkujac z kolei powyzsza tozsamos$é wzgledem = otrzymamy

") = 6z 6zy%(z) — 2y(e)y (z) - 322
y (z) = 6z + T

6zy(z) — GyI(x)IQ — 6z 4 62 y(z) — yl(I)I

=60t 7 (2) e
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!
Uwzgledniajac teraz otrzymany poprzednio wzdr na y (z) mamy

1+y()
y(z) — ) 3z° .z 3(2) — 353 20y
(=) =6z(l+y() k (Hy())).

y*(z) v (z)

b) Znajdziemy najpierw wartoéé¢ funkcji uwiktanej y = y(z) w punkcie o = 0. Podsta-
wiajac o = 0 do warunku F(z,y) = ze¥ + ye® — 2 = 0 otrzymamy yo = 2. Sprawdzimy
teraz warunki gwarantujace istnienie i rézniczkowalno$é funkcji uwiktanej na otoczeniu
punktu zo = 0. Poniewaz pochodne czastkowe

oF

— =¥+ ye” Qf——ex—{—xey
dr ve oy

y”(x) = 6z + 6z

sa ciagle na otoczeniu punktu (zo,y0) = (0,2) oraz poniewaz spelniony jest warunek

oF

——(0,2) =1 # 0, wiec istnieje jednoznacznie okreslona funkcja uwiktana. Pochodna tej
funkCJl w punkcie zo = 0 wyraza si¢ wzorem.
oF
, ?97(0’ 2) 2+ 2

— - _ — 2 _
y (0) = £(02)_ = 2.
dy

Obliczymy teraz druga pochodna funkcji uwiklane] w punkcie zo = 0. Rézniczkujac
dwukrotnie obie strony tozsamosci

J;ey—f-yex—ZEOI—d—
dz

otrzymamy kolejno
Yo ooyl Iz T d
e’ +ze'y +ye +yet =0 T
/ n? n
2yey+:c(y) e—}—zye—i—y el+2yc +yet =0.

Podstawiajac w ostatniej tozsamoéci zo = 0, y(0) = 2 oraz yl(O) = —¢’ — 2, otrzymamy

" (0) = 2¢* + 6% + 2.

Przyktad 8.5

Wyznaczy¢ ekstrema funkeji uwiktanych postaci y = y(x) okreélonych podanymi
réwnaniami:

)z +ey+y +r—y—2=0; b) 22 4+ y* = 3zy = 0.

Rozwiazanie

Punktéw, w ktérych furkcja uwikltana y = y(z) okre$lona réwnaniem F(z,y) = 0 moze

mie¢ ekstrema, szukamy rozwiazujac uktad réwnan i nieréwno$é (warunki konieczne ist-
nienia ekstremdéw) postaci:

aF oF
F = [ = _— .
(r0) =0, Fo(e,9) =0, Go(ry) #£0
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a) W tym przyktadzie mamy do rozwigzania uktad réwnan
Flz,y)=2’4+zy+y’+2-y-2=0,
oF

—_— =2 1=0.
oz Tyt

Rozwiazaniami tego ukladu sa punkty (z1,¥1) = (0,—1), (z2,92) = (-2, 3). Zatem tylko
w tych punktach funkcje uwiklane (jezeli istnieja) moga mieé ekstrema. Zbadamy teraz,
czy w tych punktach spelniony jest warunek gwarantujacy istnienie funkcji uwiklanej.
Mamy

‘?—F(o,-l)z(zuy—l). = _3£0
dy (0,-1)

oraz
oF
———-—(——2,3)=(r+2y—1)| 340,
dy (—2,3)
Zatem w otoczeniach punktéw z; = 01z, = —2 istnieja funkcje uwiklane. Nizej, korzysta-

Jac z warunku wystarczajacego, ustalimy, czy funkcje uwikltane maja w ,podejrzanych”
2

punktach ekstrema. Mamy %(z, ) = 2 dla kazdego (z,y) € R?. Poniewas

2
—%5(0’_1)— —2 =250

%5(0,—1) R PR
oraz

2

—g”lz =2 -2 =-2<o

%(_273) T+ 2y —1 (<23) ’

wigc funkcje uwiktane postaci y = y(z) maja w punktach z; =01 z2 = —2 odpowiednio

minimum oraz maksimum lokalne wlasciwe.
b) W tym przyktadzie mamy do rozwiazania uktad réwnan
oF

F(z,y) =12 +y° —3zy =0, =— =3z — 3y =0.
’ oz

Uktad ten ma rozwiazania (0, 0), (\3/5, \VZ) . Zauwazmy teraz, ze tylko punkt (\3/5, \3/4_)
spetnia trzeci warunek

o (V2 VA) =32 20

Poniewaz
’F e
a2~
wiec
O (V2. 93) = 69
2 ( ’ - '
Zatem

8’ F
Oz? (\3/5’\3/1) _ 62

OF s vpy | 32
ay (\/E‘\/Z)

2 <0.
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Oznacza to, ze rozwazana funkcja w punkcie (\75, \3/4_) ma maksimum lokalne wtasciwe.
Natomiast w otoczeniu punktu (0,0) nie istnieje jednoznacznie okreslona funkcja uwi-
ktana y = y(z). Mozna to pokaza¢ badajac liczbe rozwiagzaf réwnania z° +y* —3zy =0
dla ustalonej wartosci zmiennej z = a > 0.

Zadania

O Zadanie 8.1

a) W trdjkacie o wierzchotkach A = (—1,5), B = (1,4), C = (2, —3) znalei¢ punkt
M = (zg,y0), dla ktdérego suma kwadratdw jego odleglosci od wicrzchotkdw jest
najmniejsza.

b) Jakie powinny by¢ dlugos$é a, szeroko$é b i wysokosé h prostopadlioscienne)
otwarte) wanny o pojemnosci V', aby ilo§é blachy zuzytej do jej zrobienia byta
najmniejsza?

¢) Znalezé odlegtos¢ miedzy prostymi sko$nymi:

. z+y—1 = - z—y+3 =
Tl z+1 Tl z=2 = 0.

|
[=)

!
[=)

Il
=

d) Prostopadlo$cienny magazyn ma mieé
objetosé V = 216 m3. Do budowy $cian
magazynu uzywane sa plyty w cenie z
30zt/m?, do budowy podlogi w cenie
40zt/m?, a sufitu w cenie 20zt/m?. L
Znalezé dtugosé a, szerokosé b i wyso- c
ko$é¢ ¢ magazynu, ktérego koszt budowy
bedzie najmniejszy. |,'t|| .

e*) Wsrdd tréjkatéw wpisanych w koto o

promieniu R znalezé ten, ktdry ma naj- o li'
wieksze pole; |

f*) Na trzech paramiskosnych krawedziach A
szesclanu (rysunek) wyznaczyé po jed- -
nym punkcie w ten sposdb, aby pole
tréjkata o wierzchotkach w tych punk-
tach byto najmniejsze.

O Zadanie 8.2
Zbadad, czy podane réwnania okreslaja jednoznacznie ciagle funkcje uwiktane y =
y(x) na pewnych otoczeniach zadanych punktéw:

a) z¥ —y® =0,1) A =(2,4), ii*) B = (e,e), iil) C = (3,3);
b) z% — 22%y% + y* = 0,1) A = (0,0), ii*) B = (1, 1), i) ¢ =(-1,1).
O Zadanie 8.3

Napisa¢ réwnania stycznych do krzywych okreSlonych podanymi réwnaniami we
wskazanych punktach tych krzywych:
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a)P+r—yP—y=0, (2,2); b) 22 +y?* —3zy+ 2 =0, (1,1).

Zadanie 8.4

Obliczy¢ pierwsza 1 druga pochodna funkcji uwiktanych y = y(z) okreslonych
podanymi réwnaniami:

a)zey —y+1=0; b)z?4+y?-3zy=0.

Zadanie 8.5
Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanych postaci y = y(z) okreslonych

podanymi réwnaniami:
a)? +y? —zy— 2z + 4y = 0; b) (z — y)? = y+ zy — 3.

Odpowiedzi i wskazowki

8.1a) M= (3,2);b)a= V2V, b= V2V, h= i/;—‘z;c)dmin=3;d)a=b=c=6[m];
e*) tréjkat réwnoboczny.
8.2 a) 1), iil) tak, ii*) nie; b) ii), iii) tak, i) nie.
83a)y==z;b)y=1

' e no 2e%Y — zed ;) 2z -3 1 30zy — 1022 — 10y?
8.4a)y=————-,y =——3;b)y=—y, — ¥ . y
1—ze¥ (1 - zev) 3z —2y (3z — 2y)
2 4 —2 —4

8.5 a) Tmax = E, Ymax = % — 2, Tmin = 'ﬁ, Ymin = ﬁ
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CALKI PODWOJNE

Dziewiaty tydzien

| Calki podwdéjne po prostokacie (5.1).

Przyktady

® Przykiad 9.1
Obliczy¢ dane catki podwdjne po wskazanych prostokatach:

a) // yPe® dady, gdzie R = {0,2] x [-1,1];
R

b) //i,dmdy, gdzie R = [1,2] x 14, 6].
7
R

Rozwiazanie
a) Korzystajac ze wzoru na zamiang catki podwdjnej na calki iterowane otrzymamy

2 1 2 -1 2
3 z2d d d 3 x2d z2 y4 v= d z? 1 1) d n
—_ r = . — = — - = i
ye ray T ye y € 1 . z e (4 1 T i
R 0 1 0 y=- )

Uwaga. W przykladzie tym widaé, ze dobdr kolejnosci catkowania w catkach iterowanych
moze mie¢ wplyw na uproszczenie obliczeri. Gdybyémy w tym przykltadzie catkowali w

odwrotne)j kolejnosci, to nalezaloby najpierw obliczyé calke nieoznaczona z funkcji exl,
ktéra nie jest funkcja elementarna.

b) Mamy
2

2 ]
T T :]=°
//szdyz/dz/7dy=/[——] dr =
y y Lovl,,
4

R 1 1



82 Catki podwéjne

® Przyktad 9.2
Podane catki podwdjne zamienié¢ na iloczyny catek pojedynczych:

a) // sin(z — y) dedy, gdzie R = [0, -}] X [0, g] ;

//(

Rozwigzanie
W zadaniu wykorzystamy liniowo$é calki oraz wzdr na obliczanie calki z funkcji o zmien-

) dzdy, gdzie R = [1,3] x [1,€].

nych rozdzielonych.

a) Mamy

//sin(x——y) dzdy = / (sinz cosy — coscsiny) drdy
R R

//sinxcosydxdy—//cosxsinydzdy

It R

I

z

3
coszdz |- /sinydy

]

™ pid

4
/sin:l:dz . /cosydy -

o'\_\l;1

b) Mamy

9,2 SN 2 .
// (-z—yr+3i) dedy = 2//%dzdy+3//idzdy
e Kl z J Y
R R

e 3 e

3
iii - /dey + 3 /zdz - /d_y
T y

1 1 1 1

I
o
w

® Przykiad 9.3
Catke podwdjng

/ f(z.y) dedy
D

zamienié¢ na catki iterowane, jezeli obszar DD ograniczony jest krzywymi o podanych

rownaniach:
y?
a)ry =6, x+y =171, b) x =y, JE27+].
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Rozwigzanie

a) Obszar catkowania przedstawicno na ry-
sunku. Obszar ten jest normalny tak wzgle- v
dem osi Oz jak i osi Oy. Z ukladu réwnan

zy=6, z+y=7
wyznaczamy wspélrzedne punktéw A =
(1,6), B = (6,1) przecigcia hiperboli zy = 6

z prosta r +y = 7. Zatem traktujac obszar
D jako normalny wzgledem osi Oz mamy

//f(r,y)dzdy=/dz/f(z.y)dy-
D 1 5

Natomiast, gdy obszar D potraktujemy jako normalny wzgledem osi Oy, to otrzymamy

6 T—y
//f(z,y)dxdyzfdy/f(z,y)dz.
D 1 %

b) Obszar catkowania przedstawiono na ry-
sunku. Jest to obszar normalny tylko wzgle-
dem osi Oy. Rozwiazujac uklad réwnan

2
T=y
2
=4
T = 5 +1
otrzymamy punkty przecigcia parabol. Sa to

punkty (- V2, 2), (\/_ 2) . Obszar D jest

opisany zatem przez nieréwnosci:

2
V2V e 4L

Stad

//f(r y)dzdy = ]/_dy / f(z,y)dz.

-2 y?

Uwaga. Obszar D mozna podzielié na trzy obszary, z ktérych kazdy jest obszarem nor-
malnym wzgledem osi Oz. Dla tego podziatu mamy

2(1 -1) 2 NG

//fz y drdy*—/dz/ f(z,y dy+/dz / (z, y)dy-{-/dr / flz,y)dy
J

! 2(z-1)
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® Przykiad 9.4

Obliczyé podane caltki podwdjne po wskazanych obszarach:

a) // | cos(z + y)| dzdy, gdzie D = [0, 7] x [0, 7];
D

b) // max(2z,y) dedy, gdzie D = [0,2] x [0, 1];

D
D

Uwaga. max(a, b) oznacza wieksza sposrdd liczb a, b, natomiast F(u) oznacza cze§é
catkowita liczby u.

Rozwiazanie
a) Poniewaz

cos(z+y) dla

o

™
<z+y < 7

]

3r
2’
T

cos(z+y) dla - < z+y £ 2m,

wigc jezeli podzielimy obszar D na obszary Di, Dz, D (rysunek), to mamy

/ |cos(z+y)|dzdy = //cos(z—}—y) dzdy +//(——cos(a:+y))dzdy +//(:os('z+y) dzdy.
Do Dy

D D,

[cos(z + y)| = ¢ —cos(z+y) dla = < x4y <

W o

Liczac teraz kolejno kazda z trzech calek otrzymamy

sy
2

[NE]

-

//Cos(r+y)dxdy=/d1‘ / cos(z +y)dy =
D, 0

0
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= 3
y=%-=z
[sin(x + y)] dz = / (sin (:c + g - z) — sin z) dz
y
0

=0

x
]
0
s
/2
0

—
(N2
Il
|
|
—

(1—sinz)dz = [z+cos:t

//(—cos(z-}-?/) ydzdy = //(—cosz+y)dzdy+// (—cos(z + y)) dzdy
/(—cos(z+y))dy+/dz / (—cos(z +y))dy

Z-z

Il
© \uh [N

m =3
2

][_ o] s [ [rantean]

y= T

[NE]

L4
2

(—sin(z+7r)— (—-sin (x-f- g —z))) dz

™

+/ (—sin (z+ 37”—1;) ——(—sin(:c+0))) dz

r
2

Il
© S~

m

2
= /(sinz+1)dz+/(sinx+1)dz
0

r
2
m™

=/(sinz+l)dx= [z—cosz] =nr+2,

0

// cos(z + y)dzdy = /d:c / cos(z + y)dy = / [sm(:v + y)] dz
EL3
Ds y=2 o

/(sin(z+7r)—sin (a:+ %{ —a:)) dz

j(—sinx— (-1)) dz = /(1 —sinz)ds

m™

z
= [z-}-cosr] =£-—1.

[NE]
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//icos(z+y)|dzdy=(§-1) (r+2)+(2-1) =or
D

b) Funkcja max(2z,y) jest okreslona wzorem

Tak wiec

2¢ dla 2z >y,

9z, y) =
max(2z,y) { y dla 2z<y.

Prosta y = 2z dzieli obszar catkowania D = [0,2] x [0,1] na obszary D; i D, normalne
wzgledem osi Oy (zobacz rysunek).

;%‘Hl{”[“

//max 2z,y)dzdy = //ydxdy+//21d:cdy

z=2
/dy/ydz+ /dy/zdz-./xy] dy+/ ldy
=32
w1 49
2/‘” y+/(4 4>dy [6}[,+[4y 12]0 12
0 0

¢) Na rysunku przedstawiono obszar calkowania D.

Proste y = 1 oraz y = 2 dzielg ten obszar na trzy czeéci Dy, Di, Ds, na ktérych
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funkcja E(y) przyjmuje odpowiednio wartosci 0, 1, 2. Mamy zatem

// y) dzdy = //Odzdy+//ldmdy+//2dxdy

D1

2

—0+/dy/dx+2/dy/dz_Q/\/_dy-f-/l/\/_dy
5\/;‘MJ

S REIV V.

3 3

_ 1010 - 8v2 -4
= 3 :

Zadania

O Zadanie 9.1
Obliczy¢ dane catki podwdjne po wskazanych prostokatach:

dzdy
)// x+y+13,gd21eR [0,2] x [0, 1];

b) //:csm zydxdy, gdzie R = [0, 1] x [, 27].
R

O Zadanie 9.2
Podane catki podwdjne zamieni¢ na sumy iloczynéw calek pojedynczych:

a) //er‘y dzdy, gdzie R = [-1,1] x [-1,1];
R

b) ]/:cyln%d:cdy, gdzie R =[1,¢] x [1,2].
R

O Zadanie 9.3
Catke podwdjna / f(z,y) dxdy zamienié na calki iterowane, jezeli obszar D ogra-

niczony jest krzywymi o réwnaniach:
a) el +y=2 33 =22
byz?+y* =4, y=2z—2% z=0 (z,y > 0);

c) 22 — 4z + y> + 6y — 51 = 0.

O Zadanie 9.4
Obliczy¢ podane catki podwdjne po wskazanych obszarach:
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a) // min(z, y) dzdy, gdzie D = [0, 1]x [0, 2];

D
b) // E(z + y) dzdy, gdzie D = [0,2] %[0, 2];

D

c) //|a:-—y|d:cdy,gdzieD={(z,y)eRZ: x20,0<y<3—2:c}.
D

Uwaga. min(a, b) oznacza mniejsza sposrdd liczb a, b, natomiast F(u) oznacza czesé
catkowity liczby u.

Odpowiedzi i wskazowki
9.1a) ;_4; b) 0.

o Jo4) ([ )

-1 -1

() () 4) ()

—34+/64—(2—2)2

1 2—-z2 2 \/4—7 10
9.3 a) /dz / f(z,y)dy; b) /dz / f(z,y)dy; c) /dz / f(z,y)dy.
-1 Vz? 0 6 _3_\fea—(z-2)?

3 2r—x2

9.4 a) %; b) 6; ¢) -

Dziesiaty tydzien

Calki podwéjne po obszarach normalnych (5.2). Zamiana zmiennych
w catkach podwdjnych (5.3). Wspdélrzedne biegunowe w caltkach po-
dwéjnych (5.4)

Przyktady
Przyktad 10.1

W podanych catkach iterowanych zmienié kolejnoéé¢ catkowania:
1 z|

a)/:dy 7yf(w,y)dw; b)jdw /2 f(z,y) dy; C)/ldch / f(z,y)dy.
SO ?

2 sinz —Vi—z2
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Rozwiazanie
a) Obszar catkowania D okreslony jest nieréwnosciami

2

-6<y<2, %—1<z<2—y.

Aby zmieni¢ kolejno$é catkowania w danej calce nalezy obszar D podzieli¢ na dwa obszary
D1, D, (zobacz rysunek) normalne wzgledem osi Oz, gdzie

Di={(z,y) eR’: -1<2<0, 2vVz+1<y<22Vz +1},
Dy={(z,y) eR*: 0<z<8 -2V +1<y<2—2}.

Wtedy mamy
// f(z,y) drdy = // F(z,y) drdy + // F(z,v) dzdy
D D, D,y
0 2/z+1 8 2—z
=/dz / f(x,y)dy+/dz / Fz,v) dy.
-1 —2vEFT 0 —2vz+1

b) Obszar catkowania D okredlony jest nieréwnosciami

0<z<m sinz <y<2.

z=arcsin y
z=m—arcsiny

Aby zatem zmieni¢ kolejnoé¢ calkowania nalezy obszar D podzieli¢ na trzy obszary Di,
D3, D3 (zobacz rysunek) normalne wzgledem osi Oy, gdzie

Di={(z,y) e R*: 1<y<2,0<z<n},
D2={(z,y)€R2: 0<y< 1, 0Kz < arcsiny},
D3={(x,y)€R2: 0<y <1, w—arcsinygzgw}.
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Wtedy
J[ 1@ asas= // £(z,9) dady + // f(z,9) dzdy + / f(z,9) dady
D
arcsin y
/dy/f(z y)dz+/dy / f(z.y) dz+/dy / fzy)d
0 T—arcsin y
c) Obszar catkowania przedstawiono na rysunku.
WY
—2 1 2
D
y=—1/4—z2
=hE————
>

Aby zmieni¢ kolejnos$é catkowania dzielimy obszar D na cztery obszary normalne wzgle-

dem osi Oy :
Di={(yeR: -2<y<~Vi —/i-v<r<Viv},
D;={(z,y) e R*: —V/3<y<0, -1<z <1},
Di={(z,y) eR*: 0<y<1, =1<z<—y},
Di={(r.y) e R*: 0<y< 1, y<z <1},

Zatem

/ f(z,y)dzdy =
//f(z y)dxdy+//f(x Y dxdy+//f(r y)dldy+/ f(z,y)dzdy

Ts v

:/dy / f(zydz+/dy/f(zydz+/dy/fzydz+/dy/f:ry)dx.

-2 —ilg?
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® Przykiad 10.2
Wprowadzajac wspdlrzedne biegunowe obliczy¢ podane catki podwéjne po wska-
zanych obszarach:

)// :cz—i—y2 d:cdy,gdzieD: 2?2+ 9% -2y < 0;

d
b)// md_y )2 gdzie D : 2?2+ <z, 2?2 +y° <.

Rozwiazanie

a) Réwnanie okregu z? + y? — 2y = 0 we wspdirzednych biegunowych (z = gcosp,y =
osin ¢) ma postaé 0% — 2psin ¢ = 0, czyli po uproszczeniu g = 2sin . Zatem obszar
catkowania A (zobacz rysunek) w nowych zmiennych okreslony jest nieréwnosciami 0 <
» <7, 0 < o< 2sin p. Tak wiec, wobec wzoru na zamiane zmiennych w calce podwdjnej,
mamy

| D' ! “ e=2sin ¢
// (22 +9?) dady = // quadg_/ i 2]“‘“’93‘19”/ [1 0

m
™

. 3 1 . 1 . 3
4/51“49"199:4[—99—151“2994- §51n4'¢] =5

8 0
0

b) Obszar calkowania przedstawiono na rysunku ponizej. Ze wzgledu na symetrie obszaru
D wzgledem prostej y = z, a takze ze wzgledu na symetri¢ funkcji podcatkowej wzgledem

tej prostej, mamy
// dzdy // dzdy
=2 ——~
1-122%2- 1—z2% —y?)

gdzie Dy jest polowa obszaru D. Obszar D; we wspélrzednych biegunowych (na kolejnym
rysunku jest to obszar A;) jest opisany przez nieréwnoséci: 0 < ¢ < g, 0 < o<sing.

Stad dokonujac w calce zamiany zmiennych na wspdlrzedne biegunowe otrzymamy
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o=sin ¢

{

SRS

|

2//(7#137)—= //(f%‘; / /(idgg) 20/

Dy

o=sin ¢
1

4
/( 12 —1> d<p=[tgsa—~9o]q =1-Z
cos? @ 0 4
0

Przyktad 10.3 :
Obliczyé wartosci $rednie podanych funkq]l na wskazanych obszarach:
a) f(z,y) = |2y, gdzie D : 2 +y* < 1

b) f(z,y) =2* +¢* gdzie D: s <y<z+2,2<2 <3

Rozwiazanie
Wartos$¢ $rednia funkcji f na obszarze D
wyraza si¢ wzorem:

P / f(zy) did NN
it =TT z,y)azay.
(D] | }
D 1 T
’ | O 1 x
a) W tym przypadku wystarczy obliczyé
catke podwdjna D

/|Iy|dzdy, gdyz |D|= .

Funkcja f(z,y) = |zy| spelnia warunki f(z,y) = f(~z,y) = f(—=z,~y) = f(z,—y). Stad
oraz z symetrycznosci obszaru catkowania wynika, ze

// |zy| dedy = 4// |zy| dzdy = 4// zydzdy,
D D, D,
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gdzie D) oznacza pierwsza ¢wiartke kota D (zobacz rysunek). Obszar Dy we wspédirzed-
nych biegunowych okreslony jest nieréwnoéciami

0<p<s, 0<e<L.
Zatem po dokonaniu w obliczanej calce zamiany na wspélrzedne biegunowe otrzymamy

3 1
//xydxdy = /dv/(@cow)(asinw'ede ‘
0 0

Dy

n
z 1

El 1
/cosnpsingadga . /Qadg = /%sin%pd(p . /'gadg =
)

0 o] 0

x

- o [])- (1+0) 43
B A PO VN PO LS i &

Wracajac do wartosci $redniej otrzymamy
11

fa = dedy =4 - = = = —.

|D| /Ixyl i T 8 2n

b) Wyznaczymy najpierw pole obszaru D (zobacz rysunek).

y z=3 y=z+2

2| 3| T

3 42 3 3
lDlz//dzdy:/dx/dy:/[y]Z::+2dr=2/dy=2.
D 2 x 2 2

Nastgpnie obliczymy catke z funkcji f(z,y) = 2% + y® po obszarze D. Mamy zatem

// (2 + ¢*) dady

D

Mamy

3 42

3
3
/dz/ dy—/{z2y+y?

2

3
[z +L+21:I = 38.
2

y=xr+2

dz

y=z

PO INN]
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. . . . 1
Tak wiec warto$é $rednia funkcji f na obszarze D jest réwna fe = 3 38 = 19.

® Przykiad 10.4
Obliczyé pola obszaréw ograniczonych podanymi krzywymi:
a)y=2z’ -z, y=uz;
byy=e¢", y=Inz, z+y=1, z=2.

Rozwiazanie
a) Obszar D, ktérego pole mamy obliczyé, zaznaczono na rysunku.

Zatem

2 z 2
01 = [[asty= [z [ ay= [ a0
D 0 0
2

z2—z
2

= /(z—(z2—x))dz=/(2£—z2)dz= [2-%12—§13 =4-—§=§.

0 0

b) Obszar D jest wprawdzie obszarem normalnym zaréwno wzgledem osi Oz i Oy, jed-
nakze funkcji ograniczajacych ten obszar tak z géry jak i z dotu nie da si¢ zapisaé¢ jednym
wzorem. Dlatego podzielimy go prosta na obszary D; i D2 (zobacz rysunek).

x

Yy y=e
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Mamy teraz

|D| = ID1|+}D2]_//dxdy+//dzdy
/dz/dw/dz/dy_/ /[ -

> 1
/(e +z—1)de+ (eI—lnz) dr = [ez-i-%—z] + [ez—z(lnz-l)
1
1

0
0

2+%—ln4.

® Przyktad 10.5
Obliczy¢ objetosci bryt ograniczonych podanymi powierzchniami:
)2’ +yi=1l,r+y+2=32=0;
b)z=0,z=1-|y|, 2=0,z=10—- 5z — 2y.
Rozwiazanie
a) Na rysunkach ponizej przedstawiono obszar U, ktdérego objetosé |U| mamy obliczyé
oraz rzut tego obszaru na plaszczyzne zQOy.

’um lﬂh!lhhh lelu}u...

||| il

Zatem wobec tych rysunkéw i interpretacji catki podwéjnej jako objetoséci, mamy

|U|=//(3~z—y) dzdy.
D

Wprowadzajac wspélrzedne biegunowe, obszar D mozemy zapisa¢ w postaci

{(p,0): 0K p 2T 0< 0 1},

Dokonujac teraz zamiany zmiennych na wspélrzedne biegunowe mamy

2m 1
//(3—z—y)dzdy=/d<,o/(3—gcoscp—gsin<p)gdg
D 0 )
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2m 1
= / d¢/(3§—92cosp—g2sin¢) do
0 0

2m
1 1 1. 1!
= [3 c2g® — =g cos p — ~g®sin gp] de
3 3 o0=0

= (3 1cos 1sin ) dp = [3 ! sin ¢ + 1 cos ]2"
= 2 3 4 3 P ap = 29’ 3 © 3 © o
0
3 . 1 1 . 1
= (;'2w—§51n27r+§c0527r) — (—gsmﬂ—i- §c050> = 3.

4

b) Na rysunkach ponizej przedstawiono bryte U oraz jej rzut na plaszczyzng zOy.

- z=10—-5z -2y

Objetoé¢ bryty U obliczmy korzystajac ze wzoru

|U|=// (9(z,y) — d(z,y)) dzdy,
D

gdzie z = d(z,y) 1 z = g(x,y) sa odpowiednio dolna i gérna powierzchnia ograniczajaca
te bryle, a D jest jej rzutem na plaszczyzne zOy. Stad mamy

U] :/ ((10—51—21,)-0) dzdy
D

1

1 l—z
y=1-2z
/dz/(10—51—2y)dy=/[10y~51y_y2] dz
y=z—1
0 z—1 0

1 1
3 2
10/(z2—3z+2) dz =10 {%—3%4,2@] :%5

0
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Zadania
O Zadanie 10.1

W podanych catkach iterowanych zmienié kolejnoéé catkowania:
1 |z} 1

a) / dr/f(z,y) dy; / dz / f(z,y) dy;

10 s Y =2

a 2/7F vi o oo%
o fde [ s@uds @ [ ar [ few
0 Var—z2 V2 y2-1

O Zadanie 10.2
Wprowadzajac wspélrzedne biegunowe obliczyé dane catki podwdjne po wskaza-
nych obszarach:

a) //:L'yda:dy, gdzie D: 2 >0, 1 <z?2+y% <2

b) //(x2+y2) dzdy, gdzie D: y> 0, y< 2?2+ y> <

c*) //:c\/.r2+y2 dzdy, gdzie D: z > 0, (:I:2+y2)2 <4(2?-y?).
D

O Zadanie 10.3
Obliczy¢ warto$ci §rednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:
a) f(z,y) = sinz cosy, gdzie D = [0, 7] x [0, g},
b) f(z,y) =z +y, gdzie D: 0<y<m 0z <siny.

O Zadanie 10.4
Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych podanymi krzywymi:

a)y’ =4z, z4+y=3 y=0(y3>0);
b)z? +y? —2y =0, o®+y°—dy=0;
¢)z+y =4, r+y=S8, r—3y=0, z — 3y =5.

O Zadanie 10.5
Obliczy¢ objetosci bryt ograniczonych podanymi powierzchniami:
a)r?+y? -2y =0, z=2*+¢*, z2=0; b) 2 +y? 4 22 — 22 = 0;
KN (@-1)2+@y-1) =1, z=2y, 2=0;, d*)2z=2’+¢*, y+z=4
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Odpowiedzi i wskazowki

— 1 1 0 Vi-v?
10.1 a)/dy/f(z,y)dx+/dy/f(z,y)d:v; b) /dy / f(z,y)dz;
=z S e

c)/dy ] (zy)dx+/dy / f(z,y)dz+/dy

A — . “L

f(z,y)dz;
il 1—y? 2
0 \/:T 1 -2z 1 Vz+T
o [ar [ senays [er [ senas [ [ e
S1 T N 0 Viz
7 VE i cosp
10.2 a) / / sin p cos p dg = 0; b)/dcp / gsdg=%;
-z sin
T 2/Cos 2¢
c*) / / 0 coscpdg: 321\5/5
-1
103 2) fir = =i b) fur = 5.

10.4 a) %; b) 3w c) 5.
10.5 a) 37”; b) g—w; c*) m. Wskazéwka. Zastosowaé przesunigte wspdStrzedne biegunowe:

. 81
z=1+4gcosp, y=1+pgsing, J = g; d¥) 7"

Jedenasty tydzien

| Zastosowania calek podwéjnych (5.6).

Przyktady
Przykfad 11.1

Obliczy¢ pola powierzchni ptatéw okredlonych podanymi réwnaniami:
a)z=8—4r —2y,gdziez >0, y >0, 2> 0;

b) z = V/R? — 22 — y2, gdzie 22 + y? < R2.

Rozwiazanie

a) Plat ¥, ktdrego pole mamy obliczyé oraz jego rzut D na plaszczyzne zOy przedsta-
wiono na rysunkach.
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\

|||| Hllﬂﬂ!l =

A“”

Poniewaz funkcja f(z,y) = 8 — 4z — 2y ma ciaglte pochodne czastkowe pierwszego rzedu
na obszarze D, wigc mozemy stosowaé wzdr na pole plata. Mamy zatem

42z

=] = //\/1+ + % dzdy—/dz/\/l+( 4)? 4 (—2)2 dy
:\/z_f/dx / dy:x/ﬁ/[y]Z::'hdx=\/ﬁ/(4—2z)dz

= \/5—1—[41: —x2]§ =4\/ﬁ.

Tak wiec pole ptata ¥ jest réwne 4v/21.

b) Plat ¥ (gérna pélsfera), ktérego pole mamy obliczyé oraz jego rzut D na plaszczyzne
zOy przedstawiono na rysunkach.

A

nlﬁl“"
i |||||||||||||||H||

x

=+/R2-z2_y2

5]

i

iI||IWIIIIIIIIIIIIIIIIIIII I

Pole ptata ¥ wyraza sie wzorem

2| = // \/1+ (g—;—)z+ (%)2(11@

) ()
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z2 ity /
ey dzdy = // T — x"’ dzdy

—dzdy.
R? — 12 — ¢2

Wprowadzajac wspélrzedne biegunowe, obszar caltkowania mozemy zapisaé w postaci

{(p0): 0K p <27, 0< o< R}

Tak wiec po zamianie zmiennych w obliczanej calce podwdjnej otrzymamy

dzdy = /dgo/ -odp
// R? — £2 — y? V/R? — (gcos <p)2 — (gsin p)?

/""”/m 0/‘“’ /m

R
= [p)" [—R R? — gz] =27 R%.
0

Pole potowy sfery o promieniu R jest réwne 27 R2.

® Przykiad 11.2

Obliczyé masy podanych obszaréw o wskazanych gesto$ciach powierzchniowych:
a) D =[0,a] x [0,a], gdzie a > 0, o(z,y) = z? + y?;

b) D= {(z,y) € R?: 2 <z <3+y?}, gdzie o(z,y) = |yl

Rozwigzanie

Mase M obszaru D o gestoéci powierzchniowej o = o(z, y) obliczamy ze wzoru

a) W tym przypadku

M

M= Z/a(x,y) dzdy.

mamy

=/ (1:2+y2) dzdy:/dz/(z2+y2) dy
D 0 0

a

y=a
=/{zzy+ly3] dz
37 Jy=o

Il
S
o
8

N
+
)

w
~
IS8
8

I
—
—_
8
8
+
8
w
]
—_—
(=] 8
Il
|
S
+
|
8
8
>
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b) Obszar D, ktdérego mase mamy obli-
czy¢, przedstwiono na rysunku. Ze wzgledu
na symetri¢ obszaru D i gestosci o wzgle-
dem prostej y = 0 wystarczy obliczyé mase
obszaru

{(z.v): 0<y < VB, 20° <z <yP +3},

ktéry oznaczymy przez D;. Mamy

V3 yi4s

2/ |y|drdy=2/dy/ydz

0 2y?

Dy
V3
r=y243
= 2/ [yz]1=2y2 dy
0
V3

M

Il

) V3
zfy(3~_y2)dy:2l:ai_y_j| :g.
0

Przyktad 11.3

Znalez¢ potozenia $rodkéw masy podanych obszaréw jednorodnych:
2 2
a) pétkole D o promieniu B; b) D = {(:L’,y) ER?:y> x—, z > y_} .

Rozwigzanie

a) Poniewaz obszar D (pétkole) jest jedno-
rodny oraz ma o§ symetrii, wiec jego $ro-
dek masy lezy na tej osi. Niech pdétkole
D bedzie potozone w ukiadzie wspdtrzed-
nych jak na rysunku. Wtedy oczywiscie
T, = 0. Przyjmujac, ze gestoéé powierzch-
niowa masy o(z,y) = oo = 1, wtedy dla
wspétrzednej yc jej srodka otrzymamy

] Z [ sota.v) sy Z [ vazay

Y =

Z [ ot zay J / drdy

D

//ydzdy //ydzdy

2 D

Aby obliczy¢ ostatnia catkg dokonamy zamiany zmiennych na wspélrzedne biegunowe.
Pétkole D w tych wspétrzednych jest opisane nieréwnosciami 0 < o < 7, 0 < o < R.
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Mamy wiec
T R ™ R
//ydxdy = /d¢/(gsinso)‘9da= /sintpdv : /ezdg
D 0 0 o G

T 1os 203
[——cos«p] : [—g ] =[-cosT —(—cos0)] R’ = =R’.
o 137 Jo 3 3

Zatem wspélrzedne srodka masy pétkola dane sa wzorami

4R

T, =0, yczg.

b) Obszar D, ktérego polozenie $rodka masy mamy wyznaczyé, przedstawiono na ry-
sunku.

Yy

Poniewaz obszar ten jest jednorodny i prosta y = z jest jego osig symetrii, wigc srodek
C masy nalezy do prostej y = z. Stad zc = yc. Wystarczy zatem obliczy¢ jedna ze
wspélrzednych tego srodka. Mamy

4 2VT .
//zdzdy /dz zdy /[Iy]yfig-d:c
0 22 ="
rc = L = KN = 0
z 4
//dzdy h e y=2/zx
s /dw dy [y]y=z_22_ dz
0 z2 0
4
i 3
T 474
227 — —) de |4 /=5 '
/( 4 [5 T

7 z? 4\/—3 z34 5
/(2‘/_‘7> dz [5 : ‘EL

Zatem wspélrzedne §rodka masy maja wspdtrzedne z¢ = yo = g
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® Przykiad 11.4
Obliczy¢ momenty bezwtadnosci podanych obszaréw wzgledem wskazanych osi:
a) tréjkat o wierzchotkach (0,-1), (0,1), (1,0) wzgledem osi Oz i gestosci po-
wierzchniowej masy o(z,y) = z.
b) ¢wiartka D jednorodnego kota o promieniu R, wzgledem osi symetrii (przyjaé
o(z,y) = 1);

Rozwigzanie

a) Obszar D, ktérego moment bezwladno-
§ci mamy obliczyé, przedstawiono na ry-
sunku. Zauwazmy najpierw, ze obszar D
jest symetryczny wzgledem osi Oz. Za-
uwazmy ponadto, ze funkcja f(z,y) =
y?o(z,y) = zy® takze jest symetryczna
wzgledem tej osi, tj. spelnia warunek
f(z,—y) = f(z,y). Ze spostrzezen tych
wynika, ze moment bezwtadnosci obszaru
D jest dwukrotnie wiekszy od momentu
bezwladnosci gérnej polowy tego obszaru
tj. obszaru

Dy={(z,9): 0<y<1,0<z<1—y}.
normalnego wzgledem osi Oy. Mamy zatem

I, = // v’ o(z,y)dedy = 2// oy’ dzdy
D4
1

Dy

1-y 1 z=1—y
2 2 z?
2 [ dy zydz =2 [y Y dy =
0 0 =0

1
5 4 271

2 2 Y Y Y 1
/y( y) dy [5 2+3L

I

b) Niech ¢éwiartka kota bedzie polozona jak
na rysunku. Moment bezwtadnosci obszaru D
wzgledem osi Oy wyraza sie wzorem

I, = //z2a(z,y)dzdy.
D

Dla obszaru rozwazanego w zadaniu mamy

1, =v//a:2 dzdy.

D

l

,imll"“m

fmmf
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Catki podwajne

Obszar D jest okreslony we wspdirzednych biegunowych przez nieréwnosci

T < 175

R

/93,19

0

T<e< T 0<e<R
Dokonujac w calce zamiany zmiennych na wspdlrzedne biegunowe otrzymamy
& R i
Iy =//zzdzdy=/dga o’cos’ p-gdg= /coszqadga
D z 0 ES
x R
[ga sm2<p]3T o! _ [(3# 1) (7r+
2 4 = 4], L\8 4 8
_ (1 1) R* (x-2)R*
T \4 2/ 4 16

® Przykiad 11.5

Obliczy¢ parcie wywierane przez wode na jedng strone plyty w ksztalcie kota
o promieniu £ = 10 m. Kolo jest zanurzone pionowo w wodzie, a jego srodek

znajduje sie na gtebokosci H = 25 m.
Rozwiazanie

Niech plyta D bedzie potozona wzgledem
uktadu wspélrzednych jak na rysunku.
Parcie wywierane przez wode na element
dzdy plyty o wspdlrzednych (z,y) wyraza
sie wzorem Y(H — y) dzdy, gdzie v ozna-
cza cigzar wlasciwy wody. Zatem caltkowite
parcie wody na jedna strone plyty mozna
obliczyé ze wzoru

P=~,//(H—y)dzdy,

D

Catke tg obliczymy dokonujac zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe. Obszar D
w tych wspétrzednych jest okreslony przez nieréwnoéci 0 < ¢ < 27, 0 € ¢ < R. Zatem

2m R

P

Il

2 R 2m

0 0 0

Yy H /d@ /gdg - /singadgo

7//(11—y)dzdy=7/d<p/(H—gsin<P)~9d@
D 0 0

R

o]

/e2d9

7{H[¢]

7,70 107 N.

2m
0

|

Pao wstawieniu danych v = 9,81 - 10°

4

2

2]R
0

~ [~ cos g™ [Q?]

N
m;?

R
0

R =10 m, H

2

— 0. =

an

R.’J

3 } =yrR*H.

n otrzymamy
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Zadania

O Zadanie 11.1
Obliczy¢ pola podanych platéw:
a) z=a2’+y?, ¥+’ < 1
b) 2?2+ +22=R? 2?2+ -~ Rz <0, 2>0;
) z=Val+y? 1<2<

d*) Satelita telekomunikacyjny jest umieszczony na orbicie geostacjonarnej potozo-
nej w odlegtodci h = 400 km od powierzchni Ziemi. Obliczyé pole obszaru obje-
tego zasiggiem tego satelity. Przyjaé, ze promien Ziemi jest réwny R = 6400 km.

O Zadanie 11.2
Obliczy¢ masy podanych obszaréw o wskazanych gestosciach powierzchniowych:

a) D={(z,y) €R*: 0<z <m 0<y<sinz}, gdzie o(z,y) = ¢
b) D = {(iC,y)GRZI 1< 2?2+ % <4, y > 0}, gdzie o(z,y) = |z].

O Zadanie 11.3
Znalez¢ polozenia srodkéw masy podanych obszarédw jednorodnych, gdzie:

a) D - tréjkat réwnoramienny o podstawie a i wysokosci h;
b)D:{(x,y)GRZ: 0z 0< y<sin? }

O Zadanie 11.4 _
Obliczy¢é momenty bezwtadnosci podanych obszaréw wzgledem wskazanych osi:

a) D - kwadrat jednorodny o boku a, moment obliczy¢ wzgledem przekatnej,
przyjaé o(z,y) = 1
b) D= {(:1:, y)ER?: 22+ 4> < R% y > 0} , moment obliczy¢ wzgledem osi Oz,

przyjac o(z,y) = \/z? + 2.

O Zadanie 11.5
Obliczy¢ parcie wody na plyte zasuwy turbiny elektrowni wodnej. Zasuwa jest
ustawiona pionowo i ma ksztalt kwadratu o boku a = 1 m. Gérna krawedz tej
zasuwy Jest pozioma i znajduje si¢ H = 5 m pod poziomem wody.

Odpowiedzi i wskazdéwki
11.1a) |Z| = % (5v5 —1); b) |Z| = R?*(x - 2); ) |D]| = 37V/2;

o g2 R 2
d¥) |Z] = 2w R o 2 15138780 [km®].

11.2a)M=7r;b)M=l—;-.

11.3 a) $rodek masy lezy na osi symetrii tréjkata w odleglosci g od podstawy;
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T .. 3

b) z. = ) (z symetrii), y. = 3
1y T s

11. = —a*; = ‘
4a)l 12a,b)] o R

11.5 P = 18810 [N].
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CALKI POTROJNE

Dwunasty tydzien

Calki potréjne po prostopadlo$cianie (6.1). Calki potréjne po obsza-
rach normalnych (6.2).

Przyktady

Przykiad 12.1

Obllczyc site, z jaka jest przyc1qgany }adunek punktowy q przez }adunek Q rozto-
zony réwnomiernie na kwadracie o boku a. Ladunek punktowy jest potozony na
wysokosci A nad jednym z wierzchotkéw kwadratu.

Rozwiazanie

Niech naladowany tadunkiem kwadrat
oraz tadunek punktowy beda polozone
wzgledem ukladu wspélrzednych jak na
rysunku. Z symetrii polozenia wynika, ze
wspélrzedne Fr i Fy sily f‘, z jaka kwa-
drat przyciaga ladunek punktowy, spel-
niaja warunek F; = F,. Wystarczy zatem
obliczy¢ tylko wspélirzedne F, i F,. Wspét-
rzedne te wyrazaja sie wzorami

// (z=z0)o(z,y)dzdy 4 // 200(z,y)dzdy
Y TR reo S [(@—20)+(y—y0)? +23] *

W naszym przypadku gestosé tadunku wynosi o(z,y) = g0 = 22, a punkt, w ktérym

umieszczono tadunek punktowy ma wspélrzedne (zo, yo, 20) = (0,0, h). Zatem

z dzdy zdz
= 471'50112 // 2 NE  dre a2/ / g
(22 + 92 + h2)3 ° (22 + 92 + h2)3
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_ 99 -1 dy = qQ 1 _ i dy
4mega? (z2+y2+h2)% . 4mega? J (y2+h2)% (y2+a2+h2)%
0 z=
=4qQ2{[ln ] - y+\/y2+“2+h2]}
TEoa 0 0
qQ {l a++a? + h? - h }

n n
47ega? a4+ /2a? F h? Va? + k2
Podobnie

P —aQh dzdy _ —qQh
* 7 4rega (£2 + 42 + h?) % - 47"60[12 24 g2 +h2)

_ —QO/ y iz
4mega’ J (z2+h2)(x2+y2+h2)% .

a

In

y+\Vy*+h?

_ —QO/ adz
4meoa? J (22 4 h2) (22 + a2 + h2)3

—qQh . [ 1 azx }a o —qQ a?

— t = t .
4mega ha MTCB hv/z?2 + a? + h? 4mega? Hes h\/2a% + h2

® Przyktad 12.2

Obliczy¢ podane catki potrdjne po wskazanych prostopadloscianach:

a) ///:rz sin zy dedydz, gdzie P = [6’ ;] x [0, 7] x [0, 1];
dxdydz B
/// _,:Z/\/————y——.ﬁy gle(; = [0, l] X [0,2] X [0,3]
1)

Rozwigzanie
a) Korzystajac ze wzoru na zamiane catki potréjnej na calki iterowane otrzymamy

///chsinzy drdydz / /dz/zzsmrydy—/dr/ —(osxy]y dz

I3
27 2=1
/ /z(] — Ccos T dz—/(l—cosn'x)[ ] dz

1
2

1
5/(1—cos1rz)dz= % [z—%sinwz

s 0=

I

o= ok

I

L
2

5=

o
[N

o=
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b) Korzystajac ze wzoru na zamiane caltki potréjnej na catki iterowane mamy
1 2 3
__dedyds [ [ 4, / 4
Vi+y+z+1 Vit+y+z+1
P 0 0 0
1 2
z=3
/dz/ [2 z+y+z+1] dy
z=0
0 0

1 2
Z/dx/(\/z+y+4—\/x+y+l) d
0 0

1
y=2

2/[% (Vatyr -verv+ )] @

y=0

0
1

2 [ (Var o8 - VT - VETar + VET T

%[—(\/(r+6 V(@ +45 -z 43 +/(z+1) )L
=%(49\/7—36\/€—25\/§+9\/§+4x/§—1).

—

® Przykiad 12.3

Podane calki potréjne zamienié na iloczyny catek pojedynczych:

a /// 22°7Y dzdydz, gdzie P = [0,1] x [0, 1] x [-1,1];

z In® .
/// cos z dzdydz gdzie P =[1,¢] x [1,2] x [‘5 5].

Rozwnqzame
W zadaniu wykorzystamy wzdr na catke z funkcji o zmiennych rozdzielonych.

a) Mamy
1 1 1
/// 22°7Y dzdydz = /// 22727Y dzdydz = /21 dz | - /Z_y dy | - / zdz
P P 0 0 -1
b) Mamy

I

///rln dzdydz /// zln’z dzdydz
cos z y? cos z

2

/zlnzdz . /d_g
Yy

1 1 —

\ula
IS8
N

COos z

w3
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® Przyktad 12.4
Catke potrdjna // f(z,y, z) dedydz zamienié na catki iterowane, jezeli obszar U
Jest ograniczony powierzchniami o podanych réwnaniach:
a)z=0,y=0,2=0, 2 +y+2=3; by 2?4y =3, z=—1, 2=2.

Rozwiazanie
a) Na rysunkach przedstawiono obszar catkowania U i jego rzut D2y na plaszczyzne zOy.

Zatem

3 3~z J—z—y
// f(z,y,z2) dedydz = / dz / dy / flz,y,2)dz
U 0 0 o

b) Obszar catkowania U oraz jego rzut D,y na plaszczyzne Oy przedstawiono na ry-
sunkach.

i

’m A IﬂI|H||||||||ummm

gl

m“h

flh i

y=—v/3—-22
Zatem
V3 3—z2 2
// f(z,y,2) dzdydz = / dz / dy/f(z,y,z)dz.
u -3 _\famgz 1

® Przyktad 12.5

W podanych catkach iterowanych zmienié kolejnoéé catkowania (rozwazyé wszyst-
kie przypadki):
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R VRZ=z2 R 2 4-y? 4
o fa [ ar [ sewndn v fay [ @ [ s
-R  _/R7 2 W -2 0 z24y2

Rozwigzanie
a) Obszar catkowania U oraz jego rzut D, na plaszczyzne zOy przedstawiono na ry-
sunkach.

= /R

— 7

y=—1/R2—z2

Catke potréjna rozwazana w zadaniu zamienimy na catke iterowana postaci
d 9(2)  G(y,2)
/dz/ dy / f(z,y,2)dz.
c d(z)  D(y2)

Potrzebny nam rzut obszaru U na plaszczyzne
yOz przedstawiono na rysunku. Powierzchnie
ograniczajace obszar U odpowiednio z dotu i N\
z géry (wzgledem osi Oz) maja réwnania \F y=9(z)=2

z=D(y,2) = —/22 ¢,
=Gy, 2) = /22 — 9. R

Zatem szukana calka iterowana ma postaé
R z Vzi-y? J
0 -z o2

f(xvy)z) dz. J,J”’y:d(;):—z

Ze wzgledu na symetrig obszaru U i jego rzutéw na plaszczyzny ukiadu pozostale 4 calki
iterowane beda podobne. Podajemy te catki bez objasnien.

R R R
/ flz,y,2)dz, /dy/dz / f(z,y,2)ds
-R

2

dy

;o\:u
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N z2—z2

R R 22_,2
/ dz/ dz / f(z,y, z)dy, /dz/ dz / (z,y,2)dy.
-R lz] —/22—z2 Vz2—z?

b) Na rysunkach przedstawiono obszar catkowania U oraz jego rzut Dy, na plaszczyzne
zQ0y.

Obszar D,y traktowany jako normalny wzgledem osi Oz mozna okreéli¢ nieréwnosciami
0<z<2 —v/4—22 <y <422 Natomiast ten sam obszar potraktowany jako
normalny wgledem osi Oy mozna opisaé¢ nieréwnoéciami —2 < ¥y < 2, 0 < z < /4 — ¢2.
Zatem mamy dwie pierwsze calki iterowane postaci

/dr / dy/f(xy,z)dz

z2+4y?

»

Niech teraz D, (zobacz rysunek) bedzie rzu-
tem obszaru U na plaszczyzne zOz. Obszar
D.. traktowany jako normalny wzgledem osi
Oz jest okreslony nieréwno$ciami

0<z<2 22<z<4.

Z drugiej strony traktowany jako normalny
wzgledem osi Oz da si¢ opisaé¢ nieréwnoéciami

0<2<4 0<z< Ve

Wyznaczajac jeszcze y z réwnania z = z2 + y?
mamy dwie nastepne calki iterowane

2 4 z—2z2 4 Vz \ z—zx2
/dz/dz / f(z,y,2)dy, /dz/dz / f(z,y,z)dy.
0 2 S z—zx2 0 0 —‘\/:2-
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Prowadzac dalej podobne do przedstawionych rozwazania otrzymamy dwie ostatnie catki
iterowane:

2 4 Vz—y? 4 vz Vz—y?
/dy/dz / f(z,y, z)dz, /dz / dy / f(z,y,2)dz.
-2 y? 0 0 -z 0

Zadania

Zadanie 12.1

Obliczy¢ sile, z jaka masa punktowa m = 100 kg jest przyciagana przez jednorodne
koto o masie M = 100000 kg i promieniu R = 4 m. Masa punktowa Jjest polozona
na wysokosci H = 3 m nad érodkiem kola.

Zadanie 12.2
Obliczy¢ podane catki potréjne po wskazanych prostopadiocianach:

a) /// :cd_ztjyd_z’ gdzie U = [1,2] x [1,€] x [1,¢];
U

b) (z +y+2) dedydz, gdzie U = [1,2] x [2,3] x [3,4];
Iy

c) ///sin:csin(a: +y)sin(z + y + 2) dzdydz, gdzie U = [0, 7] x [0, 7] x [0, 7).
U

Zadanie 12.3
Podane catki potréjne zamieni¢ na sumy iloczynéw catek pojedynczych:

a) /// sin(z + y + z) dedydz, gdzie U = [0, g} X [0, -72-r-] x [0, 7];
U

b) ///zln(xyyx) dzdydz, gdzie U = [1,¢€] x [1,€] x [0, 1].
U

Zadanie 12.4

Catke potrdjna /// f(z,y,2) dedydz zamienié na calki iterowane, Jezeli obszar U
U

Jest ograniczony powierzchniami o podanych réwnaniach:
a)z=2/z24 42, z=6;

b)z2+y2+z2:25,z:4,(z24);

o) z=a"4+y% z=20—2%— 2.
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O Zadanie 12.5
W podanych catkach iterowanych zmienié kolejnoéé catkowania (rozwazyé wszyst-
kie przypadki):
—92r 3- 3x——y

a)/d:c / dy / f(z,y,2) dz;

b) jdx / dy / flz,y,z2) dz
Z2

-V4-z? —\/4—z?—y2
3 v Vz=z?
¢) /dz / / f(z,y,2) dy.
0 vz —Vz-z?

Odpowiedzi i wskazowki

12.1 F = (F,, Fy, F.), gdzie F; = F, = 0 (z symetrii) oraz
GmMH dzdy

Fa=—222= ——— = —125000 [N].

24+y2?gR? (H2 + 132 + y2)
12.2 a) %; b) 12_5; <) 0.

™

2 2
12.3 a) /sinzdz . /cosydy . /coszdz +

0 0 0

m

2 2 ™ 2 P)
/coszdz . /sinydy~ /coszdz + /cosxdm . /cosydy . /sinzdz -

] 0 o] 0 0 [¢]

jus
2

/smzdz

0

sin y dy smzdz ;

\wla

e 1

b) In:cda: (/ydy)- Zdz + /zd:c . /lﬂydy : /zdz
.0 1 1 [¢]
3 \// 6

124a)/dz

-3 —/9—-2z2 24/224y2

f(z,y,2)dz;
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3 \/9 z2 \/25—12—3/2 2 \/4_12 \/20_12_y2
b) /dz / dy / f(z,y,2)dz; c) /dz / dy / f(z,y,2)dz.
Vo—z2 4 -2 _ fiiaz 224y?

T 2-— 21——z

5-3
125a)/dr/ / f(z,y,2) dy;

0 V- y2 \/4-112—22 V3
b)/dy / dz / f(z,y,2)dz; c) /d / / flz,y,2)d=.
Vicy?  —\fa—y2_z2 =V3 _\fasyr SRH?

Uwaga. W kazdym punkcie sa jeszcze 4 inne calki iterowane.

Trzynasty tydzien

Calki potréjne po obszarach normalnych (6.2). Zamiana zmiennych
w calkach potréjnych (6.3). Wspdirzedne walcowe w catkach potrédj-
nych (6.4). Wspélrzedne sferyczne w catkach potréjnych (6.5).

Przyktady
Przyktad 13.1

Obliczy¢ catki potréjne z danej funkcji po wskazanych obszarach:

a) f(z,y,z) =zyz, gdzie U : y> 22, 2 >9% 0< = <xy;
b) f(z,y,2) = Vo, gdzie U : 0<2<4,0<y< 7 0<z<siny.

Rozwiazanie

a) Rzut D,y obszaru U na plasz-
czyzng zOy przedstawiamy na ry-
sunku. Obszar U jest ograniczony z
dotu powierzchnia o réwnaniu z =
D(z,y) = 0, a z géry o réwnaniu
z = G(r,y) = zy, gdzie (z,y) €
Dzy. Zamieniajac catke potréjna na
calki iterowane otrzymamy

/U//y drdydz = /dz/dy/zyzdz_/ /[zy ] e
[l

dr =

1

y=x2
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b) Rzut D,y obszaru U na plaszczyzng zOy
przedstawiono na rysunku. Obszar U jest ogra-
niczony z dolu powierzchnia o réwnaniu z =
D(z,y) = 0, a z géry o réwnaniu z =
G(z,y) = siny, gdzie (z,y) € Dzy. Zamienia-
jac calke potréjna na calki iterowane otrzy-
mamy

4 r  siny
// Vz dedydz = /dz/dy/\/;dz
U 0 0 0
4 ™ . 4 n
/dz/\/;[z]ﬂsmydy=/dz/\/a_:sinydy
0 0 = 0 o

4 g
.° 2 4 L 32
Vzdz | - sinydy | = [—Vz3] . [— cos y] = —.
3 0 0
0 0

3

W miejscu oznaczonym (e) korzystaliSmy z twierdzenia o calkowaniu funkcji o rozdzie-
lonych zmiennych.

Przykiad 13.2

Wprowadzajac wspdlrzedne walcowe obhczyc podane calkl po wskazanych obsza-
rach:

a) /// (2% + y?) dzdydz, gdzie U : /22 +y2 < 2z < 1;

b) ///:c dzdydz, gdzie U : 0 < 2 <9 —z? — y2.

Rozwuazame
a) Obszar catkowania U jest stozkiem o wysokoéci 1 i promieniu podstawy 1. Stozek U
1 jego rzut na plaszczyzne zOy przedstawiamy na rysunkach.
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Obszar Dsy jest okreSlony we wspdlrzed-
nych biegunowych przez nieréwnosci

0<p<2m 0ol

Dla ustalonegc kata ¢ rysujemy przekrdj
obszaru U pdlplaszczyzna przechodzaca
przez o$ Oz i przez ramie kata ¢ (zobacz
rysunek). Z rysunku odczytujemy zakres
zmiennosci h. Mamy ¢ < h < 1. Ostatecz-
nie obszar U we wspélrzednych walcowych
jest okredlony nieréwnos$ciami

0<ps2m 0<e<], e<hgL

Dokonujac teraz zamiany zmiennych w calce potrdjnej na wspdirzedne walcowe otrzy-
mujemy

2m 1 1
/// (z2+y2) dzdydz = /dcp/ dg/(92c0s2<,9+92 sin® Lp)gdh
U 0 0 e
2m 1 1 2m 1
_ 3 _ 3 h=1
_/dga/dg/gdh_/dg/[gh]’wgdg
0 0 o 0 0
2m 1 27 1
/dw/(gs—g") do = /dw /(es—g") do
0 0 0 0
4 571
AL N P l_l)_L
= [l [4 5]0“2” (4 5/ 10

b) Obszar catkowania U jest odcinkiem paraboloidy, a jego rzut D,y na plaszczyzne Oy
Jjest kolem (zobacz rysunek).

P

H

A

Obszar D;y we wspdlrzednych biegunowych opisany jest nieréwnosciami 0 < ¢ < 2,
0 < o < 3. Zapiszemy teraz obszar U we wpdlrzednych walcowych. Na rysunku ponizej
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przedstawiono przekrdj obszaru U pélplaszczyzna przechodzaca przez o§ Oz i ramie
. . . 2
kata o. Z rysunku odczytujemy zakres zmienej h. Mamy 0 < h < 9 — o°.

We wspétrzednych walcowych obszar U opisany jest uktadem nieréwnoéci
0<p<2m 0<e<3, 0<hg<9-0"

Dokonujac teraz zamiany zmiennych w calce potréjnej na wspétrzgne walcowe otrzymamy

2m 3 9-o? 2m 3
—9_ 2
//_/12 dzdydz = /d9°/d9 / Qscos2<ﬁdh=/d¢/93coszv[h]:;z ¢ do
0 0 0 4 o

U
2m 3
= /dgo/ga (9—92)cos2gadcp
0 0
2m

3

/COS2</)d<p . /93 (9 - 92) do

0 o]

2 4

3 [99 +sin2¢]2" [9 . 96]3 2437

2 "% 4

0

W miejscu oznaczonym B korzystaliSmy z twierdzenia o catkowaniu funkcji o rozdzielo-
nych zmiennych.

® Przykiad 13.3

Wprowadzajac wspdtrzedne sferyczne obliczyé podane catki po wskazanych obsza-
rach:

a) ///(m2+y2+z2) dedydz, gdzie U : —\/4 — 22~ y?2 £ 2 < 0;
U

b) ///z2\/x2+y2+z2d:cdydz,gdzieU: 0<z2<V4d—-22—y2, 220,y > .
U
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Rozwiazanie
a) Obszar catkowania U jest dolna pdtkula o promieniu R = 2. Pétkule U i jej rzut Dzy
na ptaszczyzne Oy przedstawiamy na rysunkach.

I

.,un||mm|||lmml|

il

lh.

Na podstawie rzutu D obszaru U ustalamy za-
kres zmiennosci kata ¢ we wspélrzednych sfe-
rycznych (¢, v,0). Mamy 0 < ¢ < 27. Aby
okresli¢ zakres zmiennosci kata i i promienia
wodzacego rysujemy (dla ustalonego kata )
przekréj obszaru U péiptaszczyzna przecho-
dzaca przez 0§ Oz i przez ramie kata ¢ (zobacz
rysunek). Z rysunku odczytujemy te zakresy:

WWIHIIII
Ostatecznie obszar U we wspélrzednych sferycznych opisany jest ukladem nieréwnodci
postaci:

mm"lllllllm

~Z<¥<0, 0<eg2

0<p<om —2<¥<0, 0<e<2

W rozwazanej calce dokonujemy zamiany zmiennych na wspélrzedne sferyczne. Mamy

/// 2’ +y° +2°) dedydz =

/dcp/ dw/ g cos® <pcos 1j)+g sin? cpcos ¢+g sin z,/;)g cos P do

=/d<p/dzb/g cos do

o wla

ul:

2m 0 2
= /d«p /cosd;dzb . /94 do
0 -z 0
512
2m . 0 ") 32 64
R

b) Obszar catkowania (jest to czeéé kuli) przedstawiono na rysunku.
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Na podstawie rzutu Dy obszaru U na plaszczyzne zOy ustalimy zakres zmiennosci kata
. . . 1 » . s

. Poniewaz rzutem tym jest g ceese kola (zobacz rysunek), wiec % < ¢ £ 7 Dla

ustalonego kata ¢ rysujemy przekrdj obszaru U plaszczyzna przechodzaca przez oé Oz i

ramie kata ¢ (zobacz rysunek).

| 0\

|
2

Zatem 0 < ¥ < -;—r- i stad 0 < ¢ < 2. Ostatecznie obszar U we wspélrzednych sferycznych

opisany jest ukladem nieréwnosci

<z

T T
ZS S OS’»Z’SE, 0<ex<2

Dokonujac teraz zamiany zmiennych w calce potréjnej na wspéirzedne sferyczne otrzy-
mujemy

3 k) 2
///22\/z2+y2+22 drdydz = /d¢/d¢/gzsin2¢-g~92cos¢d9
U —} [] 0

i

2 2

3
/dgo . /sinzwcosd)dd) . /g5 do
x

0 [o]
B 15 1% [66]° sn
= ["’] ['3' '”L 'HO—?

W miejscu oznaczonym e korzystaliémy z twierdzenia o zmiennych rozdzielonych w calce

(V15
N

ISE

potréjnej.

® Przykiad 13.4

Obliczy¢ objetoéci obszaréw ograniczonych podanymi powierzchniami:



Trzynasty tydzien - przykfady » ' ‘ 121

a)z=2-—z—y? 2=0; b)z=z2+y? z=1,2=2.

Rozwiazanie

a) Obszar U rozwazany w zadaniu jest

ograniczony powierzchnia paraboloidy ob-

rotowej z = 2— (:c2 + yz) oraz plaszczyzna

Oy (zobacz rysunek). Objetoéé |U| tego z
obszaru wyraza si¢ wzorem: 2

Q z=2— z2+y2
1= (] ana ( )
= rayaz. %
7 ¥

Obszar U we wspdlrzednych walcowych i 4. v
okreslony jest przez nieréwnosci i 7

0<p<2m 0<0< V2 0<hg2- 0% e

Zatem po dokonaniu zamiany zmiennych
na wspélrzedne walcowe w ostatniej calce
otrzymamy

2m V2 2—-9°
|U|=/// d:cdydz:/dga/dg / odh
0 [s]
2m V2
=/d¢/ [en] 22" ¢ d9=/d¢/9(2—92) do
0 0

vz vz

/dso /(29—93)@ =[¢]§"~[92—i—4] =27r~(2—%)=27r'

0

b) Rozwazany obszar U jest ograniczony powierzchnia obrotowa z = </z? + y2 oraz
plaszczyznami z =11 z = /2 (zobacz rysunek).

- K-u!mmmullﬂlll}mm!IHI\I\I\‘Iilllﬂl!l!lNWlUl

QUL
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Obszar U jest réznica obszaréw U, i U, zaznaczonych na rysunku. Zatem
Ul = |U1| = |Ua].
Obszar U; we wspdlrzgdnych walcowych opisany jest ukladem nieréwnosci:
0<p<2m 0<e<2 VE<hsV2,
a obszar U, ukladem
0<pg2r 0<e<], Veshgl

Obliczymy teraz, dokonujac zamiany zmiennych na wspélrzedne walcowe, objetosci tych
bryt. Mamy odpowiednio

2m 2 \/f
01 = ///dV:/dgp/dg/gdh
U, 0 0 Ve
27 2 27 2
h=V2
=/dc,o/e[h]h:ﬁdw/dw/e(ﬁe-m)d
0 0

=7[§g2—§e2ﬁ]gﬂ - / S

]

o= ff] w [a /’dg /
/dw/ de—/dso/(g ev/e) de

2 o=1
- e _2. =1 =T
’/[2 59‘/5] =1 ) =5
0 e=0 0
Zatem Y
42
U] = 01| = |Uz] = 5= - 2 = £ (2v2-1).
5 5
Zadania

O Zadanie 13.1
Obliczy¢ catki potrdjne z danych funkcji po wskazanych obszarach:
a) flz,y,2)=e*TY 7 gdzieU:2<0, —-z2<y<1,0< —z;

1

(3z+2y+z+1)%

o) f(z,y,2) =22 + o2, gdzie U : 224+ ¢y? <4,1-z<2<2—=z.

b) f(z,y,z) = gdzieU:220,y20,0< 2z 1—z—y;
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O Zadanie 13.2
Wprowadzajac wspdlrzedne walcowe obliczy¢ podane catki po wskazanych obsza-
rach:

a) /// (:132+y2+zz)2 dzdydz, gdzie U 122+ 3> <4, 0< 2z< 1;
U

b) ///:cyzd:cdydz, gdzieU:mgzg 1— 22— y?
U

c) /// (2% + y?) dedydz, gdzie U : z® + 4y + 22 < R?, 22+ y? + 22 < 2Rz
U

O Zadanie 13.3
Wprowadzajac wspdtrzedne sferyczne obliczyé podane calki po wskazanych obsza-
rach:

d
a)/// dedydz gdzie U :4 < 22+ 2 +22 €9,
U

Va? +y? 22
b) /// (2% + y?) dzdydz, gdzie U : /22 + 132 <z < /1 - 22— 7,
U

c) /// 2* dzdydz, gdzie U : 2% +y® + (2 — R)2 < R? (R > 0);
U

d) /// z?drdydz, gdzie U : 22 + 42 + 22 < 4z.
U

O Zadanie 13.4
Obliczy¢ objetosci obszaréw U ograniczonych podanymi powierzchniami:

a)z?+y* =9, z+y+z=1, 2+y+2=5;
b)z=-1, z=2 z=4-1% =2+

c)z= !
Sl 4y

z2=0, e24+4°=1.
Odpowiedzi i wskazéwki

13.1a)3 —¢; b) ﬁ; c) 8.

2m 2 1
412
2 2 2)2 _ 2a .
13 a)/dcp/dg/(g +h*) edh = —=m;
0 [¢] 0
27 %—5 V1-90?
de

b)/d«p/ / hgssin<pcos<pdh=0;
0 0

e
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o .‘é—zR R2_ g2
d d Sgh = 23 2R
) ) e ¢ dh = =5
0 0 R/Ro—g?

7 3
13.3 a) /dga / d1/:/gcosz[:dg= 10m;
_z 2
2
2m 12[ 1 \/_
, 4 3 _2r (2 5V2Y
b)/dcp/dw/g cos” Y do = 5 (3 ETR ),
0 z 0

s

2m 2 2Rsin ¢
8
<) /dcp/dqb / o*sin® Ycosy do = gﬂ'Rs;
0 0 0
m ud
2 z 4cospcosy
d) / do / dy / 0" cos® pcos® Ydp = 25567r.
S _r o]
2 2

13.4a) |U| =367, b) |U|=8;¢) |U]=rIn2.

Czternasty tydzien

I Zastosowania catek potréjnych (6.6).

Przyktady
Przyktad 14.1

Obliczy¢ masy podanych obszaréw o zadanych gestosciach objetociowych:
a) U: 2?4+ y* < 16,0 < 2z < 2¢/22 + 42, gdzie y(z,y, 2) = 22 + y?;
1

b) U : 224y + 2% < 2, gdai = AT
)U 4yt 42 <z, 8 ZIE'Y(xyy)z) .’L‘2+y2+32+1

Rozwiazanie
Mase¢ M obszaru U o gestosci objetosciowej v = y(z, y, z) obliczamy ze wzoru

M = // ¥(z,y, z) dzdyd=.
/

a) Obszar U rozwazany w tym przykladzie jest walcem o promieniu 4 i wysokosci 8, z
ktérego wycieto od géry stozek (zobacz rysunek). Obszar U we wspétrzednych walcowych
Jest okreslony przez nieréwnosci:

0<p<2m 0<e<4, 0<h< 2
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W

| IIIIIIIIIIHN‘H?N ﬁlll”!lfﬂml [

I

l T

|

Po dokonaniu zamiany zmiennych na wspéirzedne walcowe otrzymamy

b= fff e s o e
[ sz o reues () (o)

0

4

- 1024 4096

2«[(,9]3 [%J =2-27r~—5—= "
0

il

b) Obszar U rozwazany w przykladzie jest kula o $rodku (0,0,1) i promieniu 3 (zobacz
rysunek).

z

il

Obszar ten we wspéirzednych sferycznych okreslony jest przez nieréwnosci
0<p<2m 0S¥, 0<e<sing.

Po dokonaniu zamiany zmiennych na wspélrzedne sferyczne otrzymamy

M= /// dzdydz
4P 42741
Q COS7/) e=sin ¢y
de [ dy 711 do = coszb ¢ — arctg g] dy =
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Il

2m %
/dga/cosz[)(sin'z/) — arctg (sin ¢)) dy
0 0

2m

/cpdp . /(sin Y cosy — arctg (sin ¢) cos ) dip
0

0

o

IIm

2
=wo—g+m@.

W miejscu oznaczonym e zastosowano twierdzenie o caltkowaniu funkcji o rozdzielonych

[ ]2"~[1 in?  — sin § arctg (sin $) + = In (si “y+1)]
(2] o sin sin arc g sin 2 n {sin .

I

zmiennych. Natomiast w miejscu oznaczonym m zastosowano podstawienie ¢t = sin ¥, a

otrzymang catke arctgt dt obliczono catkujac przez czesci.

Przykiad 14.2
Wyznaczyé potozenia srodkéw masy podanych obszaréw jednorodnych:
a) potkula o promieniu R;

b)U: 22<y<4, 0<2<4—y.

Rozwigzanie

a) Poniewaz obszar U (pétkula) jest jedno-

rodny oraz ma o$ symetril, wiec jego $rodek z

masy lezy na tej osi. Niech U bedzie potozony
wzgledem ukladu wspdirzednych jak na ry-
sunku. Wtedy ¢, = 0, y. = 0. Wspédirzedna
2. $rodka masy C obliczamy ze wzoru

/// zy(z,y, z) dedydz
z. = 2 .
) /// ¥(z,y,2) dzdydz
U

Nie zmniejszajac ogdlnosci dalszych rozwazai mozemy przyjaé, ze v(z,y,2) = v = 1.

Wtedy
///‘y(r,y,z) dzdydz:/// dzdydz = |U| = %ma.
U U

Natomiast w drugiej z catek wyrazajacej wspélrzedna z. dokonamy zamiany zmiennych
na wspétrzedne sferyczne. Pétkula U w tych wspélrzednych opisana jest przez nieréwnoéci

0<p<2m, 0S¥< T, 0<e<R



Czternasty tydzien - przyktady

Zatem

MS.,

2m 3 R
///zdzdydz:/d<p/d1,b/gsin¢~g2cosz,/)dg
U 0 0 0

2m 5

2 R
/dqa /sinwcosqbd':p /gsdg
o 0 0
A £ Nl
= %), 2 7 P

[¢]

3 . . 3
Stad z. = §R’ Zatem $rodek masy jest w punkcie (0,0, §R) .

b) Obszar U przedstawiono na ry-
sunku. Poniewaz plaszczyzna z =0
jest plaszczyzna symetrii tego ob-
szaru oraz poniewaz jest on jedno-
rodny, wiec jego $rodek masy takze
nalezy do tej plaszczyzny. Zatem
. = 0. Wspétrzedne y. i z. obli-
czymy ze wzoréw:

Obliczymy teraz catki wystepujace w tych wzorach. Mamy kolejno

2 4 a—y
///de:/dz/dy/ydz
U -2 g2 0
2 4
=/dz/y(4—y)dy
-2 z2
2

3 y=4 6
32 z
2> - L = [ (32 _gpt
/[y 3}y=12d2 /(3 21+3)dz

I
|
~ N\”
IS
8
L]
be— .
<
—_—
N
—
N N
] ]
=] -
|
<
IS
<

127
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[ forfon [

U z2
2 4 2 smtey ) 2 4
— dz/[_J dy:-/dx/(4_y)2dy
/ 2 =0 2
-2 x2 -2 2
2 - 2
1 (y—4) ] 1 / 2)3
= = dz = — 4—z dz
2/[ 3 y=z2 6 ( )
-2 -2

1
6

772
[641 — 1623 + 15—2:55 - 1:_] = 2048

Na koniec obliczymy masg obszaru U. Mamy

2 4 4—y
///dV:/dz/dy/dz
U -2 z2 0
2 4 2 4
z=4-—y
=/dz/[z] dy=/dz/(4_y)d?/
2 2 z2=0 2 2
2 2
2 y=4 4
= _Yy - 424 E
_/[43/ 2] zzdz /(8 4z+2)dz

y=

=2 -2
[t * 256
B 3 10 7 15

Powracamy teraz do obliczenia wspélrzednych $rodka masy. Mamy

_ 1024 15 12 2048 15 8

Ye = 35 286~ T o= 05 286 7T

Ostatecznie (z.,y.,2.) = (0, 172.) ;) .
® Przykiad 14.3

Obliczy¢ momenty bezwtadnosci wzgledem wskazanych osi, podanych obszaréw
jednorodnych o masie M :

a) kula U o promieniu R, wzgledem jej érednicy:;
b) paraboloidy obrotowej 2 (z? + yz) < z £ 8, wzgledem jej osi symetrii.

Rozwiazanie
Moment bezwladnoéci jednorodnego obszaru U wzgledem osi Oz wyraza si¢ wzorem

I, = ‘Yo/// (z2 + yz)dxdydz,
U
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gdzie yo oznacza gestoéé objetosciowa masy tego obszaru.

129

a) W tym przykladzie w powyzszej calce dokonamy zamiany zmiennych na wspélrzedne
sferyczne. Kula U w tych wspélrzednych jest opisana przez nieréwnosci:

Zatem

I

oo

S~

0

-z
2

x

/// z2 +y drdydz

dw/(g cos? o cos 2v+4° sin? ¢ cos d))g cos ¢ do

27 2 R
= 70 /dcp /cosswddj /Q‘1 deo
0 - 0
.4 R
L I siny|? |o° ( w R 87 .
= . - = = .27 - | — = —vR
%[¢L me o I I PR A Gl ¥ A S
-2
. . M . .
Poniewaz yo = m = 5—%, wiec ostatecznie I, = %MRQ.

b) W tym przypadku dokonamy zamiany zmiennych na wspétrzgdne walcowe. Obszar U
(zobacz rysunek) w tych wspétrzednych opisany jest przez nieréwnosci:

0< w2, 2, 20°

0<e<

<h <8

Obliczymy najpierw objetosciowa gestos¢ masy. Mamy

///dv fdp/da/dh /dcp/[hhzg,
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M IM

—— M QE——

= on 2 - o o 2 7 167
Jio [s-seyan 20l o= 5],
0 0

Teraz mozemy obliczy¢ moment bezwladnosci obszaru U. Mamy

///:c +y?) av =32 dw/d!)/g dh

3IM
161I' d"’/ ’ [h]h 292 m d¢/(893 —295) d
0 0

27 672
=§.A./:’.[<p] .[94_2_] _ﬂ{ 2 - 16=4M‘
87 o

I,

II

©® Przykiad 14.4

Obliczy¢ site, z jaka jednorodna pétkula wydrazona o promieniu wewnetrznym r
1 zewnetrznym R oraz o masie M przyciaga mase punktowa m umieszczong w
srodku tej pdtkuli.

Rozwigzanie

Poniewaz pétkula jest jednorodna i uklad tych cial materialnych, tj. pétkuli i punktu
materialnego, ma o$ symetrii, to sita F z jaka ta pétkula przyciaga mase punktowa, ma
wspdlrzedne Fr =0, Fy = 0.

Wspélrzedna F. tej sity obliczamy ze wzoru

P *_Gm%/// zdzdydz gdzie 70:__#7
(22 + 42 +22)% 2r (R® —r°)

Jest gestodcia objetosciowa pétkuli. W calce potrdjnej okreslajacej sktadowy F, dokonu-
jemy zamiany zmiennych na wspélrzedne sferyczne. Pétkula U w tych wspolrzednych
jest opisana przez nieréwnosci

0<p<2m, —

(S

S¥<0, r<eg<R
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/// zdzdydz
—Gm~yo
$2 + y + 22)

R L E P—
- = 2
g 2 cos? ¢ cos? P + g2 sin? p cos? Y + o2 sin 1/))

_x
2

Zatem

F,

2m 0 R
= —Gm~o /dga . /sinwcostb dy | - / do

0 -z "
_ 3M 2n |sin?¢ ° R
= M =) ¥ [ | Lo

-7

3IM 1 3GMm

= ~Cnp—y t (3) R0 =y

® Przykiad 14.5

Obliczy¢ natezenie pola elektrycznego, jakie wytwarza jednorodnie natadowany
wydrazony walec o promieniu wewnetrznym podstawy r, promieniu zewnetrznym
R, wysokosci H i tadunku catkowitym @, w $rodku podstawy walca.

Rozwiazanie

Niech walec wydrazony U bedzie potozony wzgledem ukladu wspdlrzednych jak na ry-

sunku.
z

q R ¥y

P

z YE

Natezenie E pola elektrycznego obliczamy w poczatku uktadu wspélrzednych. Objeto-
Sciowa gesto$¢ tadunku o wyraza sie wzorem

Q _ Q

© T T RH (R2 =)

Ze wizgledu na symetryczne polozenie obszaru U i punktu O wektor natezenia E ma
wspélrzedne E; = 0, Fy = 0. Wspétrzedna E, natezenia E obliczamy ze wzoru

B // —zdzdydz
* 7 4reg J (22 4+ y2 + 22)%'
U




W calce tej dokonamy zamiany zmiennych na wspdlrzedne walcowe. Walec U w tych
wspélrzednych jest okreslony przez nieréwnoéci:

0<e<2r r<e< R 0KhSH.

Zatem
E Yo —zdzdydz
* T reo (z2 +v2 + 22)%
U
2m R H
s fofuf e
dmeo (02 cos? ¢ + g2 sin? ¢ + h2)?
H 27 R h=H
-0 ghdh -0 -0
= dy ——— do
; / / wf ez ]|
TEo (® + h2 mEo ) J 0% + h? o
—70 4
= = do | - 1 - —————| do
47eo / / ( 2 H"’)
. / Vel +
_ R
= 47;:; lele [9— Ve + H2]
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Zadania

O Zadanie 14.1
Obliczyé masy podanych obszaréw o zadanych gestosciach objetosciowych:
a) U =[0,a] x [0,b] x [0, ¢], gdzie y(x,y,2) =z + y + z oraz a,b,c > 0;
b) U: 22+ y? + 2% <9, gdzie v(z,y,2) = 22 + y? + 2%

O Zadanie 14.2
Wyznaczyé polozenia $rodkéw masy podanych obszaréw jednorodnych:

a)U:0<2<1,0<y<1l—-2z, 021~z
b) stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H;

QU : 2?2 +y* <2< V2 —122 -2

O Zadanie 14.3
Obliczyé momenty bezwladnos$ci wzgledem wskazanych osi podanych obszaréw
jednorodnych o masie M :

a) walec o promieniu podstawy R i wysokosci H, wzgledem osi walca;



Czternasty tydzieii - odpowiedzi i wskazéwki - TR

b) stozek o promieniu podstawy R i wysokoéci H, wzgledem osi stozka;

¢) walec o promieniu podstawy R 1 wysokosci H, wzgledem érednicy podstawy;

d*) czesé kuli 22 + y? + 2% < R? polozona w pierwszym oktancie, wzgledem osi
symetrii tej czescl.

Zadanie 14.4
Obliczy¢ site, z jaka jednorodna kula o promieniu R 1 masie M przyciaga punkt
materialny o masie m potozony w odleglosci d od $rodka kuli, d > R.

Zadanie 14.5

Obliczy¢ natezenie pola elektrycznego, jakie wytwarza jednorodnie natadowany
stozek o promieniu podstawy R, wysokoéci H i tadunku catkowitym @Q, w swoim
wierzchotku.

Zadanie* 14.6

Podstawa jednorodnego ostrostupa jest prostokat o wymiarach a = 40 cm, b =
30 cm. Jedna z krawedzi ostrostupa jest prostopadia do ptaszczyzny podstawy i
ma dhugos¢ h = 20 cm. Obliczyé, jak daleko moze wystawaé ten ostrostup poza
krawedz stotu, aby nie spadl na podloge (rysunek).

Odpowiedzi i wskazéwki

18.12) M = 20140 b) 1 = L)

1 3 3 . . . .. .. H
142a)z. = V=g =g b) srodek masy lezy na osi symetrii w odlegtosci vy
od podstawy; €) . = y. = 0 (z symetrii), z, = %

1 2 3 2 R2 H2 2(7‘ - 2) 2
143 z = = 3 [, = — N [, = — ; *)y [ = ,

gdziel: z =y = 2.

= mM
144 F = |F|= yE
ze $rodkiem kuli.
145 F = |E‘| = 3Q 1- a . Natezenie E jest skierowane wzdluz osi
2mweo R? VRZ ¥ H?

stozka w kierunku do podstawy.

3
14.6* —b.
6 8IJ
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