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Wstep

Skrypt jest przeznaczony dla stuchaczy kurséw Analiza matematyczna 2
oraz Analiza matematyczna 2 i elementy analizy wektorowej prowadzo-
nych w Politechnice Wroctawskiej. Ze skryptu moga korzystaé¢ réwniez studenci
studiéw zaocznych. Skrypt zostal opracowany w ten sposéb, aby mégt stuzy¢ jako
konspekt wyktadéw. Opracowanie obejmuje catki niewlaéciwe, szeregi liczbowe i
potegowe, rachunek rézniczkowy i catkowy funkcji wielu zmiennych wraz z ich za-
stosowaniami w fizyce i technice. Wszystkie pojecia oraz twierdzenia przedstawione
w skrypcie koncza si¢ éwiczeniami. Rozwiazania tych éwiczen beda prezentowane
na wyktadach. Fragmenty materiatu oznaczone gwiazdka nieznacznie wykraczaja
poza aktualnie obowigzujace programy kurséw. Zagadnienia te dodano z mysla
o studentach pragnacych poglebié swoje wiadomoscl z analizy matematycznej.
Studentéw tych zachecamy do studiowania takze innych podrecznikéw z analizy
matematycznej. Tytuly tych ksiazek podajemy na koricu skryptu.

Standardowe listy zadai do wymienionych wyzej kurséw umieszczone sg W
skrypcie ,, Analiza matematyczna 2. Przyktady ¢ zadania”. Skrypt ten zawiera przy-
kladowe zadania z pelnymi rozwigzaniami oraz podobne zadania przeznaczone do
samodzielnego rozwiazania. Zadania z tego skryptu powinny by¢ przerabiane przez
studentéw réwnolegle do materialu omawianego na wykladzie.

Obecne siédme wydanie skryptu nieznacznie rézni si¢ od poprzedniego. Uzu-
pelniono w nim niektére definicje oraz uscislono sformulowania kilku twierdzen.
Ponadto poprawiono zauwazone btedy i usterki.

Autorzy dziekujg Paniom dr T.Jurlewicz i dr J.Sulkowskiej oraz Panom dr.
hab. J.Mierczyriskiemu, dr. K.Bogdanowi, dr. T.Inglotowi, dr. M.Wilhelmowi z
Instytutu Matematyki Politechniki Wroctawskie] za uwagi i sugestie o poprzednim
wydaniu skryptu.

Marian Gewert  Zbigniew Skoczylas






1

Calki niewlasciwe

W calym rozdziale przyjmujemy, ze wszystkie funkcje sa lokalnie
calkowane, tzn. sa calkowalne na dowolnym domknigtym przedziale
zawartym w ich dziedzinie.

1.1 Calki niewlasciwe pierwszego rodzaju

® Definicja 1.1.1 (catka niewlasciwa na polprostej)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale [a,00). Calke niewlasciwg pierw-
szego rodzaju funkcji f na [a,00) definiujemy wzorem:

oo T
/ flz)da &L tim / f(z) dz.

Jezeli granica po prawej stronie znaku réwnoéci jest wlasciwa, to méwimy, ze catka
niewlaéciwa pierwszego rodzaju funkcji f na [a, 00) jest zbiezna. Jezeli granica ta
jest réwna oo lub —oo, to méwimy, ze calka jest rozbiezna odpowiednio do co lub
—oo. W pozostalych przypadkach méwimy, ze calka jest rozbiezna.

Yy Yy

[e]

Rys. 1.1.1. Ilustracja do definicji calki niewlasciwej na pélprostej [a, o).

Analogicznie definiuje si¢ calke niewlasciwg pierwszego rodzaju na (—oo, b] :
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b b
/f(:c)d:c 2 SEr_noo/f(:c) dz.
— 00 S

b
f f(z)dz

Yy Yy
-0

il [HH” ?

—o0 & S b o x b o z

b
J1@)as
S

y=£(z) y=f(z)

Rys. 1.1.2. Tlustracja do definicji catki niewlasciwej na péiprostej (—oo, b].

Uwaga. Przy obliczaniu wartosci calek niewlasciwych zamiast granic
T b
li dz = li F 8 li de = i F '
i, [ 1@ds= Jim [, i [ ste)de = i [P
a S

bedziemy pisali krétko [F(z)]5, [F(x)]b_oo, gdzie F oznacza dowolna funkcje pier-
wotng funkeji f.

Cwiczenie 1.1.2
Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé podanych calek niewlasciwych (dla calek zbiez-
nych obliczyé ich wartosci):

dz dz dz
ar b aT | .
a)/zz, ) \/E) C)/—z‘2+1v
2 4 1
[eS] -9 0
d)/sinzdz' e) dz_. f) /xe’dz
' Ve +1 ’

Definicja 1.1.3 (catka niewtasciwa na prostej)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (—oo, 00). Caltke niewlasciwa pierw-
szego rodzaju funkcji f na (—oo, 00) definiujemy wzorem:

7 f(z)dz &L / f(z)dz + 7 f(z)dz,

gdzie a oznacza dowolng liczbe rzeczywista. Jezeli obie calki po prawej stronie
znaku réwnosci sg zbiezne, to méwimy, ze catka niewlasciwa pierwszego rodzaju
funkcji f na (—oo, 00) jest zbiezna. Jezeli jedna z tych calek jest rozbiezna do —oo
lub oo, a druga jest zbiezna albo rozbiezna odpowiednio do —oo lub 0o, to méwimy,
ze calka jest rozbiezna do —oo lub oo. W pozostalych przypadkach méwimy, ze
catka ta jest rozbiezna.
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(e o]
Uwaga. Jezeli catka / f(z) dz jest zbiezna dla pewnego a € R, to jest zbieina

—00
dla kazdego a € R i jej warto$¢ nie zalezy od a.

Rys. 1.1.3. Ilustracja do definicji calki niewlasciwej na prostej (—o0, 00).

0 Cwiczenie 1.1.4
Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé podanych calek niewlasciwych (dla calek zbiez-
nych obliczyé ich wartoéci):

dz zdz dz
)/—“ﬁ b)/—ﬁ )/—
—00 —00 —0o0
d) 4= e) [ e¥ldz; f) [ e*sinzd
PSPy z; e’ sinzdz.
—o0 —o0 —00

[e o]
® Fakt 1.1.5 (o zbiesnosci catek postaci [ dz

[e o] a
. dr . zbiezna dla p>1,
Niech a > 0. Wtedy catka / pry jest { rozbieina dla p < 1.
a

Yy

.. 1 ‘s -
Rys. 1.1.4. Wykresy funkcji y = s dla réznych wartoéci parametru p € R.
z
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b
d
Uwaga. Analogiczny fakt jest prawdziwy takze dla calek / -w—:, gdzie b < 0, o

—0o0
ile funkcja podcatkowa jest poprawnie okreslona.

0 Cwiczenie 1.1.6
Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé zbiezno$¢ podanych calek niewlasciwych:

a)‘/d_:c‘ b) dz c)/ dz d)/ dz
J za’ / \:5/:—2) 1 r—-—x+27 / (m)4

1.2 Kryteria zbieznoSci
calek niewla$ciwych pierwszego rodzaju

® Twierdzenie 1.2.1 (kryterium poréwnawcze zbieznosci catek)
Jezeli
1. 0< f(z) < g(z) dla kazdego z € [a, 00),
[e ]

2. calka /g(a:) dz jest zbiezna, (catka /f(:c) dz jest rozbiezna),

a
[ee]

to catka / f(z)dz jest zbiezna (catka /g(:c) dz jest rozbiezna).

a

Uwaga. Twierdzenie powyzsze pozostanie prawdziwe, gdy nieréwnosci w zaloze-

niu 1. s3 prawdziwe dla kazdego z € [a*,00), gdzie a* > a. Twierdzenie to jest

prawdziwe takze dla funkcji niedodatnich f i g. Ponadto prawdziwe sg analogiczne
b

twierdzenia dla calek niewlasciwych postaci / f(z)de.

— 00

e

i Tf(z) d

o a x

Rys. 1.2.1. llustracja do kryterium poréwnawczego zbieznosci calek niewtasciwych.

0 Cwiczenie 1.2.2
Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadal zbieznoé¢ podanych calek niewlasci-

wych:
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0 (o] fe e ‘\/_
dz dz Tdz
a)/e/_z'*——f_i’ b)/e$+z’ V) err
4
1
Q) / arctzgz d:!:’ o) / 2+sm:cdz; ) /e_xz da.
2 41
—o0

® Twierdzenie 1.2.3 (kryterium ilorazowe zbieznosci catek)
Niech funkcje f i g beda okreélone i dodatnie na péltprostej [a,oc0) oraz niech
. f(=z)
lim —/=

a0 g(z)

=k, gdzie 0 < k < co. Wéwczas

[o¢]

calka/f(m) dz jest zbiezna <= calka /g(z) dz jest zbiezna.

a

Uwaga. Twierdzenie to prawdziwe jest takze dla funkcji ujemnych f i g. Ponadto
b

prawdziwe sa analogiczne twierdzenia dla calek niewlasciwych postaci / f(z)de.

— 00

Il

Rys. 1.2.2. llustracja do kryterium ilorazowego zbieznosci
calek niewlaéciwych (przypadek k =1).

0 Cwiczenie 1.2.4
Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé poda.nych calek niewlasciwych:

A= o[ o)y

rdr dr (z+1)" dz
d) / 3 +sinz’ e)/,/czz_z" f*)/ PrTTRE
0
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1.3 Zbieznos¢ bezwzgledna
calek niewlasciwych pierwszego rodzaju
® Definicja 1.3.1 (zbieinos¢ bezwzgledna catek niewtasciwych pierwszego rodzaju)

Calka niewlasciwa pierwszego rodzaju funkcji f jest zbiezna bezwzglednie, gdy
catka niewtasciwa funkcji | f| jest zbiezna.

O

Cwiczenie 1.3.2
Zbada¢ zbiezno$é bezwzgledna podanych calek niewlas’ciwych'
oo [eo) oo

: E(z)
2) sin 2z dz; b) [ e *coszdz; c) smzdz, ( 1) clx
2 4+ 1

1 0 ™

® Twierdzenie 1.3.3 (o zbieznoSci catek niewtasciwych zbiesnych bezwzglednie)
Jezeli catka niewtasciwa jest zbiezna bezwzglednie, to jest zbiezna. Ponadto

/oof(w)dz <7|f(x)ld$-

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla pozostalych rodzajéw ca-
tek niewlasciwych pierwszego rodzaju. *Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe

dla dowolnej funkecji, np. catka niewtasciwa z funkcji flz) = el na przedziale
z
[1,00) jest zbiezna, ale nie jest zbiezna bezwzglednie.

y

Y={F(z)]  everereen

>

y=f(s) ——

{d

Rys. 1.3.1. llustracja do twierdzenia o zbieznosci calek
niewlasciwych zbieznych bezwzglednie.

0 Cwiczenie 1.3.4

Zbada¢ zbieznos¢ i zbieznoéé bezwzgledna podanych catek niewlasciwych:
oo

a)/zsinzdz; b)/cosz:c . )/ zsinz
(z2+4)
0

SR LEN 0 e~ sm:vdz; ) sm:c+cos:v dz.
T 2+ cosz (:1: +9)?
0

0
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1.4 Calki niewlasciwe drugiego rodzaju

® Definicja 1.4.1 (catki niewtasciwe drugiego rodzaju )
Niech funkcja f okreslona na przedziale (a,b] bedzie nieograniczona na prawo-
stronnym sasiedztwie punktu a. Catke niewtasciwg drugiego rodzaju funkcji f na
(a, b] definiujemy wzorem:

b b
/f(:c) dz & lim / f(z)dz.
e—0+

a a+te
Jezeli granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wladciwa, to méwimy, ze catka
niewlaéciwa drugiego rodzaju funkeji f na przedziale (a, b] jest zbiezna. Jezeli gra-
nica ta jest réwna oo lub —oo, to méwimy, ze calka jest rozbiezna odpowiednio do
0o lub —co. W pozostalych przypadkach méwimy, ze catka ta jest rozbiezna.

Im y=f(=)

| W L]

Rys. 1.4.1. Ilustracja do definicji catki niewlasciwej drugiego rodzaju na (a,b].

Yy

b

f f(z)dz
a+te

o] a ate

Analogicznie definiuje sie catke niewtasciwg drugiego rodzaju funkcji f okreslone;
na przedziale [a, b) i nieograniczonej na lewostronnym sasiedztwie punktu b :

{

Rys. 1.4.2. Ilustracja do definicji catki niewlasciwej drugiego rodzaju na [a, b).

b b—e
/f(x)dzdéf El_i‘131+ / f(z) dz.

Ol a b—e

O O e o -

Uwaga. Przy obliczaniu wartosci catek niewtasciwych drugiego rodzaju zamiast
granic
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b b—e
b b—e
iy, [ st tig [ i [ o= i [r)]
a+te a

bedziemy pisali krétko [F(r)]z+, [F(a:)]zu, gdzie F' oznacza dowolna funkcje pier-
wotng funkcji f. *Jezeli funkcja f jest okreSlona i ograniczona na przedziale (a, b]
b

to caltka / f(z) dz obliczona wedlug powyzszej definicji jest zbiezna. Podobnie
a

jest dla funkcji okreslonej na przedziale [a, b).

Cwiczenie 1.4.2

Korzystajac z definicji zbada¢ zbieznoéé¢ podanych calek niewlasciwych (dla calek zbiez-
nych obliczy¢ ich wartosci):

a)j%; b)]ﬁ;; c)jlnzd:c;

d)é]\/—_lif—?; )/\3/m f)/tgzd:c.

T

Fakt 1.4.3 (o zbieznosci calek postact f d’”)

zblezna dla p <1,

Niech b > 0. Wtedy calka / —J est { rozbiezna dla p> 1.

0
Analogiczny fakt jest prawdziwy takze dla calek / m_:’ gdzie a < 0, o ile funkcja
a

podcatkowa jest poprawnie okreélona.

.. 1 .
Rys. 1.4.3. Wykresy funkcji y = P prawostronnym otoczeniu O

dla réznych wartosci parametru p € R.
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0 Cwiczenie 1.4.4
Korzystajac z powyiszego faktu zbadaé zbieznosé podanych calek niewlasciwych:

a)o/gii; b)_/av:—zﬂ; C)O/VT%——I_)"

® Definicja 1.4.5 (catki niewlasciwe drugiego rodzaju, cigg dalszy)
Niech funkcja f okreslona na zbiorze [a,c) U (c, b] bedzie nieograniczona na obu-
stronnych sasiedztwach punktu c. Calke niewlasciwa drugiego rodzaju funkeji f
na [a, b] definiujemy wzorem:

/b f(z)dz & / f(z)dz + /b f(z)dz.

o

Rys. 1.4.4. Ilustracja do definicji catki niewlasciwej drugiego rodzaju
z funkcji nieograniczonej na obu jednostronnych sasiedztwach punktu.

Jezeli obie calki po prawej stronie znaku réwnosci sa zbiezne, to méwimy, ze catka
niewlasciwa drugiego rodzaju funkeji f na przedziale [a, b] jest zbiezna. Jezeli jedna
z tych calek jest rozbiezna do —oo lub oo, a druga jest zbiezna albo rozbiezna od-
powiednio do —oo lub oo, to méwimy, ze calka jest rozbiezna do —co lub co. W
pozostalych przypadkach méwimy, ze calka ta jest rozbiezna.

Uwaga. W podobny sposéb okresla si¢ caltki niewlasciwe z funkcji nieograniczo-
nych na sasiedztwach punktéw ci,cs,...,¢, € [a,b]. Na przykltad dla funkcji_f

okreslonej na przedziale (a,b) i nieograniczonej na prawostronnym sasiedztwie
punktu a i na lewostronnym sasiedztwie punktu b przyjmujemy:

b d b
/ f(z)dz &L / f(z)dz + / f(z) dz,

b
gdzie d jest dowolnym punktem przedziatu (a, b). Jezeli catka / f(z) dz jest zbiezna

a
dla pewnego d, to jest zbiezna dla kazdego d € (a, b) i jej wartos¢ nie zalezy od d.
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v

H.

Rys. 1.4.5. Ilustracja do definicji calki niewlasciwej drugiego rodzaju z
z funkcji nieograniczonej na sasiedztwach obu koncéw przedziatu.

o

0 Cwiczenie 1.4.6

Korzystajac z definicji zbadaé¢ zbieznoé¢ podanych calek niewlasciwych (dla calek zbiez-
nych obliczy¢ ich wartosci):

a)[‘i—“j; b)j-’f—};: )/ @) /smz‘

arccos z dz

st o [ty / o) s

)

1.5 Kryteria zbieznosci
calek niewlasciwych drugiego rodzaju

Twierdzenie 1.5.1 (kryterium pordwnawcze)
Jeieli
1. f(a:) g(z) dla kazdego z € (a, b]

2. calka /g(:c) dz jest zbiezna (calka /f(z) dzx jest rozbieina),

a
b

to catka / f(z)dz jest zbiezna (caltka /g(m) dz jest rozbiezna).

a
Uwaga. Twierdzenie powyzsze pozostanie prawdziwe, gdy nieréwnoéci w zaloze-
niu 1. sa prawdziwe dla kazdego z € (a, b*], gdzie a < b* < b. Prawdziwe jest takze
analogiczne twierdzenie dla funkcji okreslonych na przedziale [a, b) i nieograniczo-
nych na lewostronnym sasiedztwie punktu b. Wszystkie warianty tego twierdzenia
mozna stosowaé takze dla funkcji niedodatnich.
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Yy

b

o b T

Rys. 1.5.1. Ilustracja do kryterium poréwnawczego zbieznosci calek
niewlasciwych drugiego rodzaju.

0 Cwiczenie 1.5.2

Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$é podanych calek niewlasci-
wych:

1 1 z
e dz z+1 sin z dz
; b ———dr; ———,
a)/ VZ) )/sin2x ‘ <) / V2zr—m
0 0

0

® Twierdzenie 1.5.3 (kryterium ilorazowe zbieznosci catek)

Niech funkcje f i g beda okreélone i dodatnie na przedziale (a,b] oraz niech
. f(z)
lim

rz—at g(:z:)

=k, gdzie 0 < k < co. Wowczas

b b
catka /f(x) dz jest zbiezna <= calka /g(a:) dz jest zbiezna.

a

Uwaga. Twierdzenie to jest prawdziwe takze dla funkcji f i ¢ ujemnych. Praw-
dziwe sa takze analogiczne twierdzenia dla calek niewltasciwych na przedziaie [a, b).

b

J o=y a= [l

a

Il
—e
~
p-d
N

A

§

(o} a T

Rys. 1.5.2. Tlustracja do kryterium ilorazowego zbieznoéci calek niewlasciwych
drugiego rodzaju (przypadek k =1).
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0 Cwiczenie 1.5.4
Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbiezno$é podanych calek niewlasciwych:

™ 8 0o
sinzdz dr (" —1) dz_
YR Iy
0 -1

0

dz

1 2
d) i e*) / dz ) f) / dz
Jonz e m(1+2)
o 0 o

1.6 Przyklady z geometriii fizyki prowadzace do
calek niewlasciwych

0 Cwiczenie 1.6.1
a) Obliczy¢ objetosé i pole powierzchni bocznej bryly powstalej z obrotu wokét osi Oz

obszaru ograniczonego prostymi z =1, y = 0 i wykresem funkcji y = =.
z
b) Obliczyé prace, jaka nalezy wykonaé, aby cialo o masie m = 100 kg przeniesé¢ z
powierzchni Ziemi do nieskoriczonoéci. Zaniedbaé opdr powietrza. Przyjaé promiert
Ziemi R = 6380 km oraz przyspieszenie na poziomie morza go = 9, 81 m/sek?.
c) Obliczy¢ wspélrzedne srodka masy jednorodnego obszaru ograniczonego prostymi z =

0,z =1, y =01 wykresem funkcji y = —.
Y y ny Iz
d) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodny nieskoriczony prostoliniowy pret o gestosci Ao przy-
ciagga masg¢ m umieszczona w odlegloéci r od tego preta.
e) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodnie naladowana pélprosta przyciaga ladunek Q = 4 C
polozony na przedtuzeniu péliprostej, w odlegloéci d = 1 m od jej korica. Gestosé
liniowa tadunku jest réwna Ao = 1C/m.
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Szeregi liczbowe i potegowe

2.1 Definicje i podstawowe twierdzenia

® Definicja 2.1.1 (szereg, suma cz¢Sciowa szeregu)
Niech (an) bedzie ciagiem liczbowym. Szeregiem liczbowym nazywamy ciag (Sy),
(e 0]

gdzie S, = a1 + a2 + ... + a,. Szereg taki oznaczamy przez Zan. Liczbe a,
n=1
nazywamy n-tym wyrazem, a liczbe S, n-ta suma czeSciows tego szeregu.

ay ag asz an
> >
o
S
Sy i
Ss "
Sn—l o
Sn i

Rys. 2.1.1. Ilustracja do definicji sum czeSciowych szeregu o wyrazach dodatnich.

0 Cwiczenie 2.1.2
Obliczy¢ n-te sumy czeSciowe podanych szeregéw:

)271-({)-"3 : b)En(nl+l); c)z_:("+\1/§_ "+\’/§); d) X_:lnnil

® Definicja 2.1.3 (szereg zbiezny i rozbiezny, suma szeregu)
(o0}

Moéwimy, ze szereg z an jest zbiezny, jezeli istnieje granica wlasciwa ciagu (S,) .
n=1
[e o]

Jezeli lim S, = —oo albo llm Sp, = 00, to méwimy, ze szereg Zan jest roz-

n— 00

biezny odpowiednio do —oo albo do co. W pozostatych przypadkach méwimy, ze

21
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szereg jest rozbiezny. Sumg szeregu zbieznego nazywamy granice lim S, i ozna-
n— oo

czamy ja tym samym symbolem co szereg.

> an

oo
n=1

]

S

Y

S2

S3

>
>

Sp -

- >
lim S,
n-—o00

Rys. 2.1.2. llustracja do definicji szeregu zbieinego oraz jego sumy.

o]
Uwaga. Analogicznie definiuje sie szereg Z an, gdzie ng € Z, jego sume cze-

n=ng
d n oo
, . e de .
§ciowa S, 2 E ay dla n > ng oraz sume E ay def lim S,.
n—oo

k=ng k=ng

Cwiczenie 2.1.4
Korzystajac z definicji zbadaé zbieznoéé szeregéw (dla szeregéw zbieznych podaé ich
sumy):

9S(Eem) Rt aFu(el)

sin [(211 - 1)14[] .

&
M3

= 1
d —; Tt f*
);ﬁ+\/n+l n-1"2+5"+6 ) "

3
1]

Twierdzenie 2.1.5 (o zbieznosci kombinacji liniowych szeregow)

[ee] [ee]
Jezeli szeregi an , b, sa zbieine i ¢ jest liczbg rzeczywista, to:
g a a y a

n=1 n=1

o0 (e o] oo oo
a) szereg Z (an + by) jest zbieiny oraz Z (an +by) = Z an + Z by
n=1

n=1 n=1 n=1

[ee] [e ] (o]
b) szereg E ca, Jest zbiezny oraz E can, =c¢ E an.
n=1 n=1 n=1

Fakt 2.1.6 (o0 zbieznosci szeregu geometrycznego)

oo

Szereg geometryczny Z z" jest zbiezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy |z| < 1.
n=0

Dla zbieznego szeregu geometrycznego mamy:

> 1
’;xnzl_z.
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L L d
Uwaga. Przyjmujemy tutaj, ze 00 def 1.

Cwiczenie 2.1.7
Korzystajac z powyzszego faktu zbadaé zbiezno$é podanych szeregéw (dla szeregdw zbiez-
nych podaé ich sumy):

a) Z (0,999999)™;  b) i (—-Z—) n“; c) i g;:—:;
d)Z(B" 1), e*)i(m—ﬂf—m"; f*)i(g)"

Cwiczenie 2.1.8

Wyznaczyé wszystkie wartosci ¢ € R, dla ktérych podane szeregi sa zbiezne. Obliczyé
ich sumy:

a)yl—z?+z* -2 +...;

b)e " +e T 4e 4.

2 3 4
c)cosz —2cos” z 4 4cos"z —8cos T +....

Twierdzenie 2.1.9 (warunek konieczny zbieznosci szeregu)
oo

Jezeli szereg Z a, jest zbiezny, to lim a, = 0.
n— oo

n=1

Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Swiadczy o tym przyktad ciaggu
(o o]

1 1
an gdme n € N. Mamy bowiem llm — = 0, ale szereg Z — jest rozbiezny

oo n
n= 1

do oo. Powyzsze twierdzenie zapisane w réwnowaznej posta<:1

lim a, # 0 albo hm an, nie istnieje = szereg E an jest rozbiezny,
n—0oo
n=1

stosujemy do uzasadniania rozbieznosci niektdrych szeregdéw.

Cwiczenie 2.1.10
Korzystajac z powyzszej uwagi uzasadnié, ze podane szeregi sa rozbiezne:

o0 o0 o0
n+2 (-1)"n* n N
a)zn+100’ )2100n2+1 C)Zzlnn’ d)z_; V Tooo"

n=1

2.2 Kryteria zbieznoSci szeregéw

Twierdzenie 2.2.1 (kryterium catkowe zbieznosci szeregdw)
Niech funkcja f : [ng, 00)—[0, 00), gdzie ng € N, bedzie nierosngca. Wéwcezas

[e o]
szereg Z f(n) jest zbiezny <= caltka niewtasciwa /f(:c) dz jest zbiezna.

n=n
[} no
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(o)
. . d . . .
Uwaga. Reszta tego szeregu, tj. wyrazenie R, L/ E f(7), spelnia oszacowanie:

=n
[ee] [ee]
/ f(z)dz < R, < /f(a:) dz.
n+1 n

Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie zbieznosci dla funkeji niedodatniej i
niemalejacej.

y=f(z)

o 1 2 3 4 n n+l z

Rys. 2.2.1. Hustracja do kryterium catkowego zbieznosci szeregéw (przypadek no = 1).

0 Cwiczenie 2.2.2
Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé zbieznosé podanych szeregéw:

n
DD s DDt 9D o
n.°=°1 n=1 n=oé

arctgn < 1 1
d : : )PP —
)an-{-l’ e)z_;nlnn’ f)Z;nlnnlnlnn

n=1 n=

[ee)
® Fakt 2.2.3 (0 zbicinosci szeregdw postaci 3 L)
n=1

Sgere i 1. [ sbieiny dla p>1,
& ‘ nP ! rozbiezny dla p 1.
n=

0 Cwiczenie 2.2.4
Korzystajac z powyzszego faktu wskazaé szeregi zbiezne:

[e ) fe o] o0
AP Yo s 9Y
n;l " n=1 n=1 "

1 =1 - -1
d)le—ﬁ; 6)2%5 f);("—w) 2
® Twierdzenie 2.2.5 (kryterium pordwnawcze zbiesnosci szeregdw)
Jezeli
1. 0<a, < b, dlakazdego n > ng
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oo [e 0]
2. szereg Z b, jest zbiezny (szereg Z an jest rozbiezny)

n=1 n=1
[e9) (o]

to szereg Z a, jest zbiezny (szereg Z b, jest rozbiezny).
n=1 n=1

Uwaga. Podobne twierdzenie jest prawdziwe takze dla szeregéw o wyrazach nie-
dodatnich.

0 Cwiczenie 2.2.6
Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$é podanych szeregéw:

-~ 1 =1 1
a);n2+n; b);——ﬁJrl; *)Zy;
d)f::ztln: e)iarf::zgn; f)Znsm—

n=2 n=

® Twierdzenie 2.2.7 (kryterium ilorazowe zbieznosci szeregéw)
Niech ay,,b, > 0 dla kazdego n > ng oraz niech lim %‘- =k, gdzie 0 < k < o0.

n—oo n
Wéwczas

oQ
szereg Z an jest zbiezny <= szereg Z by, jest zbiezny.
n=1 n=1
Uwaga. Twierdzenie to jest prawdziwe takze dla szeregdw o wyrazach ujemnych.
0 Cwiczenie 2.2.8

Koryystaja‘c z kryterium ilorazowego zbadadé zbieznosé podanych szeregow:

2n” —n° +2 n_2n
a)ZE: ;1__;2_+3 E::\/;Z;i;i— ):E: an — 3 n’

71"

d)z(l-cos;{); e)z_:arctg;; f*)Z( —nsm—).

® Twierdzenie 2.2.9 (kryterium d’Alemberta zbieinosci szeregow)

[e 9]
< 1, to szereg Z ay, jest zbiezny.

n— 00 An

n=1
a (o]
2. Jezeli lim |2t1| > 1, to szereg Z ay jest rozbiezny.
n—oo an

n=1

Uwaga. Jezeli zamiast zalozenia podanego w punkcie 2. spelniony jest warunek
oo

a . . . o
ntl > 1 dla kazdego n > ng, to szereg E a, jest nadal rozbiezny. Jezeli
an n=1

[ee]

. |a . . .

lim |—=*| = 1, to kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga, czy szereg E an, Jest

n—o00 an

n=1
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. ., 1 1 . a . b
zbiezny. Np. dla ciggéw a, = =5, bn = — mamy lim "L = lim |2 = 1,
n n n— 00 an n—00 n
(oo} [ee]
ale szereg E a, jest zbiezny, natomiast szereg E b, jest rozbiezny.
n=1 n=1

Cwiczenie 2.2.10
Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé zbieznoéé podanych szeregow:

a)Z%; b)ZZ——:; 6)2%2;;

2\ nn lnn 3n'
)Y = )Z ;

n=1

Twierdzenie 2.2.11 (kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregow)

[ee]
1. Jezeli lim {/|a,| < 1, to szereg Z @, jest zbiezny.
n— 00

n=1

[e ]
2. Jezeli lim {/|an| > 1, to szereg Z an jest rozbiezny.
n—oo

n=1
Uwaga. Analogicznie jak kryterium d’Alamberta, réwniez kryterium Cauchy’ego

nie rostrzyga zbieznosci szeregu w przypadku, gdy lim {/|a,|=1.
n—o00

Cwiczenie 2.2.12
Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznoséé podanych szeregow:

a)i(;j’_ll)n; )23 +::; C)gn(g)n;

n=1
(o)

100

d)z%;n—; e);(:iz) ; f):‘;(arccos%)n.

n=1

2.3 Zbiezno$¢ bezwzgledna szeregéw

Twierdzenie 2.3.1 (Leibniza o zbieznosci szeregu naprzemiennego)
Jezell

1. ciag (bn) jest nierosnacy od numeru ng € N,
2. lim b, =0,
n—00 )
to szereg naprzemienny Z(—l)"“bn jest zbiezny.
n=1
Ponadto prawdziwe jest nastepujace oszacowanie:
n
S =3 (-1)*| <
=1

1S = Sn| =

< bpy1 dla kazdego n > ng,




Zbieznos¢ bezwzgledna szeregow 27

[e0)
gdzie S oznacza sume szeregu Z(—l)”‘lbi.
i=1

\

0 S2 5456 4S5 S S
oo
2o (=1
n=1

Rys. 2.3.1. Ilustracja do twierdzenia Leibniza o zbieznosci
szeregu naprzemiennego (no = 1).

0 Cwiczenie 2.3.2
Korzystajac z kryterium Leibniza uzasadnié zbieznoéé poda.nych szeregéw:

P> et b) Zl(—n",:iii; <) Z o
O3 (R Yy (2R 2(—1)"——n _llnn

0 Cwiczenie 2.3.3
Obliczy¢ sumy przyblizone podanych szeregéw ze wskazana doktadnoscia:

a) (—1)”“1, 6§=0,1; b) (—1)"%, 8§ =0,001.
= n n.

n=0

® Definicja 2.3.4 (zbieino$¢ bezwzglgdna szeregu)

o0 [e o]
Szereg Z an jest zbiezny bezwzglednie, gdy szereg Z |an| jest zbiezny.

n=1 n=1

Uwaga. Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego zapewniajace zbieznosé szeregu gwa-
rantuja jednoczesnie jego zbiezno$é bezwgledna.

0 Cwiczenie 2.3.5
Zbada¢ zbieznoéé bezwzgledna podanych szeregéw:

) 2 e " o
a)Z( Z( 1) : C)Z_;(;nfz) :
d) Z (—nl!)n; e) Z(—l)n%; f*) Z(_l)nnll:;:ln

® Twierdzenie 2.3.6 (0 zbieznosci szeregdw zbiesnych bezwzglednie)
Jezeli szereg jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbiezny.
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Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Swiadczy o tym przykltad sze-

X 1\yn+1
regu Z i—, ktdry jest zbiezny, ale nie jest zbiezny bezwzglednie.
n

n=1

O Cwiczenie 2.3.7
Korzystajac z powyzszego twierdzenia uzasadnié, ze podane szeregi sq zbiezne:

an 1 5111 +n cosnm
a) Z(_l) nS:—-n; )Z n2+1 9 Z( " 3"; )ann n

n=1

® Definicja 2.3.8 (szereg zbiezny warunkowo)
Szereg zbiezny, ktdry nie jest zbiezny bezwzglednie, nazywamy szeregiem zbieznym
warunkowo.

0 Cwiczenie 2.3.9
Zbadaé zbiezno$¢ warunkowa podanych szeregéw:
l)n+1

MZ((:%‘ ; b)Zcosmr; Z(nlnn :

n=2

d)z:(n3+1 : )Z( lnn) D) i:;(_l)n (I_COS%)'

® Fakt* 2.3.10 (sumy wazniejszych szeregéw)

oo1 o0 n
Y= y &Y

n=0 n=0

1 = 1 w2
2 Lw=%

1 n+1

o~ (—1)n+t o (—
ZT“IHQ > T n—1

n=1 n=1

2.4 Szeregi potegowe
® Definicja 2.4.1 (szereg potegowy)

Szeregiem potegowym o $rodku w punkcie zg € R i1 wspdlczynnikach ¢, € R,
gdzie n =0, 1, 2,.. ., nazywamy szereg postaci:

[ee]
Z en (z — zo)".
n=0

Uwaga. W tym paragrafie przyjmujemy, ze 0° L2
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® Definicja 2.4.2 (promien zbieinoSci szeregu potegowego)
oo

Promieniem zbieznosci szeregu potegowego Z en (z — zo)" nazywamy liczbe R

n=0
okresélong réwnoscia:

0, gdy lim {/|en| = oo,

1 n— 00
def e — dy 0< 1—1711_ Ven| < oo,

R = Lim m g 7o 00 | ﬂ'

n—o00 _
0, gdy lim {/|cn] = 0.

n— 00

Uwaga. Promien zbieznosci szeregu moze byé obliczany takze ze wzoréw:

o ile granice w tych wzorach istnieja.

0 Cwiczenie 2.4.3
Wyznaczy¢ érodki, wspdlczynniki oraz obliczy¢é promienie zbieznosci podanych szeregéw
potegowych:

- z" —I 6 —3z * n_3n,
e ")Z( Loy S e
e¥) Z( n” (2n)" Z (:c = 8) Z ( ) (z+5)" h* Z:sin ;(z + 1™

n=0

® Twierdzenie 2.4.4 (Cauchy’ego-Hadamarda)

(e}
Niech 0 < R < oo bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego Z en (T — z0)".
n=0
Wtedy szereg ten jest:
a) zbiezny bezwzglednie w kazdym punkcie przedziatu (zo — R, zo + R);
b) rozbiezny w kazdym punkcie zbioru (—oo, zo — R) U (zq + R, 00).

Uwaga. Na konicach przedziatu (zg — R, zo + R) szereg potegowy moze by¢ zbiezny
lub rozbiezny. Jezeli R = 0, to szereg potegowy jest zbiezny jedynie w punkcie zg.
Jezeli R = o0, to szereg potegowy jest zbiezny bezwzglednie na calej proste;j.

szereg rozbiezny 2 szereg zbiezny 2 szereg rozbiezny
A . A . A
r \,\I "\’ Al
. S
zo—R To zo+R x

Rys. 2.4.1. Ilustracja do twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda.
® Definicja 2.4.5 (przedziat zbieznosci szeregu potegowego)
(o]

Przedzialem zbieznoSci szeregu potegowego E ¢n (¢ — 20)" nazywamy zbidr:
n=0
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(e )
{:c € R : szereg Z en (T — 20)" jest zbiezny } :

n=0

{.’Eo} (1‘0 —R, $0+R) [l‘o—R, $0+R)
L 2 —— O——)— -
To zo—R ZTo zo+R zo—R o zo+R
(zo — R,zo + R] [zo — R,zo + R] (=00, 00)
—Om
ro—R To zo+R zo—R To =zo+R —o0 +00

Rys. 2.4.2. Postacie przedzialéw zbieznosci szeregéw potegowych.

0 Cwiczenie 2.4.6
Znalei¢ przedzialy zbieznosci podanych szeregéw potegowych:

SPIECEDE By E e B,
I D Y e D Dt

® Twierdzenie 2.4.7 (o rozwijaniu funkcji w szereg potegowy)
Jezeli

1. funkcja f ma na otoczeniu O (o, §), gdzie § > 0, pochodne dowolnego rzedu,
2. dla kazdego z € O (zo, §) spetniony jest warunek lim R, (z) = 0, gdzie
n—o0o

(n)(¢
ute) = L7 e

oznacza n-tg reszte we wzorze Taylora dla funkcji f,

to

X f(n)
f(z) = E f—# (z — 20)" dla kazdego z € O (zy, 5).
n=0 ’

Uwaga. W zalozeniu 2. punkt ¢ zalezy od n i od z. Zamiast tego zalozenia mozna
przyjac, ze:
\/ f(")(:c)‘ < M dla kazdego n € NU {0} oraz dla kaidego z € O (o, 6).

M>0
Szereg potegowy wystepujacy w tezie tego twierdzenia nazywamy szeregiem Tay-
lora funkeji f w punkcie zo. Gdy zo = 0, to szereg ten nazywamy szeregiem
Maclaurina.

0 Cwiczenie 2.4.8
Pokaza¢, ze dla kazdego z € R mamy:
2 2 4
z T z
— ... b)cosz:l—a+z~....

z _ z
a)e-—l+ﬁ+2! .
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0 Cwiczenie 2.4.9
Wyznaczyé szeregi Taylora dla podanych funkcji na otoczeniu punktu zo =1:

) fe)= 25 b) f@) =+ ) fe)= i d) (=)= o=

® Twierdzenie 2.4.10 (0 jednoznacznosci rozwinigcia funkcji w szereg potegowy)
(oo}

Jezeli f(z) = Z en (z — z9)" dla kazdego z € O (2o, 6), gdzie 6§ > 0, to

n=0

(n)
cnzf—#dlanzo,lﬂ,....

0 Cwiczenie 2.4.11
Dla podanych funkcji obliczy¢ wskazane pochodne:

a) f(e) = 8+1Z3, F99(0); b) f(z) =e™%%", fOD(0);

) f@) = ¢ Tsinz, OO0 4 J@) = gy SO(-1),

® Fakt 2.4.12 (szeregi Maclaurina niektdrych funkcji elementarnych)

[oe]

1
i = " =1+z+zi+23+... dalz|<1
-z n=0
oo n 2 3
T z =z z
€x:n2=0—"=1+-i-"+§+—:ﬁ+ dla:cER
[e0]
o (=1D" a1 _ 3 25 27
51n:c_nz=0(2n—+1)-!;cn —$—§T+ﬁ_ﬁ+"' dlaze R

oo
—1)" 2 4
( )z2n__.1_x_+£_—w—+,.. dlaze R

CBEZ L) 2t T Al T
ln(1+z):'§(n—i):x"+l:m—:—c;+§—3—%4+... dla —1<zg1
arctgz=25;22z2"+1:z—§+%5—r77+... dla —1<z<g1

shz:§%=x+§—?+%§+i—:+... dlaze R

oo 1,‘2" xz 1:4 1:6
Chx:ZT:1+_2_!+F+§+'” dazeR
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0 Cwiczenie 2.4.13
Wykorzystujac rozwinigcia Maclaurina funkcji €%, sin z, cos z oraz 7

wyznaczy¢ sze-
z
regi Maclaurina podanych funkcji. Okresdli¢ promienie zbieznosci otrzymanych szeregéw:

-2z, LI 1 . in? z- 2. ) gp?
a) e % b)2+3z’ c) IR d) sin“z; e)cosz®; f*)sh’z.

0 Cwiczenie 2.4.14
Wykorzystujac rozwiniecia w szereg Maclaurina funkcji podanych w Fakcie 2.4.12 ob-
liczy¢ sumy podanych szeregéw liczbowych:

11 1 T o ° '
a)1+i+§+§'-+, b)§—233'+25 5'“‘27 7'+)

1 1 1 . N 1.1 1
C)l_§+§_2+”" d*) 1 3+5 7+-...

® Twierdzenie 2.4.15 (o rézniczkowaniu szeregu potegowego)

oo
Niech 0 < R < oo bedzie promieniem zbieznoéci szeregu potegowego Z cnz™.

Wtedy n=0

[e o] / oo
(Z cnx") = Z ncaz™ ! dla kazdego z € (=R, R).

n=0 n=1

Uwaga. Na przedziale (—R, R) suma szeregu potegowego ma ciggle pochodne
dowolnego rzedu. Podobny wzdr jest prawdziwy takze dla szeregu potegowego
oo

postaci Z en (z—z0)" .
n=0
0 Cwiczenie 2.4.16
Rézniczkujac odpowiednie szeregi Maclaurina sprawdzié, ze:
a) (")) = ¢® dla kaidego z € R;
b) (sin z), = cos ¢ dla kazdego z € R;

r 1 .
¢) (In(1 +z)) = 172 dla kazdego |z| < 1.
0 Cwiczenie 2.4.17

Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu potegowego pokazaé, ze:

1 3.4 3.4. i
(1+2)3 =1—3x+T:c2— 3 5z3+... dla kazdego z € (—1,1).

® Twierdzenie 2.4.18 (o catkowaniu szeregu potegowego)

[ee]
Niech 0 < R < oo bedzie promieniem zbiesnosci szeregu potegowego E cnz”.
Wtedy n=0

oo [e e} ¢
nt" | dt = “—z™* dla kasd - :
O/<n:0c ) Zn+lx a kazdego z € (—R, R)

n=0
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Uwaga. Podobny wzor jest prawdziwy takze dla szeregu potegowego postaci
(oo}

Z en (T — zo)"

0 Cwiczenie 2.4.19
Korzystajac z twierdzenia o calkowaniu szeregéw potegowych pokazaé, ze:

(- g2+l
2n+1

n=0

a) arctgz = dla kazdego = € (—1,1);

) ( l)n 2n41 .
b) / dt = Z @n + Dl dla kazdego z € R.

0 Cwiczenie 2.4.20
Wykorzystujqc twierdzenia o rézniczkowaniu lub caltkowaniu szeregéw pokazad, ze:

z" .
an = —z) dla kazdego |z| < 1; D) Z = —In(1 — z) dla kazdego |z| < 1.

n=1

0 Cwiczenie 2.4.21
Korzystajac z twierdzeni o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregéw potegowych obliczyé
sumy podanych szeregéw

= n2" 2n+1 > n+2
9> G b Z )2 s
n=0 n=0 n=1
) 2 oo —_n
n. o =" . 7
d)z—;zn’ )Z(2n+1)3"’ f*)Zln('n+l)'
® Fakt* 2.4.22 (sumy wazniejszych szeregéw potegowych)
[e0) [o ]
1 n
Z:c”:l i—:—ln(l—-:c)
n=0 -z n=1 n
d > z" l—=z
=1 In(1 —
D Lamrn -t oo
- l1+z -zl 1 14z
s - ~Ln
= (1-z)3 inm-1 2 1-z

Uwaga*. Wszystkie podane wyzej wzory sa prawdziwe dla kazdego z € (—1,1).
Jedynie w drugim wzorze z logarytmem, przyjmujac z = 0 nalezy zastosowaé
przejécie graniczne £—0 po prawe] stronie réwnosci.
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Funkcje dwoéch i trzech
zmiennych

3.1 Zbiory na plaszczyznie i w przestrzeni

® Definicja 3.1.1 (plaszczyzna, przestrzer)
Przestrzenia dwuwymiarowg (plaszczyzna) nazywamy zbidér wszystkich par upo-
rzadkowanych (z,y), gdzie z,y € R. Przestrzen te oznaczamy przez R?;

d
B {(c,4): s,y B},
Przestrzenia tréjwymiarows (przestrzenia) nazywamy zbidr wszystkich tréjek upo-
rzadkowanych (z,y, z), gdzie z,y, z € R. Przestrzeni te oznaczamy przez R3;
def
R*Z {(z,y,2): z,y,2 € R}.
Elementy (z, y) oraz (z, y, z) tych zbioréw nazywamy odpowiednio punktami ptasz-

czyzny lub przestrzeni. Liczby z, y oraz z, y, z nazywamy wspélrzednymi kartezjan-
skimi odpowiednio punktéw (z,y) oraz (z,y, z).

4Y R? 2 R?
Yt--mmmmmmmommoo * (z,y)
i z I
! e (209,2)
i e
1 1
: T : v
o z ° ] // Yy
) ¥
x
Rys. 3.1.1. Plaszczyzna. Rys. 3.1.2. Przestrzen.

® Definicja 3.1.2 (odlegtosé punktéw)
Odleglos¢ punktéw Py, P, plaszczyzny lub przestrzeni oznaczamy symbolem |Py P, |
1 okreSlamy wzorem:

34
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| Py Py de \/(?32 —21)* + (v2 —01)°,
gdy Pr = (z1,%1), P2 = (z2,y2) € R? lub wzorem:
| Py Ps| g \/(162 - 171)2 + (y2 — yl)2 + (22 — 21)2,
gdy Py = (z1,y1,21), P2 = (22,y2,22) € R®.

4y z
P .
P, AN
z Py
o / Y
x
Rys. 3.1.3. Odleglo$¢ dwdéch Rys. 3.1.4. Odleglos¢ dwdéch
punktéw na plaszczyznie. punktéw w przestrzeni.

0 Cwiczenie 3.1.3
Obliczy¢ odlegtosci podanych punktéw plaszczyzny lub przestrzeni:

a) P=(0,0), Q= (3,-4); b) A= (1,-2v3,V5), B=(-3,v3,-V5).

® Definicja 3.1.4 (otoczenie punktu)
Otoczeniem o promieniu r > 0 punktu Py na plaszczyZnie lub w przestrzeni nazy-
wamy zbidr:
O(Py,r) & (P |PP| < r}.
Otoczeniem punktu na plaszczyinie jest kolo otwarte o $rodku w tym punkcie.
Otoczeniem punktu w przestrzeni jest kula otwarta o érodku w tym punkcie.

y y
Mﬂ]ﬂ [& oPor) ﬂﬂﬂmﬂ%& S(Po.r)
i It
x x
o o
Rys. 3.1.5. Otoczenie o promieniu r Rys. 3.1.6. Sasiedztwo o promieniu r
punktu Pp na plaszczyZnie. punktu P, na plaszczyznie.

® Definicja 3.1.5 (sgsiedztwo punkitu)
Sasiedztwem o promieniu 7 > 0 punktu Py na plaszczyznie lub w przestrzeni na-
zywamy zbidr:
S(Po,r) £ O (Py,7)\ {Po}.
Sasiedztwem punktu na plaszczyinie jest kolo otwarte bez $rodka. Podobnie, sa-
siedztwem punktu w przestrzeni jest kula otwarta bez $rodka.
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0 Cwiczenie 3.1.6
Naszkicowaé otoczenia i sasiedztwa podanych punktéw o wskazanych promieniach:

a) Bo=(~1,2), r=+5  b) Po=(0,4,-3), r=1.

Definicja 3.1.7 (zbidr ograniczony i nieograniczony)

Zbidr A jest ograniczony, jezeli jest zawarty w otoczeniu pewnego punktu, tzn.
V VAcow,r).
Py r>0

W przeciwnym przypadku méwimy, ze zbidr A jest nieograniczony.

[e]

Rys. 3.1.7. Zbidr A jest ograniczony Rys. 3.1.8. Zbidr A jest nieograniczony
na plaszczyZnie. na plaszczyZnie.

Cwiczenie 3.1.8

Zbada¢, czy podane zbiory na plaszczyznie lub w przestrzeni sa ograniczone:
a) A= {(z,9): 2 +¢° >2}; b) B={(z,9): |z| <1, |yl <3};
) C = {(z,y,z): 49?422 =3}; d) D={(z,y,2): z—y+2z<5}.

Definicja 3.1.9 (punkt wewnetrzny zbioru, wnetrze zbioru)
Niech A bedzie zbiorem na plaszczyinie lub w przestrzeni. Punkt P jest punktem
wewngtrznym zbioru A, jezeli istnieje otoczenie tego punktu zawarte w zbiorze A,
tzn.

\/ o(p,r)c A

r>0
Wnetrzem zbioru nazywamy zbiér wszystkich jego punktéw wewnetrznych.

Yy Yy

(@] (@]

Rys. 3.1.9. P jest punktem wewne- Rys. 3.1.10. Zbiér punktéw wewne-
trznym zbioru A. trznych zbioru A.
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0 Cwiczenie 3.1.10
Naszkicowaé wnetrza podanych zbiordw:
a) A= {(z,9): 2z +2°+4° <0}; b) B={(z,9): y—2°+1>0};
) C={(z,32): lo+y+z <1} d) D ={(z,4,2): zyz > 0}.

® Definicja 3.1.11 (zbidr otwarty)
Zbidr jest otwarty, jezeli kazdy punkt tego zbioru jest jego punktem wewnetrznym.

y Lz
N %
_— =
——— ——
r—— =——
.%———m—‘ ‘E‘A%'
x Yy
o
o
x
Rys. 3.1.11. Zbiér A jest otwarty Rys. 3.1.12. Zbiér A nie jest otwarty
na plaszczyzznie. w przestrzeni.

0 Cwiczenie 3.1.12
Zbadaé, ktére z podanych podzbioréw plaszczyzny lub przestrzeni sa otwarte:
a) A={(z,9): y>|z|} b) B = {(z,y) : sin(z +y) <1}
c) C= {(z,y,z): o<z’ +y° +22< 9}; d) D={(z,y,2): >0,y >1,z>2}.

® Definicja 3.1.13 (punkt brzegowy zbioru, brzeg zbioru)
Niech A bedzie zbiorem na plaszczyznie lub w przestrzeni. Punkt P jest punktem
brzegowym zbioru A, jezeli w kazdym otoczeniu tego punktu mozna znalezé punkty
nalezace do zbioru A i punkty nie nalezace do zbioru A, tzn.

/\ (O(P,r)NA+#0 oraz O(P,r)NA"#0).

r>0
Brzegiem zbioru nazywamy zbidr wszystkich jego punktéw brzegowych.

Yy Yy

o o

Rys. 3.1.13. P jest punktem brzegowym Rys. 3.1.14. Brzeg zbioru A.
zbioru A.
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0 Cwiczenie 3.1.14
Naszkicowaé brzegi podanych zbioréw:

a) A= {(:c,y) 1< :1:2+y2 < 4}; b)‘B= {(z,y) : Iy—zzl > 2};
c) C={(z,9,2): zyz=0}; d)D:{(z,y,z): z2+y2>l}.
® Definicja* 3.1.15 (punkt skupienia zbioru)
Niech A bedzie zbiorem na plaszczyznie lub w przestrzeni. Punkt P jest punktem

skupienia zbioru A, jezeli w kazdym sasiedztwie tego punktu mozna znalesé punkty
ze zbioru A, tzn.

N\S(P,rynA#0.

r>0

Uwaga. Punkty wewngtrzne i brzegowe zbioru sa jego punktami skupienia.

Yy Yy Yy

[e] o o

Rys. 3.1.15. P jest punktem skupienia zbioruA. Rys. 3.1.16. P nie jest punk-
tem skupienia zbioru A.

0 Cwiczenie* 3.1.16
Wyznaczy¢ zbiory punktéw skupienia podanych zbioréw:

a)A:{(%,%)eR2:n€N}; b)B={(z,y,z)€R321‘yz7é0};
c) C={(nim,(—-l)"+m) € R*: m,neN}; d) D={(z,y,z)€R3: T,y,z € Q}.

® Definicja 3.1.17 (zbidr domknigty)
Zbidr jest domkniety, jezeli zawiera swéj brzeg.

0 Cwiczenie 3.1.18
Zbadaé, ktére z podanych podzbioréw plaszczyzny lub przestrzeni sa domkniete:
a) A={(z,9): £+y+1=0}; b)B= {(:c,y): |z2+y2—2| < 1};
c)C={(z,y9,2): z>z}; d)D={(z,y,z): z+y2+22=4}.

® Definicja 3.1.19 (obszar, obszar domknigty)
Niepusty zbidr jest obszarem, jezeli:
1. jest otwarty,
2. kazde dwa punkty zbioru mozna potaczyé tamana catkowicie w nim zawarta.
Obszar tacznie ze swoim brzegiem nazywamy obszarem domknietym.
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ﬂ“um“ B

II
II||||

x x
o o
Rys. 3.1.17. Zbiér A jest obszarem Rys. 3.1.18. Zbiér B nie jest obszarem
domknietym na plaszczyZnie. na plaszczyznie.

0 Cwiczenie 3.1.20
Sposréd podanych zbioréw na plaszczysnie lub w przestrzeni wskazaé te, ktére sa obsza-
rami lub obszarami domknigtymi:

a)A:{(z,y): x2+y2>1}; b) A= {(z,9): |z| < lyl};
c)C={(:c,y,z): 0<z2+y2+z2<1}; d) C={(z,y,2): = #0}.

3.2 Funkcje dwdéch i trzech zmiennych

® Definicja 3.2.1 (funkcja dwoch zmiennych)
Funkcja f dwdch zmiennych okreSlona na zbiorze A C R? o wartoéciach w R
nazywamy przyporzadkowanie kazdemu punktowi ze zbioru A dokladnie jednej
liczby rzeczywistej. Warto$é funkcji f w punkcie (z,y) oznaczamy przez f(z,y).
Funkcje taka oznaczamy przez f : A— R lub z = f(z,y), gdzie (z,y) € A.

y R?

| U

o T 0 i=f(zy) *

Rys. 3.2.1. Ilustracja do definicji funkcji dwéch zmiennych.

O Przyklad 3.2.2

a) f(z,y) =lnz+y° + 1 b) g9(z,y) = /1 — 2% — y2;

Y dla (z,y) # (0,0)
c) h(z,y) = z2 + y? e z,y) = e¥;
) b9 { 1 Y dla (z,y) = (0,0); 9) kz.9)

e) v(s,t) = I gdzie v oznacza $rednia predkos$¢ ciala, ktére przebylo droge s w czasie t;

f) P(a,b) = mab, gdzie P oznacza pole elipsy o pétosiach a,b.
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® Definicja 3.2.3 (funkcja trzech zmiennych)
Funkcja f trzech zmiennych okre$long na zbiorze A C R® o wartoéciach w R nazy-
wamy przyporzadkowanie kazdemu punktowi ze zbioru A dokladnie jednej liczby
rzeczywistej. Wartos¢ funkcji f w punkcie (z,y,2) oznaczamy przez f(z,y, z).
Funkcje taka oznaczamy przez f : A— R lub w = f(z,y, z), gdzie (z,y,z) € A.

|1“Wﬂ‘l

r4

R3

&

Rys. 3.2.2. Ilustracja do definicji funkcji trzech zmiennych.

v O w=f(zy,z) ¥

T

O Przyklad 3.2.4

a) f(Z,y,z)=z2+y3+z4; b) g(z,y, z) = arcsin z—y-;
TYz z
dla z>y,
c) h(z,y,2) = -y d) k(z,y,2) =z + z;
¥t dla z gy

e) V(a,b,c) = abc, gdzie V oznacza objetosé prostopadloscianu o krawedziach a, b, c;
n
f) W(k,p,n) = k (1 + —l—g—o) , gdzie W oznacza wielko§¢ kapitalu uzyskanego po n

latach z kapitalu k¥ oddanego do banku na p% rocznie.

® Definicja 3.2.5 (dziedzina, dziedzina naturalna)
Niech f bedzie funkcja okreslong na podzbiorze plaszczyzny (przestrzeni). Wtedy
zbidr ten nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy przez D;. Jezeli dany jest
tylko wzdr okreslajacy funkcje, to zbidr punktéw plaszczyzny (przestrzeni), dla
ktérych wzér ten ma sens, nazywamy dziedzing naturalng funkcji.

0 Cwiczenie 3.2.6
Znalei¢ i narysowaé dziedziny naturalne podanych funkcji dwéch lub trzech zmiennych:

a) f(z,y) =In (1 -z’ - yz); b) g(z,y) = arcsin %;
) p(z,y) = (z—_z)l(y—+1); d) k(z,y,2) = ¥/zyz;

10 :
e) k(z,y,2) = ety _ 1’ *) Q(z,y,z)=\/sm(x2+y2+22)—1-

® Definicja 3.2.7 (wykres i poziomica funkcji dwdch zmiennych)
Wykresem funkcji f dwdch zmiennych nazywamy zbiér:

{(z.y,2) € B*: (z,y) € Dy, 2= f(z,v)} .
Poziomica wykresu funkcji f, odpowiadajaca poziomowi h € R, nazywamy zbidr:

{(z,y) € Dy = f(z,y) = h}.
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iy~

D
"" -

i 41l

|||||l||| |

D
D

Rys. 3.2.3. Wykres funkcji dwéch Rys. 3.2.4. Poziomica wykresu funkcji f
zmiennych okreslonej na zbiorze A. odpowiadajaca poziomowi h.

0 Cwiczenie 3.2.8
Znalezé poziomice podanych funkcji dwéch zmiennych i na tej podstawie naszkicowac
wykresy tych funkcji:

a) f(z,y) = \/z2+ 9% b)g(z,y) =

® Fakt 3.2.9 (wykresy wazniejszych funkcji dwoch zmiennych)

ziy; ) h(z,y) =y —z°; d) k(z,y) = zy.

1. Wykresem funkcji z = Az + By + C jest plaszczyzna o wektorze normalnym
7 = (—A, —B, 1) przechodzaca przez punkt (0,0,C).
2z

2. Wykresem funkcji z = a (:L'2 + yz) jest paraboloida obrotowa, tj. powierzchnia
powstala z obrotu paraboli z = az? woké} osi Oz.

3. Wykresem funkcji z = &/ R2 — (22 + y?) jest gérna (+) lub dolna (—) pétsfera
o érodku w poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu R.

11 ’Hmlli MH D

d llﬂl" :

|||!|Ht| |
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4. Wykresem funkcji z = ky/z? + y? jest stozek, tj. powierzchnia powstala z
obrotu pétprostej z = kz, y = 0 dla = > 0 wokdt osi Oz.

5. Wykresem funkcji z = h (\/:1:2 + y2) Jest powierzchnia obrotowa powstata z
obrotu wykresu funkcji z = h(z), y = 0 dla > 0 wokdt osi Oz.

nmummllIII\“JINM}“W”””

6. Wykresem funkcji z = g(z) lub z = h(y) jest powierzchnia walcowa powstala
z przesunigcia wykresu funkeji z = g(z) dla y = 0 réwnolegle do osi Oy lub
odpowiednio wykresu funkcji z = h(y) dla ¢ = 0 réwnolegle do osi Oz.

® Fakt 3.2.10 (przesunigcia i odbicia wykreséw funkcji)
1. Wykres funkcji

z=f(z—a,y—b)+c
powstaje z wykresu funkcji z = f(z,y) przez przesuniecie o wektor 3 = (a, b, c).
2. Wykres funkcji

Z = —f(l', y)
powstaje z wykresu funkcji z = f(z,y) przez symetrie wzgledem plaszczyzny
zO0y.
z=f(z—a,y—b)+c 2
>
o T
e i T
l
¢ ’ *'lllll! W !Ml {Nuﬂlll’mun.
T z—~f(z,y)
Rys. 3.2.5. Przesunigcie wykresu funkcji Rys. 3.2.6. Odbicie wykresu funkcji
o wektor ¥ = (a,b,c). wzgledem plaszczyzny rOy.

0 Cwiczenie 3.2.11
Opisa¢, za pomocy jakich przeksztalceri geometrycznych wykresu funkcji z = f(z,y),
mozna otrzymaé wykresy funkcji:

a) 2= f(22,3y); b) 2= f(-2,9); ¢) z=|f(z,9)l; d) 2 =4f(z,9); ) z = f(z, |y])
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0 Cwiczenie 3.2.12
Naszkicowaé wykresy podanych funkcji dwdch zmiennych:

a)z=3(z2+y2); b)z=\/ﬁTyz; c)z=+/5—122—y?%

d) z=6—3z — 2y; e)z::c——yz; f)z:xz—yQ;
g) z=4—1z° — % h)z:l—\/2z—x2+4y—y2; 1)z=1-|y—2|
Dz=sin(z®+¢"); K z=1+(z+22+(y-3)% )z=z+y—zy.

® Definicja 3.2.13 (funkcja ograniczona)
Funkcja f dwéch zmiennych jest ograniczona na zbiorze A C Dy, jezeli zbidr
wartosci funkcji f na zbiorze A jest ograniczony, tzn.

V A feylsm

M>0 (ry)eA

Uwaga. Definicja funkcji ograniczonej trzech zmiennych jest analogiczna. Defini-
cje funkcji dwdch 1 trzech zmiennych ograniczonych z dotu lub z gdry sa podobne
do odpowiednich definicji dla funkcji jednej zmiennej.

0 Cwiczenie 3.2.14
Zbada¢, ktére z podanych funkcji dwéch lub trzech zmiennych s3 ograniczone, ograni-
czone z dolu, ograniczone z géry w swoich dziedzinach naturalnych:

a) f(z,y) =sinz + cosy; b) g(z,y) = V22 + y?; c*) p(z,y) = ;Eiy—yl’;
1
d) h(z,y,2) = e) k(z,y,2) =z +y—2z f)q(z,9,2)=2"+y".

x2+y2+z2+4;

3.3 Granice funkcji w punkcie

® Definicja 3.3.1 (cigg na plaszczyinie)
Ciagiem punktéw na plaszczyinie nazywamy odwzorowanie zbioru liczb natural-
nych w zbiér R?. Warto$é tego odwzorowania dla liczby naturalnej n nazywamy
n-tym wyrazem ciagu i oznaczamy przez P, = (zn,yn). Ciag taki oznaczamy
przez (P,) lub ((zn,yn)). Zbidr wyrazéw tego ciagu, tj. zbidr {(zn,y,): n € N},
oznaczamy krétko przez {P,} lub {(zn,y.)}

0 Cwiczenie 3.3.2
Naszkicowa¢ na plaszczyinie kilka pierwszych wyrazéw podanych ciagéw:

2 (@n9) = (m 1 ); b) (2 90) = (7570 72)
¢) (zn,9n) = (=)™, (=1)"*); d) (2n, yn) = (cos "F sin 1'61) .

® Definicja 3.3.3 (granica wlasciwa ciggu)
Ciag (Pn) = ((zn,yn)) jest zbiezny do punktu Py = (zo, y0) , co notujemy

lim P, = Py lub lim (z,,yn) = (20, %0),
n—oo n—oo
wtedy i tylko wtedy, gdy
lim z, =29 oraz lim y, = y.
71— 00

n— 00
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Rys. 3.3.1. llustracja do definicji granicy wtasciwej ciagu na plaszczyznie.

Uwaga. Ciag (P,) jest zbiezny do punktu Py, jezeli w dowolnym otoczeniu punktu
Py znajduja si¢ prawie wszystkie wyrazy tego ciagu. Definicja ciggu punktéw w
przestrzeni 1 definicja granicy takiego ciagu sa analogiczne.

Cwiczenie 3.3.4
Zbadal, czy podane ciagi na plaszczyznie lub w przestrzeni sa zbiezne (dla ciagéw zbiez-
nych wskaza¢ ich granice):

) (@n ) = (108,112, b) (2n,9n) = (2", (<1)");

O noamzn) = (0 528) ) G = (70 (3)"(3)").

Definicja 3.3.5 (Heinego granicy wtasciwej funkcji w punkcie)

Niech (zo,y0) € R? oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na sa-
siedztwie S (zo, o). Liczba g jest granica wlaéciwa funkcji f w punkcie (zo,30),
co zapisujemy

im z,Yy) =g,
(I.y)—*(lo,yo)f( y) g

wtedy i tylko wtedy, gdy

ZTn,Yn) Z# (zo,y0) dlan e N )
A [( il;rgoxl(ac)n,yi)=y(io,yo) >=>(,}£fgof<zmyn>=g)]-

((zn,yn))
{(zn,yn)}CS(x0,v0)

z

=f(zy)

:

f(zn,yn)

f(x2,v2)
f(=xy1,v1)

. (z1,¥1)

Rys. 38.3.2. llustracja do definicji Heinego granicy wlasciwej funkcji w punkcie.
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Uwaga. W podobny sposéb mozna okresli¢ granice funkcji w punkcie skupienia

dowolnego zbioru na plaszczyznie oraz granice funkcji trzech zmiennych. Granicg

funkcji f w punkcie (zo, yo) oznaczamy takze przez lim f(z,y). Mozna réwniez
T—To

pisaé f(z,y) — g, gdy (z,y)— (%0, %0)- e

0 Cwiczenie 3.3.6
Korzystajac z definicji granicy uzasadni¢ podane réwnosci:

2z — y 0; b) /z2+y2 =5,

(z,9)—(1,2) 2 4+ 92

a) lim
(z,y)—(-3,4)

O Cwiczenie 3.3.7
Uzasadnié, ze podane granice nie istnieja:

. z . 2zy . z8
a lim ; b im — [¢ lim —_—
) o mton = +y ) oo TP 5 42 ) o 7 — 1
*)  lm  RZ 9 lim Y2 ey m 2L
(z,9)—(,0) siny (z,9)—(4,-3) T2 +y* — 25 (2,9)—(0,0) T+ ¥y

® Definicja 3.3.8 (Heinego granicy niewtasciwej funkcji w punkcie)
Niech (zo,y0) € R? oraz niech funkcja f bedzie okre$lona przynajmniej na sa-
siedztwie S (o, yo) - Funkcja f ma w punkcie (zo, yo) , granice niewtasciwg £oo co
zapisujemy
(I’y)lir(go,yo)f(r,y) F00,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(Zn,yn) # (0, y0) dlan € N _
/\ [( nli.r?oZ/(xn,yn)():ygxo, %) > = (nl-l-{l;o f(zn,yn) = :{:oo)

((zn,yn))
{(zn,yn)}CS(x0,v0)

Uwaga. Podobnie mozna okresli¢ granice niewltasciwe funkcji w punkcie skupienia
dowolnego zbioru na plaszczyznie. Analogicznie definiujemy obie granice niewla-
Sciwe dla funkcji trzech zmiennych.

0 Cwiczenie 3.3.9
Korzystajac z definicji granicy niewlasciwe] funkcji uzasadni¢ podane réwnosci:
a lim —_ = 0 b lim In((z —1)*+¢%) = —c0.
) (z9)—(00) z* +y* ) (2:9)—(1,0) ( 4
® Twierdzenie 3.3.10 (o granicy sumy, réznicy, tloczynu i ilorazu funkcji)

im  [f(z,y) £9(z,9)l =p+£yg,
(z,y)—(z0,90)

1. lim  f(z,y)=p :
2 (I:y)r(zmyﬂ) _ — (1‘ )Er(rzl’ ) [f(m) y)g(xy y)] = pqg,
. im  g(z,y)=¢ )= Teyo
(z,9)—(z0,y0) . flz,y) _p

im = =, jesh 0.
(z,)=(zo,v0) 9(T,Y) q ! 7
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® Twierdzenie 3.3.11 (o granicy funkcji ztozonej)

Jezeli
lim z,y) = oraz lim z,y) =
(r,y)?(ro,yo)p( v)=ro (z,y)ﬁ(ro,yo)q( )= 0

2. lim  f(p,q) =g

(,9)—(Po,90)
3. (p(z,y), q(z,y)) # (po, g0) dla kaidego (z,y) € S (0, yo)

to f(p(z,y),q9(z,y) =g.

lim
(z,y)=(z0,y0)

Uwaga. Powyisze twierdzenia s prawdziwe takze dla funkcji trzech zmiennych.
W twierdzeniu tym dopuszczalne sg takze granice niewladciwe, o ile odpowiednie
dziatania z takimi symbolami s3 oznaczone. Do znajdowania granic funkcji dwéch
1 trzech zmiennych mozna stosowaé twierdzenia o dwéch i o trzech funkcjach,
analogiczne do takich twierdzen dla funkeji Jednej zmiennej. Nie ma odpowied-
nika reguly de L’Hospitala do obliczania granic wyrazen nieoznaczonych
funkcji dwéch i trzech zmiennych.

0 Cwiczenie 3.3.12
Obliczy¢ podane granice funkcji:

/1+x2+y2—1. b) . :vs—y:“‘

a) lim 5 > ; li ;
(z,4)—(0,0) z¢+y (z,9)—(1,1) y—r2
. 1 sin zy
C lim 2?2 + y?) cos — d ;
)<z,y>-(o,0)( V) Ty )(z.y)~(o,s> z?

4, .6, 8
e) lim (1+z2+y2):53r?; £ i t+y +2

(z,9)—(0,0) (z,y,z)—rgo,o,o) 22 4 y2 4 227

3.4 Funkcje ciagle

® Definicja 3.4.1 (funkcja dwéch zmiennych ciggta w punkcie)
Niech (z9, yo) € R? oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otocze-
niu O (zo, yo). Funkcja f jest ciagta w punkcie (%0, y0) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim  f(z,y) = f(z0,0).
(zly)_b(zo’yo)

® Definicja 3.4.2 (funkcja dwdch zmiennych ciggla na zbiorze otwartym)
Funkcja jest ciagla na zbiorze otwartym na plaszczyinie, jezeli jest ciggta w kaz-
dym punkcie tego zbioru.

Uwaga. W podobny sposéb mozna zdefiniowaé ciaglos¢ funkcji w punkcie sku-
pienia dowolnego zbioru na plaszczyznie oraz ciaglos¢ na tym zbiorze. Definicje
ciaggtosci w punkcie i na zbiorze dla funkcji trzech zmiennych sa analogiczne.

® Twierdzenie 3.4.3 (dziatania na funkcjach cigglych)
Suma, réznica, iloraz, iloczyn, iloraz oraz zlozenie funkcji ciggtych sa funkcjami
ciagglymi.
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0 Cwiczenie 3.4.4
Zbadaé ciaglos¢ podanych funkcji:

_ 1—+/z2+3y2 dla 24+9% <1,
a)f(:c,y)—{ 24y’ -1 dla z2+y* > 1

z+y dla z >0,
2 +y?2 dla z <0

T+y
dl
C) h(I,y) — 72 — y) a |1?| ;ﬁ Iyla
2 dla |z| =|y|.

b) g(z,y) = {

® Twierdzenie 3.4.5 (Weierstrassa o osigganiu kresow)
Jezeli

1. zbiér D C R? jest domkniety i ograniczony,
2. funkcja f jest ciagla na D,

to

\/ f(l'lyyl)zsup{f(zay): (.’L‘,y)ED}

(z1,y1)€ED
oraz
\V  fazye) = inf {f(z,9): (z,y) € D}.
(z2,y2)ED

Uwaga. Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie dla funkcji trzech zmien-
nych. Twierdzenia te mozna wykorzysta¢ do uzasadnienia, ze funkcja dwéch lub
trzech zmiennych ma ekstrema w punktach spetniajacych warunki konieczne ich
istnienia.

0 Cwiczenie 3.4.6

Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o osiaganiu kreséw uzasadnié, ze ponizsze zagad-

nienia geometryczne na ekstrema maja rozwiazania:

a) wéréd prostopadloscianéw wpisanych w kule o promieniu R znalei¢ ten, ktéry ma
najwieksza objetosé;

b) wsrdd tréjkatéw opisanych na kole o promieniu R znalezé ten, ktéry ma najmniejsze
pole;

c*) w przestrzeni istnieje punkt taki, ze suma jego odleglosci o danych punktéw A, B, C,
D jest najmniejsza.
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Rachunek rézniczkowy
funkcji dwéch i trzech
zmiennych

4.1 Pochodne czastkowe funkcji

Definicja 4.1.1 (pochodne czqstkowe pierwszego rzgdu)
Niech (zo,y0) € R? oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na oto-
czeniu O (2o, y0). Pochodng czastkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem z w
punkcie (zo, yo) okreslamy wzorem:

0 . zo + Az, yo) — f(zo,

8_£(170;y0) déf AI;IEOf( o+ 101? f( 0 yO)
Pochodna t¢ oznaczamy takze symbolami: f; (zo,y0), D1 f (zo,%o). Podobnie jest
okreslona pochodna czastkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem y w punkcie
(zo,%0) :

af dif . f(£0ay0+Ay) _f(xOvyO)
EM (z0,y0) = Al;rllo Ay :

Pochodng tg oznaczamy takze symbolami: f, (zo,yo), Dy f (zo,y0) -

Uwaga. Analogicznie okresla si¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu dla funk-
cji trzech zmiennych. Jezeli granice okre$lajace pochodne czastkowe sa wlasciwe
(niewlasciwe), to méwimy, ze odpowiednie pochodne czastkowe sa wlasciwe (nie-
wlasciwe).

Cwiczenie 4.1.2
Korzystajac z definicji obliczyé wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu podanych
funkcji we wskazanych punktach:

a) f(z,y) = 5, (zo,y0) = (—1,1); b) f(z,y) = ysinz, (zo,30) = (0, 7);

48
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C) f(z,y) = \S/E_v (l‘o,yo) = (0,0);

d) f(z,9,2) = z + 23y — 3zyz, (%o, Yo, 20) = (0,0,0);
e) f(z,y,2) =22 +¢* — 28, (0, ¥0,20) = (—2,1,0).

Definicja 4.1.3 (pochodne czgstkowe pierwszego rz¢du na zbiorze otwartym)
Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w kazdym punkcie
. . 0 0 .
zbioru otwartego D C R?, to funkcje 8—f(z,y), —f(a:,y), gdzie (z,y) € D, nazy-
24 y
wamy pochodnymi czastkowymi pierwszego rzedu funkcji f na zbiorze D 1 ozna-

czamy odpowiednio przez —— lub f;, fy albo tez przez Dy f, D2 f. Analogicznie

oz’ By
okreéla sie pochodne czastkowe pierwszego rzedu na zbiorze otwartym U C R? dla
funkcji trzech zmiennych.

Uwaga. Przy obliczaniu pochodnej czqstkowej wzglqdem jednej zmlenneJ pozo-

stale zmienne traktujemyjak state. Niech F(:c) = f (z,yo) oraz G(y) = g (z0,9),
gdzie (zo,y0) € R? jest ustalonym punktem. Wéwczas

0 Io}
—é(zo,yo) = F!(z0) oraz a—Z(wo,yo) =G ().

Do obliczania pochodnych czastkowych mozna stosowaé reguly rézniczkowania
funkcji jednej zmiennej, tj. wzory na pochodne sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
oraz zlozenia funkeji.

Cwiczenie 4.1.4
Korzystajac z regut rézniczkowania obliczyé wszystkie pochodne czastkowe pierwszego
rzedu podanych funkcji:

) J59) = ey

— ¥ =
C) f(I,y)—I, d)g(z’y’z)_cosy—sinz’
e) g(z,y,2) =sin (ztg (ycosz)); f) g(z,y,2) = /arctg (z + ev?).

Fakt 4.1.5 (interpretacja geometryczna pochodnych czgstkowych)

. Ty
b y) = ;
) f(z,y) = arcsin prap

z?siny

Niech funkcja z = f(z,y) ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punk-
cie (2o, yo) . Ponadto niech a oznacza kat nachylenia stycznej do krzywej otrzy-
manej w wyniku przekroju wykresu funkcji f plaszczyzna y = yo w punkcie

(%0, Yo, f(zo,y0)) , do ptaszczyzny £Oy oraz niech B oznacza kat nachylenia stycz-
nej do krzywej otrzymanej w wyniku przekroju wykresu funkcji f plaszczyzna
z = zo. Wtedy

0 0
Bé(l'o,yo) = tga, %(l'o,yo) = tgp.

Pochodna czgstkowa a—i (z0,y0) jest miarg lokalnej szybkosci wzrostu funkcji f

wzgledem zmiennej z przy ustalonej wartosci zmiennej y. Podobnie jest dla po-

. .0
chodnej czastkowej %(zo,yo) oraz dla pochodnych czastkowych funkeji trzech
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zmiennych.
+Z
1
!
' .
|
i
! i N
| i
; T onyo)
E L /I
Rys. 4.1.1. [nterpretacja geometryczna Rys. 4.1.2. Interpretacja geometryczna
pochodnej czastkowe] fz (z0,y0). pochodnej czastkowej fy (zo,y0) -

Uwaga. Odmiennie niz dla funkcji jednej zmiennej wyglada zwigzek miedzy cia-
gloscig funkcji a istnieniem pochodnych czastkowych. Funkcja dwéch zmiennych
moze mie¢ w punkcie obie pochodne czastkowe, ale nie musi by¢ w tym punkcie

ciagla.

0 Cwiczenie 4.1.6
Sprawdzi¢, ze podane funkcje maja w punkcie (z0,%0) = (0,0) obie pochodne czastkowe
pierwszego rzedu, ale nie sa w tym punkcie ciagle:

_ 1 dla zy=0,
a)f(z,y)_{ 0 dla zy #0;

B sz_7 dla  (z,y) # (0,0),
b) f(z,y)—{ oty dla (z,y) = (0,0).

0 Cwiczenie 4.1.7
Sprawdzi¢, ze podane funkcje sa ciagle we wskazanych punktach, ale nie maja w tych
punktach pochodnych czastkowych pierwszego rzedu:

a) f(x:y) =V 2 +y2, (I01y0) = (010); b) f(z,y) = '1‘] + |y - ll’ (xo,yo) = (0) 1)'

® Definicja 4.1.8 (pochodne czqstkowe drugiego rzedu)
. . . of 0
Niech (zg,y0) € R? oraz niech funkcja f ma pochodne czastkowe a—f, (9_f przy-
T Yy
najmniej na otoczeniu O (2o, yo). Pochodne czastkowe drugiego rzedu funkeji f w
punkcie (zg, yo) okre$lamy wzorami:

92f wes 0 (0f o2 f s O (Of
w (ZO)yO) —_— a (6_17) (IO,yO) ) M(x())yo) — E (%) (xO)yO))

o%f des O 3f) o%f def 0 (Of
a—y@; (zo,30) = % (&' (o, %), W (zo, Yo) = % (6—1/‘) (Io,y0)~
Powyzsze pochodne oznaczamy takze odpowiednio przez Jzz (2o, %0), fzy (2o, y0),

fyz (20, 90), fyy (0, y0) albo tez przez Dy, f (2o, o), D12f (20, %), Da1f (20, w0) ,
Das f (zo, yo) -
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Uwaga. Analogicznie okresla sie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji trzech
zmiennych.
Definicja 4.1.9 (pochodne czqstkowe drugiego rzedu na obszarze)
Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe drugiego rzedu w kazdym punkcie zbioru
otwartego D C R?, to funkcje
o’ f o f 6% f

a_xf(””’ Y), m(l’,y), m(ﬂf:y}, 5&7(%9)»
gdzie (z,y) € D, nazywamy pochodnymi czastkowymi drugiego rzedu funkcji f na
% f 62f o’f of
' dz2’ dzdy’ Hydr’ Oy?
fxy; fyra fyy lub tez D]lf» Dl?fa D21f, D22f

Uwaga. Analogicznie okresla sie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji trzech
zmiennych na zbiorze otwartym U C R>.

Cwiczenie 4.1.10
Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu podanych funkcji:

2 2
a) f(z,y) = : zyy ; b) f(z,y) =sinzy;

¢) f(z,y) = arcsin %; d) f(z,y,2) = z%%

e) f(z,y,2) =2° + ¢’z — 22°y°2% 1) f(z,9,2) =

zbiorze D i oznaczamy odpowiednio przez lub przez fiz,

yz
.
Definicja 4.1.11 (pochodne czgstkowe wyzszych rzedow)
Niech (:1:0, Yo) € R? oraz niech funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu n > 2 przy-
najmniej na otoczeniu O (zg, Yo ). Pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie
(zo, yo) pochodnych czastkowych rzedu n funkeji f nazywamy pochodnymi czast-
kowymi rzedu n + 1 funkcji f w punkcie (zo,yo). Jezeli funkcja f ma pochodne
czastkowe rzedu n w kazdym punkcie zbioru otwartego D, to méwimy, ze na zbiorze
D sg okreslone pochodne czastkowe rz¢du n funkcji f. Pochodna czastkowa n-tego
rzedu funkeji f w punkcie (zg, yo) , powstala w wyniku k-krotnego rézniczkowania
wzgledem zmiennej z 1 nastepnie I-krotnego rézniczkowania wzgledem zmiennej y,
gdzie k + | = n, oznaczamy przez
n

o (20, 30).
Analogicznie okre$la si¢ 1 oznacza pochodne czastkowe rzedu n > 3 funkcji trzech
zmiennych. Funkcja dwéch zmiennych ma 2" pochodnych czqstkowych rzedu n, a
funkcja trzech zmiennych 3" pochodnych czastkowych rzedu n. Pochodne czast-
kowe, w ktdérych wystepuje rézniczkowanie wzgledem dwéch réznych zmiennych,
nazywamy pochodnymi czastkowymi mieszanymi.

Cwiczenie 4.1.12
Dla podanych funkcji obliczyé wskazane pochodne czastkowe:

3*f 2.3 4 f

— oY . — .

a’) f(zv y) =e€ ) 3226 ) b) f(I yr Z) T y z ) azzazay2: \
__sinz ’f . . I f

<) f(z,9) = siny’ Jydzdy’ d) f(z,9,2) =In(z +2y - 32), 8zdydz? "



52 Rozdziat 4 Rachunek rézniczkowy funkcji dwéch i trzech zmiennych

® Twierdzenie 4.1.13 (Schwarza o pochodnych mieszanych)
o f  0°f
dzdy’ Oyoz

0%f 0% f
320y ———(Zo,y0) = B0z —— (0, yo).

Jezeli pochodne czastkowe sg ciaglte w punkcie (zg, yo), to sa réwne

t].:

Uwaga. Prawdziwe s3 takze analogiczne réwnosci dla pochodnych mieszanych
drugiego rzedu funkeji trzech zmiennych, a takze dla pochodnych mieszanych wyz-
szych rzedow.

Cwiczenie 4.1.14
Dla podanych funkcji sprawdzié¢ réwnosci miedzy podanymi pochodnymi mieszanymi:

_5 a’f _ f 2 Of __0f
DIy = gy T ayr DS W) =iy, o =
il LS
C) f(z‘,y,z) =In (Z‘ +y +z )’ 0z0z 82815
3 f a>f

d) f(z, Y,z )_ z y+ zy ! Ardydz 6z613y'

Cwiczenie 4.1.15
Sprawdzié, czy pochodne czastkowe mieszane drugiego rzedu podanych funkcji w punkcie
(z0,y0) = (0,0) istnieja 1 sa sobie réwne:
2 2
zy (2% —v°)
a‘) f(:l}, y) = z2 4 y2 dla (12, y) 7& (07 0))
0 dla (z,y) = (0,0);

{x TV (59 £ (0,0),
0

dla (z,y) = (0,0);
o) f(z,y) = \/ﬁ;
S zt—yt dla |z <yl
d) f(z,y)~{ v —z' dla |z|> |yl

4.2 Rozniczka funkcji

Definicja* 4.2.1 (funkcja rézniczkowalna w punkcie)
Niech (2o, y0) € R? oraz niech istnieja pochodne czastkowe g—i (zo, yo), %;— (zo, yo) -

Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie (zo,yo) wtedy 1 tylko wtedy, gdy spel-
niony jest warunek:

f(zo+h,yo+k)— f(xo,y0)— g—i(zo,yo)h— g—i(iﬂo,yo)k

lim =0.
(h,k)—(0,0) Vh2 4+ k2
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Uwaga*. Analogicznie definiuje sie rézniczkowalnoéé w punkcie funkeji trzech
zmiennych. Istnienie pochodnych czastkowych funkcji w punkcie nie gwarantuje
jeszcze rézniczkowalnosci funkeji w tym punkeie.

0 Cwiczenie* 4.2.2
Korzystajac z definicji zbadaé réiniczkowalnoéé podanych funkcji we wskazanych punk-
tach:

a‘) f(z,y) =z’ + zy, (Io,yo) = (17‘2);
b) f(z,y) = Iy, (z0,90) = (0,0);

¢) f(=,y,2) = zysin z, (%o, ¥, 20) = (0,0, 7).

® Twierdzenie* 4.2.3 (warunek konieczny rdzniczkowalnosci funkcyi)
Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie, to jest ciggta w tym punkcie.

Uwaga*. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Swiadezy o tym przyktad
funkeji f(z,y) = Va2 + y?, ktdra jest ciagla w punkcie (0,0), ale nie jest w tym

punkcie rézniczkowalna.

® Twierdzenie* 4.2.4 (warunek wystarczajgcy rézniczkowalnosci)

Jezeli pochodne czastkowe

Oz

rézniczkowalna w punkcie (zg, yo).

a—f, (?i sa ciagte w punkcie (zg, yo), to funkcja f jest
)

Uwaga*. Twierdzenie to jest prawdziwe takze dla funkcji trzech zmiennych.

0 Cwiczenie* 4.2.5
Korzystajac z powyzszego twierdzenia uzasadnié, ze podane funkcje s rézniczkowalne w
swoich dziedzinach:

a) f(z,y) =z"+y% b) fz,9) = arctg (e +y); ¢ fz,9,2) =

sin zyz

24+ y2 + 2241

® Fakt* 4.2.6 (interpretacja geometryczna funkcji rézniczkowalnej w punkcie)
Rézniczkowalnoséé funkcji f w punkcie (zo,yo) oznacza, ze istnieje plaszczyzna
styczna (niepionowa) do wykresu tej funkeji w punkcie (2o, Yo, f(zo, ¥0))-

z

z=f(z,y)
plaszczyzna
styczna

Rys. 4.2.1. Plaszczyzna styczna do wykresu funkcji.

® Fakt 4.2.7 (rdwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji)
Niech funkcja f ma ciagte pochodne czastkowe pierwszego rz¢du w punkcie (o, o).



54 Rozdzial 4  Rachunek rézniczkowy funkcji dwdch i trzech zmiennych

Réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkeji f w punkeie (zo,y0, flzo, va))
ma postaé:

@

i . Of
f(xo:yo) (z—a0)+ (r)‘él

z— f(xo,y) = (o, yo) (¥ — wo) .

&
8

Cwiczenie 4.2.8
Napisa¢ réwnania plaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkeji we wskazanych
punktach tych wykreséw:

rct T , ,
W) @) = 157 (50,90,70) = (LO’ z); b) f(z,y) = 2, (20,90, 20) = (2,4,16).

Cwiczenie 4.2.9

a) Znalei¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni z = zt — 3y?, ktdra jest réw-
nolegta do plaszczyzny = : 3z + 12y —z — 5 = 0;

b) Napisa¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni z = 1 + z2 + ¢?, ktdra jest
prostopadta do prostej l: 3z = 2y = 2z;

c) Na wykresie funkcji z = \/1 — 22 — 42 znales¢ punkt, ktéry jest polozony najblizej
plaszczyzny «: = + 3y + 22 = 36;

d) W R® dane sz punkty 4 = (1,0,0), B = (0,2,0), C = (1,2,3). Na powierzchni
z = z* 4+9* znalezé¢ punkt D taki, aby objgto$¢ czworoécianu ABC D byta najmniejsza;

e*) Znalezé wszystkie plaszczyzny styczne do wykresu funkcji z = z? 4 ¢, ktére prze-
chodza przez punkty P = (0,1), Q = (2,0).

Definicja 4.2.10 (rézniczka funkcji)
Niech (zo,y0) € R? oraz niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego
rzedu w punkcie (zo, yo). Rézniczka funkcji f w punkcie (zo, Yo) nazywamy funkcje
zmiennych Az, Ay okreslong wzorem:

ef O 0
df (zo, ) (Az, Ay) i %(IOJJO)AZ’ + %(xol Yo)Ay.

Rézniczke funkeji f oznacza sie takze przez df (zo, Yo) lub krétko df.

Uwaga. Analogicznie definiuje si¢ rézniczke funkcji trzech zmiennych.

Cwiczenie 4.2.11
Napisa¢ rézniczki podanych funkcji we wskazanych punktach:

a‘) f(I,y) =V z? + y27 (zo)yo) = (3’ _4): b) g(z,y,z) = zyzza (xO)yO)ZO) = (07 1)2)

Fakt 4.2.12 (zastosowanie rdzniczki funkcji do obliczen przyblizonych)
Niech funkcja f ma ciggle pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (2, yo).
Wtedy

f(zo+ Az, yo + Ay) & f(zo,yo) + df(z0, yo).

Uwaga. Prawdziwy jest takze analogiczny wzdr przyblizony dla funkcji trzech
zmiennych. Wzory te wykorzystuje sie do obliczen przyblizonych skomplikowanych
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wyrazef algebraicznych. Blad 6 (Ar, Ay) powyzszego przyblizenia dazy szybciej
.. . . / 2 2 . , s s
do 0 niz wyrazenie \/(Az)” + (Ay)", tzn. speinia réwnosé:
. S (Az, A
lim _ oA dy)
(Az,Ay)—(0,0) (A.‘II\!Q + (Ay)Z

= 0.

Cwiczenie 4.2.13
Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczyé przyblizone wartosci podanych wyrazen:
tg 1,001

1,02)*-(0,97)%; b) LN

2) ( ) (0,97) ) arcsin 0, 49

c) (1,04)>% d) $/(3,03)2 + (4,04)% + (5,05)°;

e*) Dla liczb rzeczywistych z,y z przedzialu [1,2] ich potega =¥ jest wyznaczona w ten
sposéb, ze przed obliczeniami kazda z nich jest zaokraglana do ésmego miejsca po
przecinku. Obliczy¢ najwiekszy blad tych obliczen.

Cwiczenie 4.2.14

a) Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczyé w przyblizeniu, jak zmieni sie objetoéé walca
o promieniu podstawy R = 1 m1i wysokosci H = 2 m, jezeli jego wysokoéé¢ zwiekszymy
o 1 cm, a promien podstawy zmniejszymy o 3 cm ?

e . . . 100e”
b) Cisnienie gazu w pewnym procesie technologicznym wyraza si¢ wzorem p = Vv

gdzie T jest temperatura gazu, a V jego objetoécia. Aktualnie wartosci tych para-
metréw wynosza T = 0° C, V = 300m®. Objetoéé gazu wzrosta o 1m?®. Obliczyé
w przyblizeniu, jak nalezy zmieni¢ temperature gazu, aby jego ciénienie nie uleglo
zmianie.

Fakt 4.2.15 (zastosowanie rdzniczki funkcji do szacowania bledéw pomiardw)
Niech wielkosci fizyczne x,y, 2 beda zwiazane zaleznoscia z = f(z,y), gdzie funk-
cja f ma ciagle pochodne czastkowe pierwszego rzedu. Ponadto niech A, i Ay
oznaczajg odpowiednio btedy bezwzgledne pomiaru wielkosci z 1 y. Wtedy blad
bezwzgledny A, obliczeri wielko$ci 2z wyraza si¢ wzorem przyblizonym:
0
A, ~ % Ay.

of
EE‘AL“*‘

Prawdziwe sg takze analogiczne wzory dla wiekszej liczby wielkoéci fizycznych.

Cwiczenie 4.2.16

a) Przy pomocy menzurki mozna zmierzyé objetoéé ciata z doktadnoscia Ay = 0,1cm?,
a przy pomocy wagi sprezynowej mozna ustali¢ jego masg¢ z dokladnoécia Ay =1 g.
Objetosé ciata zmierzona tym sposobem wynosi V = 25cm®, a masa M = 200 g Z
Jaka w przyblizeniu doktadnoscia mozna obliczyé gestosé tego ciata ?

b) Boki tréjkatnego kawaltka ziemi zmierzone z dokladnoécia 1 m wynosza a = 250 m,
b = 400 m. Kat miedzy tymi bokami zmierzony z doktadnosécia 0,01 rad wynosi
o= g Z jaka w przyblizeniu doktadno$cia mozna obliczyé pole tego kawaltka ziemi ?
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4.3 Pochodne czastkowe funkcji zlozonych

Twierdzenie 4.3.1 (o pochodnej funkcji ztozonej)

Niech

1. funkcje z = z(t), y = y(t) maja pochodne wlasciwe w punkcie tg,

2. funkcja z = f(z,y) ma ciggle pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie
(1' (tO) ) y(tO))'

Wtedy funkcja ztozona F(t) = f(z(t),y(t)) ma pochodna wtadciwa w punkeie ¢g

oraz

dF _0f dz Of dy
dt ~ 0r dt | oy dt’
dr dy
dt’ di
nio w punkcie (z (t0),y (t0)) -

. . af o0 .
obliczone sa w punkcie g, a pochodne czastkowe —i or odpowied-

gdzie gz’ By

Uwaga. Analogicznareguta rézniczkowania jest prawdziwa takze dla funkcji trzech
zmiennych.

Cwiczenie 4.3.2 .

Korzystajac z regut rézniczkowania funkcji obliczyé pochodne F'(t), F"(t) podanych
funkcji ztozonych:

a) F = f(z,y), gdzie £ =sint, y = cost;

b) F =g(z,y,2), gdzie z = t, y = t*, z = ¢°.

Twierdzenie 4.3.3 (o pochodnych czgstkowych funkcji ztozonej)

Niech

1. funkcje z = z(u,v), y = y(u,v) maja pochodne czastkowe pierwszego rzedu w
punkcie (ug,vo) € R

2. funkcja z = f(z,y) ma ciaglte pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie
(z (w0, v0) ,y (o, v0)).

Wtedy funkcja ztozona F'(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)) ma w punkcie (ug,v) po-

chodne czastkowe pierwszego rzedu wyrazone wzorami:

oF _of bz  Of Oy oF _0f 0z  of by
Ou Oz Ou Oy Ou’ ov Oz Ov Oy Ov’
gdzie pochodne czgstkowe bz Oz Q-’i %y obliczone s3 w punkcie (ug, vg), a
Ju’ Ov’ Ou’ Ov Y
pochodne czastkowe 92’ —3—; odpowiednio w punkcie (z (ug, vo), y (uo, vo)) .

Uwaga. Jezeli f jest funkcja tylko jednej zmiennej, to reguty rézniczkowania funk-
¢ji ztozonej F(u,v) = f(z(u,v)) przyjmuja postaé:

OF df Oz or _df oz

T d o G d By
Analogiczne reguly rézniczkowania sa prawdziwe takze dla funkcji trzech zmien-
nych.
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0 Cwiczenie 4.3.4

. . C or oF
Korzystajac z powyzszych wzoréw obliczyé pochodne czastkowe P oraz —— dla poda-
nych funkcji ztozonych:

. arctgE
a) F = f(z), gdziez =e v,

b) F = f(z,y), gdzie z = ucos v, y = usin v;
c) F=f(z,y,2),gdzies =uv,y=u+v,z= %

0 Cwiczenie 4.3.5
a) Obliczy¢ zl(z), jezeli z = F(z,y(z));

., 0z 0z ... )
b) Obliczy¢ 3 By’ jezeli z = F(z(v),y(u));
., 0z 0z ... ]
c) Obliczyé 3%’ 30’ jezeli z = F(t(u,v));

8%z 8%z 0%z

* R L A
d*) Obliczy¢ 32’ 502 Dude

, jezeli z = F(z(u,v), y(u,v)).

4.4 Pochodna kierunkowa funkcji
® Definicja 4.4.1 (pochodna kierunkowa funkcji)
Niech (zo,y0) € R? oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na oto-
czeniu O (zo, yo) . Ponadto niech ¥ = (vz, vy) bedzie danym wersorem. Pochodna
kierunkowa funkcji f w punkcie (zo, yo) W kierunku wersora ¥ okreslamy wzorem:

of def . [ (zo+1tvs,yo +tvy) — f(zo, yo)
et ¢/ )
07 (0, %0) t_l.l(j)j+ t

Uwaga. Analogicznie okresla si¢ pochodna kierunkowg dla funkcji trzech zmien-
nych. Pochodna kierunkowa jest przeniesieniem na funkcje wielu zmiennych pojecia
pochodnej jednostronnej funkcji jednej zmiennej. Niektérzy autorzy przyjmuja, ze
w definicji pochodnej kierunkowej ¢ dazy do 0 z obu stron. Pochodna kierunkowa
jest wtedy uogdlnieniem pojecia pochodnej czastkowej funkcji. Np. dla funkcji f
dwdéch zmiennych oraz dla wersoréw % = (1,0) 1 @ = (0,1) mamy

of of . of Of

o5  ox = 0w Oy

0 Cwiczenie 4.4.2
Korzystajac z definicji obliczyé pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych
punktach dla wymienionych wersoréw:

b) f(!l),y) =7y, (xOyyO) = (1,2), U= (%,—\-—é—g)’
-1, 3= V3 V5

C) f(z,y,z) = 1}2 —2y2, (zo)yOyzO) = (1v0$ 5:'— 3

(5-5%)
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® Fakt 4.4.3 (interpretacja geometryczna pochodnej kierunkowej)
Niech (z¢,y0) € R? oraz niech funkcja f bedzie okredlona na otoczeniu O (2o, yo)
Ponadto niech y oznacza kat nachylenia do ptaszczyzny zOy pdlstycznej do krzy-
wej otrzymanej w wyniku przekroju wykresu funkcji f pdlptaszczyzng przecho-
dzaca przez prosta ¢ = zg, y = yo oraz réwnolegla do wersora 7. Wtedy

%(ﬂfoyyo) =tgy.

Pochodna kierunkowa okresla szybkoéé zmiany wartosci funkcji f w kierunku 9.

z

J

Y
(z0,v0) g
3

Rys. 4.4.1. Interpretacja geometryczna pochodnej kierunkowej funkcji.

® Definicja 4.4.4 (gradient funkcji)
Niech (zg, yo) € R? oraz niech istnieja pochodne czastkowe gi (0, yo), g—f (zo,y0) -
z Y

Gradientem funkcji f w punkcie (zo, Yo) nazywamy wektor okreslony wzorem:

grad £ 20.90) 2 (o) L wa,e)).

Gradient funkcji f oznaczamy takze krétko przez grad f. Analogicznie okreéla sie
gradient dla funkcji trzech zmiennych.

0 Cwiczenie 4.4.5
Obliczy¢ gradienty podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f(z,y) = = + 3/3y (zo,50) = (=1,1);

b) f(z,y) = sin (r\/ﬁ + y2) » (Zo,90) = (3,4);

2
T
C) f(z,y,z) = ZLG’ (zO)yO;ZO) = (161 _3y2)

® Twierdzenie 4.4.6 (wzdr do obliczania pochodnej kierunkowej)
Niech (29, o) € R? oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otocze-

niu O (29, yo) . Ponadto niech pochodne czastkowe gl, %f; beda ciaglte w punkcie
T oy

(zo, yo). Wtedy

0
5%(170, yo) = grad f (zo,yo) o 7,

gdzie ¥ jest dowolnym wersorem na plaszczyznie.
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Uwaga. Podobny wzér jest prawdziwy takze dla funkcji trzech zmiennych.

0 Cwiczenie 4.4.7
Korzystajac z powyzszego wzoru obliczyé pochodne kierunkowe podanych funkcji we
wskazanych punktach i kierunkach:

L o 1 \/5
a‘) f(I,y) = 2 +y2, (2:0,?!0) = (1,2), v = (5,—_2_>’
V2 V2
T

b) f(z,y) = ™t (zo,30) = (1,-1), ¥ = <

/ - 1 3 5
C) f(z)yyz): \ $3+y3+23, (-'Bo,yo,zo)=(3:4,5): v = (_gy—\g:y§)

)

® Fakt 4.4.8 (interpretacja geometryczna gradientu)
1. Gradient funkcji w punkcie wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji w
tym punkcie.
2. Gradient funkcji w punkcie jest prostopadty do poziomicy funkcji przechodzacej
przez ten punkt.

grad f(zo,y0)
(70,y0)

poziomice

o
Rys. 4.4.2. Gradient wskazuje kierunek Rys. 4.4.3. Gradient funkcji jest
najszybszego wzrostu funkcji w punkcie. prostopadly do poziomicy.

0 Cwiczenie 4.4.9
a) Temperatura w zbiorze V = {(z,y,2): 0 < z,y,z < 7} jest okreslona wzorem:

T(z,y,z) = 10cos(z — y) + 20sin(z + z).
W punkcie (g, %, g) znalez¢ kierunek najszybszego wzrostu temperatury;

b) Sprawdzi¢ bezposrednio, ze gradient funkcji f(z,y) = 2% + y? jest prostopadly do Jj€j
poziomic.

4.5 Wzor Taylora. Ekstrema funkcji

® Definicja 4.5.1 (rdzniczka n—tego rz¢du funkcji dwéch zmiennych)
Niech (z9,y0) € R? oraz niech funkcja f ma na otoczeniu O(zo, yo) ciagle po-
chodne czastkowe do rzedu n € N wlacznie. Rézniczka n-tego rzedu funkeji f
w punkcie (zo,yo) nazywamy funkcje d” f (zo,yo) zmiennych Az i Ay okreélong
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wzorem:

s [0 0 n
4" f (zo,y0) (Az, Ay) L ((—%Aaﬂ-@Ay) f

(:L'Oa yO)
0
g 0 oznaczaja operacje rézniczkowania po zmiennych
T 1y, natomiast potege traktUJemy formalnie do otrzymania pochodnych czastko-

wych wyzszych rzedéw. Rézniczke n-tego rzedu funkeji f oznaczamy krétko przez
def

We wzorze tym symbole —

d" f. Dodatkowo przyjmujemy, ze d° f =2

Cwiczenie 4.5.2
Napisa¢ wzory okreslajace rézniczki drugiego, trzeciego i czwartego rzedu dla funkcji
dwdch zmiennych.

Twierdzenie 4.5.3 (wzdr Taylora)

Niech (zo,y0) € R? oraz niech funkcja f ma na otoczeniu O(zo, yo) ciaglte po-
chodne czastkowe do rzedu n > 1 wiacznie oraz niech (zo+ Az,yo+ Ay) €
O (o, y0) . Wtedy

df(l‘o,yo) + dzf(fo,yo)

\/ f(zo+ Az, yo + Ay) = f(zo0,y0) + T 51 S+
0<O<1 ’ ’
dn—lf(w()) yo) dnf (1'0 + GA.'L', Yo + @Ay)
+ .
(n—1)! n!

Uwaga. Réwnos¢ podang w tezie twierdzenia nazywamy wzorem Taylora dla funk-
cji dwéch zmiennych. Ostatni sktadnik we wzorze Taylora nazywamy n-ta reszty
tego wzoru 1 oznaczamy przez R,. Dla punktu (zg,y0) = (0, 0) powyzszg réwnoéé
nazywamy wzorem Maclaurina.

Cwiczenie 4.5.4
Napisa¢ rozwinigta posta¢ wzoru Taylora dla funkcji dwéch zmiennych oraz dla:
a)n =2; b) n = 3.

Cwiczenie 4.5.5

Napisa¢ wzory Taylora z reszta R, dla podanych funkcji na otoczeniach wskazanych
punktéw, jezeli:

a) f(z,y) = 2y, n =2, (zo,y0) = (—1,1);

b) f(z,y) = zsiny, n =3, (zo,y0) = (0,7);

) f(z,y) =e"*?, n =3, (z0,3) = (0,0).

Definicja 4.5.6 (ekstrema lokalne i warto$ci ekstremalne funkcji dwdch zmiennych)
Niech (zo,y0) € R? oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na oto-
czeniu Oz, yo. Funkcja f ma w punkcie (2o, yo) minimum lokalne, jezeli

VA (@9 es@ow.0) = (1> 7@w)].

6>0 (z,y)
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Funkcja f ma w punkcie (2o, yo) minimum lokalne wtasciwe, jezeli

VA [(x y) € 5 ((z0,10) ,6)) = <f(x,y)>f(z0,yo)>].

5>0 (zy)

Uwaga. Analogicznie okresla sie maksimum lokalne, maksimum lokalne wtasciwe.

z z

= 4

2= f(2,9) f(Io,yo)
i
o i v o y

| !

i(xo.yo) (z0,90)
x x

Rys. 4.5.1. Funkcja f ma w punkcie Rys. 4.5.2. Funkcja f ma w punkcie

(0, ¥o) minimum lokalne. (20, yo) minimum lokalne wladciwe.

0 Cwiczenie 4.5.7
Korzystajac z definicji zbadad, czy podane funkcje maja ekstrema lokalne we wskazanych
punktach:

a) f(z,y)=5— (ze +y4) , (zo,y0) =(0,0); b) f(z,y) = z? — 2%, (zo,y0) = (0,0);
C) f(z,y) = 5|.’l:| + !y+ II: (IO;yO) = (0) _l); d) f(I,y) = ch Y, (l‘o,yo) = (37 0)-

® Definicja 4.5.8 (warto$¢ najmniejsza funkcji na 2biorze)
Liczba m jest najmniejsza wartoscig funkcji f na zbiorze A C Dy, jezeli

\/ f(zo,y0) =m oraz /\ f(z,y) > f(zo,yo).

(z0,90)€EA (z,y)eA
Uwaga. Analogicznie okresla si¢ warto$¢ najwieksza funkcji na zbiorze.

0 Cwiczenie 4.5.9
Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje przyjmuja wartosci ekstremalne na
zbiorach we wskazanych punktach:
a) f(z,y) = 2zt + 5y, A= R?, (zo,%0) = (0,0);

b) f(z,y) =sin’zcosy, A= [0, g—] X [—7r, %] , (zo,90) = (%,0).

® Twierdzenie 4.5.10 (warunek konieczny istnienia ekstremum)
Niech (zo,yo) € R? oraz niech funkcja f bedzie okreslona na otoczeniu O ((zo, yo)) .
Wéweczas, jezeli
1. funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie (zo, yo),

2. istniejg pochodne czastkowe g—i(xo,yo), %(mo,yo),
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to

of of

—(zo, =0, =(zg, =0.

8.2:( 0 yo) 3y( 0 yo)
Uwaga. Z twierdzenia tego wynika, ze funkcja moze mieé ekstrema tylko w
punktach, w ktérych wszystkie jej pochodne czastkowe sa réwne 0 albo w punktach,
w ktdrych choé jedna z pochodnych czastkowych nie istnieje.
Zerowanie si¢ w punkcie obu pochod-
nych czastkowych nie gwarantuje jesz-
cze istnienia ekstremum lokalnego. Np.

funkcja f(z,y) = —z3 spetnia réwnosci
of _ of _
6—1:(0’0) =0, —6-3;(0,0) =0,

ale nie ma ekstremum w punkcie (0, 0).

0 Cwiczenie 4.5.11
Sprawdzié, ze podane funkcje spelniaja we
wskazanych punktach warunek konieczny
istnienia ekstremum, ale nie maja w tych
punktach ekstreméw lokalnych:

a‘) f(z’y) =z’ + ys) (zo,yo) = (0'0)5
b) f(z,y) = 2% — y*, (z0,90) = (0,0).

® Twierdzenie 4.5.12 (warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum)
Niech (zo,y0) € R? oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na oto-
czeniu O (zo, yo) . Ponadto niech

1. funkcja f ma ciagte pochodne czastkowe rzedu drugiego na otoczeniu

g(wo,yo), 5
2. 5%(1‘0) yO) = 0’ %(1'01 yO) = 0)
O o) 2L (zorm)
a9 0, 90 a_ o 0, Y0
3. det | 9% 020y > 0.

0
a—zgg(fo)yO) a—yz(ﬂo,yo)

Wtedy funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie (zg, yo) 1 jest to:
2

a) minimum lokalne wlasciwe, gdy %(xo, yo) > 0 albo
2

b) maksimum lokalne wtasciwe, gdy —g——{— (2o, y0) < 0.

T

Uwaga. Gdy wyznacznik w zalozeniu 3. powyzszego twierdzenia jest ujemny, to
funkcja f nie ma w punkcie (zg,yo) ekstremum lokalnego. Natomiast, gdy wy-
znacznik ten jest réwny 0, to badanie, czy funkcja f ma ekstremum lokalne w
punkcie (zo, yo) przeprowadzamy innymi metodami (np. korzystajac z definicji).
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Cwiczenie 4.5.13
Znalezé wszystkie ekstrema lokalne podanych funkcji dwéch zmiennych:

a) f(z,y) = "7+, b) f(z,9) = zy(1 -z — y);
o) f(z,y) =2* +4° — 9zy; d) f(z,y) = zyln (x2+y2);
e) f(z,9) = (y —z)> + (y +2)% f) f(z,y) =" —y*.

Definicja 4.5.14 (ekstrema warunkowe funkcji)

Funkcja f maw punkcie (2o, yo) minimum lokalne wtasciwe przy warunku g(z,y) =
0, gdy g (zo, yo) = 0 oraz istnieje liczba § > 0 taka, ze f(z,y) > f (zo,yo) dla kaz-
dego punktu (z,y) € S ((zo, yo), 6) spelniajacego warunek g(x,y) = 0.

z

,.nlll““

max. warunkowe®,

xilill|||||| |||||§lm§[fﬂin

'LM» '

g9(z,y)=0
Rys. 4.5.4. Funkcja f osiaga w punkcie (zo, yo) maksimum przy warunku g(z,y) = 0.

Fakt 4.5.15 (algorytm znajdowania ekstremdw warunkowych)

Ekstrema lokalne funkcji f dwéch zmiennych z warunkiem g(z, y) = 0 znajdujemy

wedtug algorytmu:

1. krzywa T @ g(z,y) = 0 dzielimy na tuki, ktére sa wykresami funkcji postaci
y = h(z), gdzie ¢ € I lub postaci ¢ = p(y), gdzie y € J,

2. szukamy ekstreméw funkcji jednej zmiennej f(z, h(z)) na przedziale I lub funk-
cji f(p(y),y) na przedziale J,

3. poréwnujemy warto$ci otrzymanych ekstreméw na krzywej I' 1 ustalamy eks-
trema warunkowe.

Cwiczenie 4.5.16

Znalez¢ ekstrema podanych funkcji, ktérych argumenty spetniaja wskazane warunki:
a) f(z,y) =zy, 14+y=0; b) f(z,y) =2’ +¢°, sy =4

c*) fz,y) = ot + 9y, 2 + y2 =9; d*) f(z,y) = 2 +y2, 522 + 8zy + 53,12 =9.

Fakt 4.5.17 (algorytm znajdowania wartosci ekstremalnych na obszarze domknigtym)

Wartosci najmniejsza 1 najwieksza funkcji na ograniczonym obszarze domknietym

znajdujemy w nastepujacy sposob:

1. szukamy ekstremoéw lokalnych tej funkeji na obszarze otwartym,

2. szukamy ekstremdw lokalnych tej funkcji na brzegu obszaru,

3. poréwnujemy wartoscl otrzymanych ekstremdéw we wnetrzu i na brzegu obszaru
oraz na tej podstawie ustalamy warto$ci najmniejsza i najwieksza funkcji na
obszarze.
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0 Cwiczenie 4.5.18
Znalezé wartosci najwieksze 1 najmniejsze podanych funkcji na wskazanych obszarach
domknietych:
a) f(z,y) =2" + 22y —4s+8y, 0<z<1, 0<yY<
b) f(z,9) ="y, 2* +¢° < 5
¢) f(z,y) =sinz +siny +sin(z +v), 0<z< 7, 0<y < 7

d*) f(z,y) = 2 42z +y* — 6y, |z|+ |y| < 4.

4.6 Zastosowania ekstremow funkcii

w geometrii, fizyce i technice

0 Cwiczenie 4.6.1
a) Obliczy¢ odlegtosé poczatku ukladu wspétrzednych od ptaszczyzny
Tz —2y+3z2—6=0;
b) Obliczy¢ odleglo$é prostych skosnych
T Yy _z k.z—l_y+1_z—2'
1 =3 2 s T2 T 4
c) Znalei¢ wymiary prostopadloscianu o objetosci V, ktéry ma najmniejsze pole po-
wierzchni catkowitej;

)

d*) Przekrdj poprzeczny kanatu ma mieé ksztalt trapezu réwnoramiennego o polu S =
100m?. Brzegi i dno kanalu wykltada sie ptytami. Znalezé wymiary kanalu, ktdrego
koszt budowy bedzie najmniejszy;

e) W punktach 4; = (0,0), A2 = (1,0), As = (2,3) plaszczyzny Oy umieszczone sa
masy m1 = 1, my = 2, m3 = 3. ZnaleZ¢ o$ prostopadla do plaszczyzny zOy, wzgledem
ktérej moment bezwladnosci podanego uktadu mas bedzie najmniejszy.

4.7 Funkcje uwiklane

® Definicja 4.7.1 (funkcje uwikliane)
Funkcja uwiktana okreslong przez warunek
Fz,y) =0
nazywamy kazda funkcje y = y(z) spelniajacag réwnosé
Fz,y(z)) =0
dla wszystkich z z pewnego przedzialu I. Podobnie okresla si¢ funkcje uwikltana
postaci £ = z(y), gdzie y € J.

0 Cwiczenie 4.7.2
Naszkicowa¢ wykresy wszystkich uwiktanych funkcji ciaglych postaci y = y(z), ktére sa
okreslone przez warunki:

a)z’ +y°=4; b)z® -y’ =0; c)sinz=cosy;

d*) z¥ = ¢, e*) % = y¥; f)e" +3z° +z=9y" +3y° + 4.
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o I

Rys. 4.7.1. Funkcje uwiktane y = y(z), z € I oraz t = z(y), y € J,
okreslone przez warunek F(z,y) = 0.

® Twierdzenie 4.7.3 (o istnieniu 1 rézniczkowalnosci funkcji vwiktane;)
Niech (2o, y0) € R? oraz niech funkcja F bedzie okreélona na otoczeniu O (z0,y0) -
Ponadto niech

OF OF . .
1. pochodne czastkowe —, —— sa ciagle na tym otoczeniu,

oz’ dy
oF
2. F(zo,y0) =0 oraz 5; (zo,y0) # 0.

Wtedy na pewnym otoczeniu O (z¢) istnieje jednoznacznie okreélona funkcja uwi-
ktana y = y(z) spelniajaca warunki:
a) F(z,y(z)) = 0 dla kazdego z € O (zo),

b) y(zo) = yo,
ey
) ¥y (z)= —SF dla kazdego z € O (o) .
L)

o
Rys. 4.7.2. llustracja do twierdzenia o istnieniu i rézniczkowalnosci funkcji uwiklanej.

Uwaga. Jezeli funkcja F' ma ciggle pochodne czastkowe drugiego rzedu na oto-
czeniu O(zo, yo) oraz spelnia warunki:

oF
F(.’l?o, yO) = 0) a—y'(z()y yO) # 0)

to funkcja uwiktana y = y(z) jest dwukrotnie rézniczkowalna na pewnym otocze-
niu punktu zg.
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0 Cwiczenie 4.7.4

Zbadaé, czy podane réwnania okreslaja jednoznacznie ciagla funkcje uwiktana postaci
y = y(z) lub z = z(y) na pewnych otoczeniach wskazanych punktéw:

1=
= ’A: 1,0,B=(-—,—);
a) z =cosy (1,0) 53
b) 2 —2Y —1=0, A=(v3,1), B=(3,3);
)z’ —3z%y+3zy° — ¢y =1, A= (3,2), B=(0,-1).

Cwiczenie 4.7.5
Obliczy¢ pierwsza i druga pochodna funkcji uwiklanych y = y(z) okre$lonych przez
réwnania:

a) y —siny + z° = 0; b) v* — arctgy — e* = 0.

Cwiczenie 4.7.6
Napisa¢ réwnania stycznych do krzywych okreélonych podanymi réwnaniami we wskaza-
nych punktach tych krzywych:

a)yr+2’ =y’ +4°, A=(1,1); b) 24 z° + 3> = e* + €Y, A = (0,0).

Twierdzenie 4.7.7 (o ckstremach lokalnych funkcji uwiktane;j)
Niech funkcja F' bedzie okreslona na otoczeniu O (zo,yo) i niech ma tam ciagte
pochodne czastkowe rzedu drugiego. Ponadto niech

1. gg_‘xO)yO):O; aF

2. a—m(fo,yo) =0, a—y(wmyo) #0,
0’F
B?(iﬂo,yo)

- OF
a(“vo,yo)

3. A=

Wtedy funkcja uwiklana y = y(z) okreslona przez réwnanie F(z,y) = 0 ma w
punkcie zg ekstremum lokalne wlasciwe 1 jest to:

a) minimum, gdy A > 0 albo

b) maksimum, gdy A < 0.

max. lok.
ip-----~ y=y1(z)

F(z,y)=0

T

'

| /

1

| z2 x
|
|
1

Y2 p—mmmm e

min. lok. ¥=¥2(%)

Rys. 4.7.3. Funkcja uwiklana y = yi(z), okreslona przez warunek F(z,y) = 0,
ma w punkcie z; maksimum lokalne, a funkcja y = y2(z) ma w punkcie
z2 minimum lokalne wlasciwe.
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OF . : : o0
Uwaga. Réwnos¢ — = 0 jest warunkiem koniecznym, a nieréwnosé 22 #0
z

Oz
warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkeji uwiktanej. Prawdziwe jest
takze analogiczne twierdzenie o ekstremach funkcji uwiktanej postaci z = z(y).

® Fakt 4.7.8 (algorytm znajdowania ekstremow lokalnych funkcji vwiktanej)
1. Punkty, w ktérych funkcja uwiklana moze mieé ekstrema lokalne, znajdujemy
korzystajac z warunku koniecznego istnienia ekstremum. W tym celu rozwia-
zujemy uktad warunkdéw:

oF oF

2. W otrzymanych punktach (zo, yo) sprawdzamy warunek wystarczajacy istnie-
nia ekstremum, tj. badamy, czy zachodzi warunek
0*F
a?(l'o, Yo)
oF
a—y(fb‘o, Yo)

Na podstawie znaku ostatniego wyrazenia ustalamy rodzaj ekstremum.

0 Cwiczenie 4.7.9
Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji uwiktanych postaci y = y(z) okreslonych przez po-
dane warunki:

a) s’ +3° —8sy=0; b)Y’ +y’ —sy—20+4y=0; o) (*+9°)° =2(s"-¢?).



5

Calki podwdjne

5.1 Calki podwdjne po prostokacie

Oznaczenia w definicji catki po prostokacie:

R={(z,y): a<z<b, ¢c<y<d}- prostokat na ptaszczyznie;

P = {R1,Ry,...,Ra} — podzial prostokata R na prostokaty Ry, gdzie 1 < k <
n; prostokaty podziatu catkowicie wypelniaja prostokat i maja parami roztaczne
wnetrza;

Az, Ayy — wymiary prostokata R, gdzie 1 < k < n;

dy = \/(Az'k)z + (Ayk)2 - dtugoéé przekatnej prostokata Ry, gdzie 1 < k < n;
6(P) = max{d : 1<k < n} - érednica podziatu P,

E={(=1,91), (23, 3), .., (7, 4n)}, gdzie (¢},y;) € Ry dla 1 < k < n — gbicr
punktéw posrednich podzia}u P.

J“M\H e .
"NWMWH B

=3

i
i I
i

O a

1
I
|
b z

Rys. 5.1.1. Podzial P prostokata R = [a, b] X [c, d].

® Definicja 5.1.1 (catka podwdjna po prostokgcie)

Niech funkcja f bedzie ograniczona na prostokacie R. Catke podwdjng z funkcji f
po prostokacie R definiujemy wzorem:

/ f(z,y)dzdy %L lim Zf(zk,yk) (Azi)(Ag),
R

§(P)y—0

68
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o ile granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wlaSciwa i nie zalezy od spo-
sobéw podziatu P prostokata R, ani od sposobéw wyboru punktéw posrednich =.
Méwimy wtedy, ze funkcja f jest catkowalna na prostokacie R.

Uwaga. Calke podwdjng z funkeji f po prostokacie R oznaczamy tez symbolem

f(z,y) dP. Catka podwdjna po prostokacie jest naturalnym uogdlnieniem catki

z funkcji jednej zmiennej po przedziale.

f(=1093)

Rys. 5.1.2. Hlustracja do definicji catki podwéjnej z funkcji f po prostokacie R.

® Fakt 5.1.2 (o catkowalnosci funkcji ciggtych)
Funkcja ciagla na prostokacie jest na nim catkowalna.

® Twierdzenie 5.1.3 (o lintowos$ci catki)

Jezeli funkcje f 1 g sa catkowalne na prostokacie R oraz ¢ € R, to:
a) funkcja f + g jest catkowalna na prostokacie R oraz

J[ 6@ +aa = [[ senar+ [[ o
R R R

b) funkcja cf jest calkowalna na prostokacie R oraz
// cf(z,y)dP = c//f(z,y) dP.
R R

® Twierdzenie 5.1.4 (0 addytywnosci catki wzglgdem obszaru catkowania)
Niech funkcja f bedzie catkowalna na prostokacie R. Wtedy dla dowolnego po-
dzialu prostokata R na prostokaty R, R o rozlacznych wnetrzach funkcja f jest
catkowalna na tych prostokatach oraz

/ f(iﬂ,y)dP=//f(x,y)dP+//f(m,y)dP.
. Ry

R R
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® Twierdzenie 5.1.5 (o zamianie catki podwdjnej na catki iterowane)
Niech funkcja f bedzie ciagha na prostokacie R = {(z,y) : a <z <b, c<y <d}.
Wtedy

[ 1w ar= /b [ /d f(x,y)dy} dz = /d [ / f(w,y)dz} dy.
R a c c a

Uwaga. Calki wystepujace w tezie powyzszego twierdzenia nazywamy krétko cal
kami iterowanymi funkcji f po prostokacie R. Bedziemy pisali umownie

b d d b
/dw/f(w,y)dy i /dy/f(x,y)dw

a
zamiast odpowiednio

b d d b
/ [ [ @ dy} e i f [ 7z, v) dz] dy
||||H

‘ j f(=z,y) dy
Nﬂ“ )
il HII!||||||| ’ ‘ )

hi i

A ||| m m m il |||‘ “m i ”
/ N !mum i IH m !H IH IN Nl L

|

d
Rys. 5.1.3. Ilustracja calki iterowanej /d:c/f(z,y) dy.

a

o0 Cwiczenie 5.1.6

Obliczy¢ podane calki iterowane
3 3 2
a) / dz/(z+y2z) dy, /dy/(x+yzz) dz;
1 0 0 1
1 4 4 1
b) / dz/(zz-i—y?:c) dy, /dy/(:c2+y2z) dz;
-1 2 2 =
In 4 In3 In3 In 4
c) / dx/e”ydy, /dy/e"”’ dz
0 0

0 Cwiczenie 5.1.7

Obliczy¢ podane catki podwéjne po wskazanych prostokatach
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a) //z;ﬁ dzdy, R =1[0,1] x [-1,1];
b) //sm(z+y)dzdy, - [-—,_] x [oﬂ

dzdy, R =[0,1] x [0,1].

2 //7~z—=+

Fakt 5.1.8 (catka podwdjna z funkcji o rozdzielonych zmiennych)
Jezeli

1. funkcja g jest ciagla na przedziale [a,b],
2. funkcja h jest ciagta na przedziale [¢, d],

[J o ([ors) ([

gdzie R = [a, b] x [ ,d].

to

Cwiczenie 5.1.9
Podane caltki zamieni¢ na sumy i iloczyny calek pojedynczych:

a) (z+y)dzdy, R= —E,E 0,—1: ;

Z/COS ty)dzdy [44]X[ 4]

b) //e”y dzdy, R =1[0,1] x [0,1];

c) zy(z + y)dzdy, R =[-1,1] x [-1,1].
Z/ yizt+y Y 1,1l x [—1,1

5.2 Calki podwéjne po obszarach normalnych

Definicja 5.2.1 (catka podwdjna po obszarze)

Niech f bedzie funkcja okreslong 1 ograniczong na obszarze ograniczonym D C R?
oraz niech R bedzie dowolnym prostokatem zawierajacym obszar D. Ponadto niech
f* oznacza rozszerzenie funkcji f na R okreslone wzorem:

" f(ez, dla (z,y) € D,
f(“”’y):{ 0( Y dlaEx,zgeR\D.

Calke podwdjng funkeji f po obszarze D definiujemy wzorem:

J[savir 2 [[ rewar,
D R

o ile calka po prawej stronie znaku réwnosci istnieje. Méwimy wtedy, ze funkcja f
jest calkowalna na obszarze D.
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Uwaga. Calka / f"(x,y) dP nie zalezy od wyboru prostokata R.

AN

w

[¢]
S

x

Rys. 5.2.1. llustracja do definicji calki podwdjnej z funkcji f po obszarze D.

® Definicja 5.2.2 (obszary normalne wzgledem osi uktadu)
a) Obszarem normalnym wzgledem osi Oz nazywamy obszar domkniety postaci:

{(z.v): a< <), g(z) <y <h(a)},
gdzie funkcje g i h s ciagle na [a, b] oraz g(z) < h(z) dla kazdego = € (a, b).
b) Obszarem normalnym wzgledem osi Oy nazywamy obszar domkniety postaci:
{(z9): e<y<d, p(y) <z <q()},
gdzie funkcje p i ¢ sa ciagte na [c, d] oraz p(y) < ¢(y) dla kazdego y € (e, d).

c

o o

Rys. 5.2.2. Obszar normalny Rys. 5.2.3. Obszar normalny
wzgledem osi Oz. wzgledem osi Oy.

0 Cwiczenie 5.2.3
Zbada¢, ktéry z obszaréw ograniczonych podanymi krzywymi jest normalny wzgledem
osi Oz, a ktéry wzgledem osi Oy. Naszkicowaé te obszary.

a)y=0, z=2, y=z b) y =17, y =z
1
c)y:;,y:z,y:Zm(z>0)' d) z* +¢* = 1;

y=-1,y=1, 1—2—\/1—3/, V1-y? -1

f) y =|sinz|, y = —1, P

T =
T
2’ 2
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® Twierdzenie 5.2.4 (catki iterowane po obszarach normalnych)
a) Jezeli funkcja f jest ciagla na obszarze normalnym
D={(z,9): a<z<b g(z) <y<h(z)},

to
[ﬁmww=j 7}aw@dn
D a \g(z)

b) Jezeli funkcja f jest ciagta na obszarze normalnym
D=A{(z,y): c<y<d p(y) <z<q(v)},

to
d [ a(y)
J[1@ver=[| [ sy a|a
D ¢ \p(y)
Uwaga. Calki iterowane:
b [ h(z) d [ a@)
J| ] rena]a [ [ tda | ay
a \yg(=) ¢ \r(¥)
bedziemy zapisywali umownie odpowiednio w postaci:
b h(z) d a(y)
[ [ rewan [ [ 16y
a 9(=) ¢ p(y)

0 Cwiczenie 5.2.5

Zamieni¢ catke podwéjna // f(z,y) dP na calki iterowane, jezeli obszar D ograniczony
D

jest podanymi krzywymi:

a)y=14+12z—-12%2 =0, z=2, y=0; b)y:z,zy:l,y:%;
Ayl=1,y=1, y=2 ddy=lz—-1, y=2-|z -1
)z=0,2"4+y" =1, y=+z, (y>0); o=y y=o-2

0 Cwiczenie 5.2.6
Obliczy¢ podane catki podwéjne:

a) //(zz—zy) dzdy, D={(z,y)€R2: y >, y<3:c—:c2};
D

b) //(3z—2y) dzdy, D={(z,y)€R2: zz+y2<1};
D

c) //zydzdy, D={(s,y) €R’: y<6-1z, y> V5,22 0};
D
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d) //ydzdy, D= {(z,y)€R2: z < arcsiny, ¥y < %, 120}.
D

® Definicja 5.2.7 (obszar regularny na plaszczyinie)
Sume skonczonej liczby obszaréw normalnych (wzgledem osi Oz lub Oy) o parami
roztacznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym na plaszczyznie.

i

o o

Rys. 5.2.4. Przyklady podzialéw obszaréw regularnych na obszary
normalne wzgledem osi Oz.

® Fakt 5.2.8 (catka po obszarze regularnym)
Niech obszar regularny D bedzie sumg obszaréw normalnych Dy, Ds,... D, o
parami roztacznych wnetrzach oraz niech funkcja f bedzie catkowalna na obszarze
D. Wtedy

/ f(a:,y)dP:D/l/f(ac,y)dP+D/2/f(:c,y)dP-{»...J/f(x,y)dP.

D

Uwaga. Calki po obszarach regularnych maja te same wilasnoéci, co caltki po
prostokatach (liniowos¢, addytywnosé wzgledem obszaru catkowania).

0 Cwiczenie 5.2.9
Obliczy¢ podane catki podwdjne po zbiorach ograniczonych wskazanymi krzywymi:

a) //zyd:cdy, D:zy=1|lz—-yl=1
D

b) //(z+y)d:cdy, D: y=\/|1;l, 2y=|1;l’ Iz|=];
D

C)//ydzdy’ D:y=2-2°,y=-1,y=1,z=1-/1-¢2
D

® Definicja 5.2.10 (catka podwdjna z funkcji wektorowej)
Niech funkcje F, F3 beda catkowalne na obszarze regularnym D C R?. Calke z
funkcji wektorowej F = (Fy, F2) po obszarze D okredlamy wzorem:

// F(z,y)dP % //Fl(x,y)dP,//Fz(x,y)dP
D D D
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Uwaga. Podobnie okresla si¢ calke po obszarze D z funkcji wektorowej postaci:
F(‘t) y) = (Fl(xs y)a FZ(Iy y)) F3(1‘) y)) :

® Twierdzenie 5.2.11 (o catkowaniu funkcji nieciggtych)
Jezeli

1. funkcja f jest calkowalna na obszarze regularnym D,

2. funkcja ograniczona g pokrywa sie z funkcja f poza skornczong liczba krzywych,
ktére sa wykresami funkeji cigglych postaci y = y(z) lub z = z(y),

to

funkcja g jest catkowalna na D oraz

[ s@var= [ rewar
D D
0 Cwiczenie 5.2.12

Korzystajac z powyzszego twierdzenia obliczyé podane catki podwdjne:

a) // E (sin(z + y)) dzdy, D = [0,x] x [0, ];
b) // sgn (y - zz) dzdy, D =10,2] x [0, 2].

® Definicja 5.2.13 (wartos¢ srednia funkcji na obszarze)
Wartoscia érednia funkcji f na obszarze D nazywamy liczbe:

ef 1
5.8 5 [ 1@ wap,
D

gdzie |D| oznacza pole obszaru D.
HlI T

“I“‘“{”““ mn L

dlll“
Rys. 5.2.5. Wartos$¢ Srednia funkcji f na obszarze D jest réwna wysokosci
walca W o podstawie D, ktéry ma te sama objetosé co bryta V.

I

T

0 Cwiczenie 5.2.14
Obliczy¢ wartosci Srednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:
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a) f(z,y) = =z, D:{(x,y)ER2:Ongl,Ogyg\/l—-ﬁ};
b) f(z,y) = sin(z + y), D={(z,y)€R2: ng,ygg}.

® Twierdzenie 5.2.15 (o wartosci Sredniej dla catek podwdjnych)
Niech funkcja f bedzie ciagla na obszarze normalnym D. Wtedy

\/ fg,:f(zo)yO)‘

(z0,y0)€ED

0 Cwiczenie 5.2.16 (interpretacja geometryczna i fizyczna catki podwdjne;)

a) Wyprowadzi¢ wzdr na objetosé bryly V ograniczonej wykresem funkcji nieujemnej
z = f(z,y), gdzie (z,y) € D C R? oraz plaszczyzng z = 0;

b) Wyprowadzi¢ wzdér na catkowity tadunek elektryczny Q obszaru plaskiego D o gestosci
powierzchniowej tadunku o = o(z, y);

c) Wyprowadzié wzér na site F przyciagania grawitacyjnego masy m umieszczonej w
punkcie 7 przez mase roztozona na obszarze D C R? z gestoécia powierzchniowa o =
o(z,y).

5.3 Zamiana zmiennych w calkach podwéjnych

® Definicja 5.3.1 (wspdirzedne biegunowe)

Polozenie punktu P na ptaszczyznie mozna opisaé para liczb (p, 0), gdzie:

¢ —oznacza miarg¢ kata migdzy dodatnia czeScig osi Oz a promieniem wodzacym
punktu P, 0 < ¢ < 27 albo —7 < o < 7
o0 — oznacza odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu wspéirzednych, 0 < p < oo.

Yy

¥
o I z

Rys. 5.3.1. Wspélrzedne biegunowe punktu na plaszczyznie.

® Fakt 5.3.2 (zaleino$é miedzy wspdtrzednymi biegunowymsi i kartezjariskimi)
Wspétrzedne kartezjanskie (z,y) punktu plaszczyzny danego we wspdirzednych
biegunowych (¢, o) okreslone sa wzorami:

et
Yy = psinp.

Uwaga. Przeksztalcenie B, ktére punktowi (i, ¢) przyporzadkowuje punkt (z,y)
okreslony powyzszymi wzorami, nazywamy przeksztalceniem biegunowym.
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osin ¢

|
ol pcos ¢ T

Rys. 5.3.2. Ilustracja do wzoréw na przejscie od wspdtrzednych
biegunowych do kartezjanskich.

0 Cwiczenie 5.3.3

Opisaé¢ we wspélrzednych biegunowych podane obszary:

a) koto o $rodku w poczatku ukladu i promieniu r > 0;

b) wycinek kotowy o §rodku w poczatku ukiadu i o promieniu r, ograniczony promieniami
kota tworzacymi katy « 1 A, gdzie 0 < @ < 8 < 2w, z dodatnia czescia osi Oxz;

c) pierécien kolowy o $rodku w poczatku ukladu, promieniu wewnetrznym r1 i zewnetrz-
nym r2, gdzie 0 < r; < ro;

d) wycinek pierscienia kolowego o $rodku w poczatku uktadu, promieniu wewnetrznym
T1, zewngtrznym 72, gdzie 0 < r; < r2, ograniczony promieniami kota tworzacymi
katy o 1 8, gdzie 0 < o < f < 27, z dodatnia czescia osi Ox;

e) koto o §rodku w punkcie (r,0) i promieniu r, gdzie r > 0;

f) koto o srodku w punkcie (0,r) i promieniu r, gdzie r > 0.

® Twierdzenie 5.3.4 (wspitrzedne biegunowe w catce podwdjne;)
Niech

1. obszar A we wspdlrzednych biegunowych bedzie obszarem normalnym,

2. funkcja f bedzie ciagla na obszarze D, ktdry jest obrazem obszaru A przy
przeksztalceniu biegunowym; D = B(A).
Wtedy

//f(w,y)dmdy=/ f(ecos ¢, gsinp)ododp.
D A

1

1
1
|
o) a

b

e=9(v)

N
s

Rys. 5.3.3. Jlustracja do twierdzenia o zamianie zmiennych
na wspélrzedne biegunowe w calce podwdjnej.

Uwaga. Jezeli we wspdtrzednych biegunowych obszar A ma postaé:

A={(p,0): a<p< B g9(p) o< hp)},
gdzie funkcje nieujemne g i h sg ciagle na przedziale [, 8] C [0, 27], to
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h(¢)
/ f(ecosp, gsinp)ododp = /dso / f(ecos p, gsinyp) odo.
o 9(e)

Wspéirzedne biegunowe stosujemy gtéwnie wtedy, gdy obszar catkowania jest ogra-
niczony tukami okregéw o srodku w poczatku ukladu oraz odcinkami prostych
przechodzacych przez poczatek ukladu.

Cwiczenie 5.3.5
Wprowadzajac wspéirzedne biegunowe obliczyé podane catki podwdjne po obszarach
ograniczonych wskazanymi krzywymi:

a) // e~ (7 +47) dedy, D: 2 +y* =2;
D

b)//ydzdy, D:z’+y"=4,2"+y" =1, y=2, y=0, (y > 0);
1 ) 2 _ _ .
c)//mdz‘dy, D:z°4+y" =4, 2=0,y=1,(z<0,y > 1)
d) //a:dzdy, D:z24+(y-1)7=1,y=1, (z =2 9);
// dzdy, D : (:c2+y2)2—4z (12+y2)=4y2, 2+ 4% =4, (z =2 0);
\r?+y?
*)/ z\/z2? + y?2 dzdy, D : (:52+y2)2=1:2—y2, =0, (z > 0).
D

5.4 Zastosowania calek podwéjnych

® Fakt 5.4.1 (zastosowania w geometru)
1. Pole obszaru D C R? wyraza sie wzorem:

|D| =/ dP.
D
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2. Objetoéé bryly V poloionej nad obszarem D C R? i ograniczonej z dotu i z
géry odpowiednio powierzchniami z = d(z,y) i z = g(z, y), wyraza si¢ wzorem:

= [[toe.0) - ez, ap.
D

Z r

i

3

i

T

T

3. Pole ptata &, ktéry jest wykresem funkcji z = f(z,y), gdzie (z,y) € D, wyraza

sie wzorem:
AN LCIAY
= ff e () () or
D

Zakladamy tu, ze funkcja f ma ciagle pochodne czastkowe pierwszego rzedu
na obszarze D.

0 Cwiczenie 5.4.2
Obliczyé¢ pola obszaréw ograniczonych podanymi krzywymi:
a)z+y=3,z=0 y=0 b)z=y2,1=1;
c)y=cosz, y=sinz, z=—-;£, z=§; d)yzy=1, y=1z, y =2z (z,y > 0);
e)y = /lz], y=2* f)?+4° =2, y=0, y=12Vz;
g*) (z2+y2)2=2(12—y2), (z = 0); h) ::32+(y—2)2 =4, y=1z (y < 7).

0 Cwiczenie 5.4.3
Obliczyé objetosci bryl ograniczonych wskazanymi powierzchniami:

a)z2+y2+z2=9, 2 +yi=1; b)z=5-2c—y, z=0, y=0,z2=0;
c)z=4—z2~y2,z=0; d)z=9—:z:2,z=0, y® = 3z;

1
e)z= ————, z=0, 24P =1+ =9

flz=e"", z24+y=1,2=0,y=0,2=0, (z+y < 1).

0 Cwiczenie 5.4.4

Obliczyé pola czgéci powierzchni o réwnaniu z = f(z, y) odcietych wskazanymi powierzch-
niami:
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a) fz,y) =8-22-2y,2=0,y=0,2=0; b) f(z,y) = /22 + 12, 2%+ ¢ = 2z;

) flz,y) = V16 —22 —y?, 2 =1, 2 =2 d) f(z,y) = —@ +9%), 22+ 9% =8
e) flz,y)=1-12"—¢* z2=0 f) f(z,9) =22+ 9% z2=1,2=2.

® Fakt 5.4.5 (zastosowania w fizyce)

1. Masa obszaru D o gestoéci powierzchniowej masy o wyraza sie wzorem:

= [[ oo mar
D

dl NMU”I“‘“

Uy ml {meNnn

<@

muN"mmll!lllllmmu.

— WV

o

L} S

o

2. Momenty statyczne wzgledem osi Oz i Oy obszaru D o gestosci powierzchniowe;j
masy o wyrazaja si¢ wzorami:

MS, = //ya(z,y) dP, MS, = // zo(z,y) dP

3. Wspdtrzedne srodka masy obszaru D o gestosci pow1erzchn10weJ masy o wy-
razaja si¢ wzorami:

_MS,  _MS,
c — M ) yC_ M .

g

T .NNW i mﬂm
. Gl

I
|
o Te o

4. Momenty bezwtadnosci wzgledem osi Oz, Oy oraz punktu O obszaru D o
gestosci powierzchniowej masy o wyrazaja sie wzorami:

I = // y2o(z,y)dP, //Iy =z20(z,y)dP, Ip = // (2?4 y?) o(z,y) dP.
D D D
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5. Parcie P na jedng strone plaskiej ptytki D zanurzonej pionowo w cieczy o ge-
stosci objetosciowej o wyraza sie wzorem:

P =gy //ydP,

D
gdzie y oznacza gleboko$¢ zanurzenia, a g oznacza przyspieszenie na po-
wierzchni Ziemi.

o) T

@ol

i
1
i
1
'
1
1
1
// L
d o

6. Natezenie pola elektrycznego indukowane w punkcie 7; przez tadunek elek-
tryczny o gestosci powierzchniowej tadunku o, roztozony w sposéb ciagly na
obszarze D, wyraza si¢ wzorem:

P /(?0—?)03@(”3’
dneo JJ |7 = 7ol

bl

| D

{ -

hl)

gdzie ¥ = (z,y), a €0 oznacza przenikalnoéé elektryczna prézni.
7. Sita przyciagania grawitacyjnego masy m skupionej w punkcie 7, przez obszar
D o gesto$ci powierzchniowej masy o wyraza sie wzorem:

Foom [[ T Rr®)
D IFO

=
-7

gdzie ¥ = (z,y), a G oznacza stala grawitacji.

y Yy
ok )
F
D Yy
T
;" xr T
(0] (o]

8. Energia kinetyczna obszaru D o gestosci powierzchniowej masy o, obracajacego
si¢ z predkoécig katowa w wokdt osi Oy, wyraza sie wzorem:

w?
Ey = ?//xzo(z,y) dP.
D
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Uwaga. Ladunek catkowity roztozony na obszarze obliczamy podobnie jak mase
obszaru. Wzdr na natezenie pola grawitacyjnego jest analogiczny do wzoru na na-
tezenie pola elektrycznego. Takze wzdr na sit¢ przyciagania pochodzaca od tadun-
kéw elektrycznych jest analogiczny do wzoru na sile przyciggania grawitacyjnego.
Wzory te sa prawdziwe takze dla obszaréw plaskich potozonych w przestrzeni.
Wtedy przyjmujemy 7o = (2o, Yo, 20) oraz 7 = (z,y,0).

Fakt 5.4.6 ($rodki masy obszardw symetrycznych)

1. Gdy obszar na ptaszczyinie ma $rodek symetrii i gestosé powierzchniowa jest
funkcja symetryczna wzgledem tego érodka (np. jest stala), to srodek masy
obszaru pokrywa sie z jego $rodkiem symetrii.

V=
v ’

o(z,y)=o(~=z,-y)

o(z,y)=o(z,~y)

2. Gdy obszar na ptaszczyZznie ma o$ symetrii i gesto$é powierzchniowa jest funkcja
symetryczng wzgledem tej osi (np. jest stala), to srodek masy obszaru lezy na
tej osi.

Cwiczenie 5.4.7

a) Obliczyé mase obszaru D ograniczonego krzywymi z = 0, y = 0, z +y = 2, je-
zeli gestos¢ powierzchniowa masy w punkcie (z,y) tego obszaru wyraza si¢ wzorem
o(z,y) = zy;

b) Obliczy¢ moment statyczny jednorodnego tréjkata réwnobocznego o boku a i masie
M. Moment statyczny obliczyé wzgledem podstawy tréjkata;

c) Wyznaczyé wspélizedne $rodka masy jednorodnej ¢wiartki kota o promieniu R;

d) Obliczy¢ moment bezwladnosci cienkiej jednorodnej tarczy w ksztalcie kota o pro-
mieniu R i masie M. Moment bezwladnoéci obliczyé wzgledem osi tarczy, ktéra jest
do niej prostopadtla;

e) Obliczyé¢ parcie wody na zapore w ksztalcie odwréconego tréjkata réwnoramiennego.
Wysoko$§¢ zapory wynosi 25 m, a dlugo$é na gérze 50 m. Glebokosé wody wynosi
15 m;

f) Obliczyé natezenie pola elektrycznego wytworzonego przez tadunek @ réwnomiernie

rozlozony na kole o promieniu R. Natgzenie pola obliczy¢ w punkcie potozonym na
wysoko$ci h nad $rodkiem kola;

g*) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodna ptytka kwadratowa o boku a i masie M przyciaga
mas¢ m polozona w odlegloéci d nad $rodkiem tej ptytki;
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h) Obliczy¢ energie kinetyczna cienkiej jednorodnej tarczy kolowej o masie M i promie-
niu R, ktéra obraca si¢ z predkoscia katowa w wokél osi przechodzacej przez srodek
kola i prostopadlej do niej.

Fakt 5.4.8 (I reguta Guldina)

Niech S bedzie figura ograniczong zawarta w potplaszczyznie. Objetosé bryty V

powstale] z obrotu figury S wokdt krawedzi pétplaszczyzny wyraza si¢ wzorem:
V| =2mr.|S],

gdzie r_ oznacza odlegtoé¢ érodka masy figury S od osi obrotu, a |S| oznacza pole

tej figury.

Rys. 5.4.1. Bryla V powstala z obrotu figury S wokét krawedzi pétplaszczyzny.

Cwiczenie 5.4.9
a) Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu kola o promieniu r wokél prostej lezacej w
plaszczyinie kota, jezeli odleglo$é $rodka kola od osi obrotu wynosi R, R > r (torus);

b) Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu tréjkata réwnobocznego o boku a wokét
osi réwnoleglej do podstawy i polozonej od niej w odleglosci b.

Cwiczenie 5.4.10
Wykorzystujac I regule Guldina znaleZé¢ polozenia $rodkéw masy podanych figur jedno-
rodnych:

a) Pétkole o promieniu R;

b) Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych a,b.

Fakt 5.4.11 II reguta Guldina

Niech T’ bedzie krzywa ograniczong zawarta w polptaszczyinie. Pole powierzchni ¥

powstalej z obrotu krzywej I' wokdt krawedzi poélplaszezyzny wyraza si¢ wzorem:
|%| = 27rg L],

gdzie r, oznacza odlegloé¢ srodka masy krzywej T' od osi obrotu, a |I'| oznacza

dlugosé tej krzywej.
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Rys. 5.4.2. Powierzchnia £ powstala z obrotu krzywej T
wokdét krawedzi péiplaszczyzny.

0 Cwiczenie 5.4.12
a) Obliczy¢ pole powierzchni powstalej z obrotu okregu o promieniu r wokdl prostej
lezacej w ptaszczyznie okregu, jezeli odleglosé srodka okregu od osi obrotu wynosi R,
R > r (torus);
b) Obliczy¢ pole powierzchni bocznej stozka o tworzacej | i promieniu podstawy r.

0 Cwiczenie 5.4.13
Wykorzystujac II regule Guldina znale7é polozenia $rodkéw masy podanych krzywych
jednorodnych:

a) Brzeg éwiartki kola o promieniu R;

b) Brzeg tréjkata réwnoramiennego o podstawie a i wysokosci h.
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Calki potrdojne

6.1 Calki potréjne po prostopadloscianie

Oznaczenia w definicji calki po prostopadlo$cianie:

P={(z,y,2): a<z<bec<y<dp<z<q} - prostopadiodcian w przestrzeni;
P = {P,,P,,...,P,} — podzial prostopadloscianu P na prostopadloéciany P,
gdzie 1 < k < n, prostopadlosciany podziatu catkowicie wypelniaja prostopadto-
$cian P i maja parami rozlagczne wnetrza;

Az, Ay, Az; — wymiary prostopadlodcianu P, gdzie 1 < k < n;

dy = \/ (Azi)? 4 (Awr)® + (Azi)? — dlugosé przekatnej prostopadloscianu Py,
gdzie 1 < k < n;

6(P) = max{dix : 1< k < n} - érednica podzialu P;

== (23, 40,7) (23, U3, 23) -, (2, U3, 20) ), gdlzie (2}, 07, 21) € P dla1 <k <
n — zbiér punktéw poérednich podzialu P.

y z

[ — Py

- !!Iltiil‘IHIMHH

A=
e R B L LR L
o ,lll’c /ng
af e - A -V y
4 ’/ /I
0 [y
|,/ |/I
b [ v

Rys. 6.1.1. Podzial P prostopadlodcianu P = [a,b] x [c,d] x [p, g].

85
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® Definicja 6.1.1 (catka potrdjna po prostopadtoscianie)
Niech funkcja f bedzie ograniczona na prostopadloscianie P. Calke potrdjna z
funkcji f po prostopadloscianie P definiujemy wzorem:
n
d . * * *
J[ 1w 2 dndyiz L tim S5 (e, 02. ) (Awa) (Bp) (A,
P ®) k=1
o ile granica po prawej stronie znaku réwnosci jest wtasciwa i nie zalezy od sposobu

podziatu P prostopadtoécianu P, ani od sposobu wyboru punktéw posérednich =.
Moéwimy wtedy, ze funkcja f jest calkowalna na prostopadloécianie P.

Uwaga. Calke potrdjng z funkeji f po prostopadloécianie P oznaczamy tez sym-

bolem:
/P/ f(z,y, z)dV.

® Fakt 6.1.2 (o catkowalnosci funkcji ciggtes)
Funkcja ciagla na prostopadltoscianie jest na nim catkowalna.

® Twierdzenie 6.1.3 (o liniowos$ci catk:)
Jezeli funkcje f i g s3 catkowalne na prostopadtoécianie P oraz ¢ € R, to:
a) funkcja f + g jest catkowalna na prostopadtoécianie P oraz

///(f(m’y’z)“Lg(x’y”’)) dV:///f(w,y,Z)dV+///y(x,y,z)dv;
P J J

b) funkcja c¢f jest catkowalna na prostopadlo$cianie P oraz
///cf(:c,y, 2)dV = c/// flz,y,2z)dV.
P P

® Twierdzenie 6.1.4 (o addytywnosci wzgledem obszaru catkowania)
Jezeli funkcja f jest catkowalna na prostopadloscianie P, to dla dowolnego podziatu
prostopadlo$cianu P na dwa prostopadlosciany Py i Py o roztacznych wnetrzach,
funkcja f jest catkowalna na P; i P, oraz

// f(z,y,z)dV:///f(x,y,z)dV+///f(:c,y,z)dV.
P Py P

® Twierdzenie 6.1.5 (o zamianie catki potrdjnej na catke iterowang)
Jezeli funkcja f jest ciagla na prostopadloécianie

P={(z,y,2): a<z<b c<y<d, p<2z<yg},

// f(a:,y,z)dV:/b /d /qf(x,y,z)dz dy 3 dz.
P a ¢ Lp

to
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Uwaga. Powyssze twierdzenie bedzie prawdziwe takze wtedy, gdy po prawej stro-
nie réwnosci napiszemy dowolna inng catke iterowang (jest sze$¢ rodzajow calek
iterowanych). Calke iterowana

bo( d

/ / /qf(fay,Z)dz dy p dz
P

a c

zapisujemy umownie w postaci

b d q
/dm/dy/f(:c,y,z) dz.
a c P

Podobna umowe przyjmujemy dla pozostatych calek iterowanych. W wielu przy-
padkach wybér odpowiedniej kolejnosci catkowania pozwala znacznie uproéci¢ ob-
liczenia caltki potrdjnej.

Cwiczenie 6.1.6
Obliczy¢ podane calki iterowane:

1 1 2 1 Y 2
a) /dz/dy/(zz+y2+zz) dz; b) /dz/dy/zcosydz;
-1 0 0 0 ) 0
1 2 27 0 2 ™
c) /dy/dz/zysin2zdz; d) /d:v/dz/lecosy|dy;
0 0 0 -1 0 0
2 3 4 1 2 1
1 . zy
e)/dy/dz/adx, f)/dz/dx/zze dy.
1 2 3 o -1 )

Cwiczenie 6.1.7
Obliczyé podane caltki potrdjne:

a) /!/(2:5 —y+32)dzdydz, P =[-1,1] x [0,1] x [2,4];

b) /P/ yiz dzdydz, P =1[0,1] x [1,2] x [2, 3];

c) /// zzsin zy dzdydz, P = [%, %] x [0, 7] x [0,1].
P

Fakt 6.1.8 (catka z funkcji o rozdzielonych zmiennych)
Jezeli

1. funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b],
2. funkcja g jest ciagta na przedziale [c, d],
3. funkcja h jest ciggla na przedziale [p, g},
to
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///f(z)g(y)h(z) dv = (/bf(x)d:c) , (/dg(y) dy) : (/q h(z)dz) ’
P a

gdzie P = [a,b] x [¢,d] x [p, q].

Cwiczenie 6.1.9
Korzystajac z powyzszego faktu obliczy¢ podane calki potréjne:

2) ///y112 sin z dzdydz, P =[0,1] x [~1,1] x [o, g]

b) /// e?**¥"% drdydz, P =[0,1n 2] x [0,In 3] x [0, 1];
P

<) ///m 2¥* dzdydz, P =[1,¢] x [1,2] x [2,3].
P

6.2 Calki potréjne po obszarach normalnych

Definicja 6.2.1 (catka potrdjna po obszarze)

Niech f bedzie funkcjg ograniczong na obszarze ograniczonym U C R3 oraz niech
P bedzie dowolnym prostopadtoscianem zawierajacym obszar U. Ponadto niech
f* oznacza rozszerzenie funkcji f na P okreélone wzorem:

. _J flz,y,2) dla (z,y,2) €U,
f(’”’y’z)“{o dla (z,y,2) € P\U.
Calke potrdjna funkcji f po obszarze U definiujemy wzorem:

z,y, 2 def “(z,y, 2 )
/U/f(y)dV /P/f(y)dV

o ile catka po prawej stronie znaku réwnosci istnieje. Méwimy wtedy, ze funkcja f
Jest calkowalna na obszarze U.

Uwaga. Calka / / f*(z,y,2) dV nie zalezy od wyboru prostopadloscianu P.
P

Definicja 6.2.2 (obszary normalne wzgledem ptaszczyzn uktadu)
a) Obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny £Oy nazywamy zbiér:
{(z,y, z) : (:z:,y) € Day, d(:c,y) £z g(m,y)},
gdzie D,y jest obszarem regularnym na plaszczyznie zQOy, a funkcje d i g sa
ciaglte na Dgy, przy czym d(z,y) < g(z,y) dla punktdw (z,y) nalezacych do
wnetrza obszaru Dgy .

b) Obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny Oz nazywamy zbidr:
{(z,9,2) : (z,2) € Dus, p(z,2) <y < q(z,2)},
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gdzie D, jest obszarem regularnym na plaszczyznie Oz, a funkcje p i ¢ sa
ciggle na D,,, przy czym p(z,z) < g(z,z) dla punktéw (z, z) nalezacych do
wnetrza obszaru Dy, .

z=g(z,y)

s
[
i

HHHH i =d(z,y)

x
Rys. 6.2.1. Obszar normalny wzgledem plaszczyzny zOy.

¢) Obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny yOz nazywamy zbidr:
{(z,9,2) : (y,2) € Dys, r(y,2) <z < 5(y,2)},
gdzie D,, jest obszarem regularnym na plaszczyznie yOz, a funkcje r i s sa
ciagle na Dy,, przy czym r(y,z) < s(y,z) dla punktéw (y, z) nalezacych do
wnetrza obszaru Dy, .

Cwiczenie 6.2.3

Zbada¢, wzgledem ktdrych plaszczyzn obszary ograniczone podanymi powierzchniami sa
normalne:

a)z4y+z=1z"+4°=1, z=0; b) v’ +22 =4z, z =2

Qy=z, z=9°, z=zy, z=0; )+ +22=1, 22 +y* +22=0.
Cwiczenie 6.2.4

Podane obszary zapisaé jako obszary normalne wzgledem ptaszczyzn uktadu wspélrzed-
nych (rozwazyé wszystkie przypadki):

a) kula U : z% + % + 2> < R%, b) stozek U : /22 +y2 <z < H;
c)walec U: 2> +y°> < R?, 0< 2z < H; d) paraboloida U : z° +y* < z < H.
Twierdzenie 6.2.5 (calki iterowane po obszarach normalnych)

Jezeli funkcja f jest ciagla na obszarze

U={(z,9,2): (z,y) € D, d(z,y) <z < 9(z,v)}
normalnym wzgledem plaszczyzny Oy, gdzie funkcje d i g sa ciagle na obszarze
regularnym D, to

/// fe,v,2)dV = / / g7y)f($,y,z)dz dP.
v B \dy)

Uwaga. Prawdziwe s3 takze analogiczne wzory z catkami iterowanymi po obsza-
rach normalnych wzgledem pozostalych plaszczyzn ukladu. Jezeli obszar U nor-
malny wzgledem plaszczyzny zOy mozna zapisaé w postaci
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U={@52) a<2<0, d2) <y<i), dey)<z<o@)
to wzér z powyzszego twierdzenia otrzyma postaé
b gz  g(zy)

// f(w,y,z)dv=/dx/dy / f(z,y,2)dz.
U

@ d(z)  d(zy)
Cwiczenie 6.2.6

Catlke potrdjna f(z,y,2)dV zamieni¢ na calki iterowane, jezeli obszar U ograni-

U
czony jest podanymi powierzchniami:
a)2z4+3y+4z=12, =0, y=0, z=0;

b)y=1vz?+2% y=1;

y=gz+2% y=8—12— 2%

d) z=+/4—22—y?, 2= /12 +¢2.

Cwiczenie 6.2.7
Obliczy¢ podane calki potréjne po obszarach ograniczonych wskazanymi powierzchniami:

a) ///xyd:cdydz, U:y=0,y=1, £ =1+/9 — 22
v

b) ///yda:dydz, U:z=y, z2=0, y=1-z%;
U

C)///(z2+y2) dzdydz, U: 2=y’ —2> =0, y=1, y=1, z=0;
v
d)///cosida:dydz, U : y=£, y=r, a:=1r-, z=1zy, z=0;
Y 6 2
v

e) ///zQyzdxdydz, Uizs=2y=-x,y=2° 2=0, 2=z +y.
v

Definicja 6.2.8 (obszar regularny w przestrzeni)
Sumeg skonczonej liczby obszaréw normalnych wzgledem ptaszczyzn ukladu o pa-
rami roztacznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym w przestrzeni.

Fakt 6.2.9 (catka po obszarze regularnym w przestrzeni)
Niech obszar regularny U bedzie sumg obszaréw normalnych Uy, Uy, ..., U, o pa-
rami rozlacznych wnetrzach oraz niech funkcja f bedzie calkowalna na obszarze

U. Wtedy

// f(:c,y,z)dV:///f(x,y,z)dV+///f(z,y,z)dV+...+///f(:c,y,z)dV.
U U, U, U,
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Uwaga. Calki po obszarach regularnych maja te same wtasnosci co catki po pro-
stopadloscianach (liniowoéé, addytywnos$¢ wzgledem obszaru catkowania).

® Definicja 6.2.10 (catka potrdjna z funkcji wektorowej)
Niech funkcje F1, F3, F3 beda catkowalne na obszarze regularnym U C R3. Catke
z funkcji wektorowej F' = (Fy, Fy, F3) okreslamy wzorem:

///F(x y,2)dV = = ///Fl(:c,y,z)dV,///Fz(x,y,z)dV,///Fs(w,y,z)dV
U 1% 7

® Definicja 6.2.11 (wartosé $rednia funkcji na obszarze)
Wartoécig $rednig funkcji f na obszarze U nazywamy liczbe:

. |tlf| /f/f (z,y,2)aV,

gdzie |U| oznacza objetoéé obszaru U.

0 Cwiczenie 6.2.12
Obliczyé wartosci $rednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:
a) f(z,y,2) =zy°2°, U =1[0,1] x [0,2] x [0, 3];
b) f(z,y,2)=z+y+2 U= {(:c,y,z)ER3 : 0$z<1,0<y<z,0<z<x+y}.

® Twierdzenie 6.2.13 (o wartosci Sredniej dla catek potrdjnych)
Jezeli funkcja f jest ciggla na obszarze normalnym U, to

\/ fio = f (20,90, 20) -

(£0,90,20)EU

0 Cwiczenie 6.2.14 (interpretacja geometryczna 1 fizyczna calek potrdjnych)

a) Wyprowadzi¢ wzér na objgtosé obszaru U C R®;

b) Wyprowadzi¢ wzdér na mase obszaru materialnego U C R?, ktérego gestosé objeto-
$ciowa masy w punkcie (z,y,z) € U jest réwna v(z, y, 2);

c) Wyprowadzi¢ wzory na momenty bezwladnosci (wzgledem osi ukladu) obszaru ma-
terialnego U C R® o gestoéci objetoéciowej masy 7;

d) Wyprowadzi¢ wzdr na natezenie pola elektrostatycznego w punkcie 7o pochodzace
od tadunku elektrycznego rozlozonego w obszarze U C R® z gestoscia objetodciowa
tadunku «.

6.3 Zamiana zmiennych w calkach potréjnych

® Definicja 6.3.1 (wspdtrzedne walcowe)
Polozenie punktu P w przestrzeni mozna opisaé trdjka liczb (¢, o, h), gdzie:
¢ —oznacza miare kata miedzy rzutem promienia wodzacego punktu P na plasz-
czyzne z0y, a dodatnia czescig osi Oz, 0 < ¢ < 27 albo —7m < p < 7,
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Rys. 6.3.1. Wspéhrzedne walcowe punktu w przestrzeni.

@ — oznacza odleglosé rzutu punktu P na plaszczyzng zOy od poczatku ukladu
wspéhrzednych, 0 < o < oo,

h — oznacza odlegloéé (dodatnig lub ujemna) punktu P od plaszczyzny zOy,
—00 < h < co.

® Fakt 6.3.2 (zamiana wspdtrzednych walcowych na kartezjatiskie)
Wspdlrzedne kartezjariskie (z,y, z) punktu przestrzeni danego we wspolrzednych
walcowych (g, g, h) okreSlone s3 wzorami:

T = pcosy,
W:<{ y=psinp,
z=nh.

Uwaga. Przeksztalcenie W, ktére punktowi (yp, g, h) przyporzadkowuje punkt
(z,y, z) okreslony powyzszymi wzorami, nazywamy przeksztatceniem walcowym.

z

(z,9,2)

o esin @

Qcos ¢

e (=.9,0)

Rys. 6.3.2. Zamiana wspétrzednych walcowych na kartezjafskie.

o Cwiczenie 6.3.3
Podaé opisy we wspélrzednych walcowych podanych obszaréw:
a) Walec o promieniu r > 0, ktérego osia jest oé Oz, ograniczony plaszczyznami z = a,
z=0>, gdzie a < b;
b) stozek ograniczony powierzchnia stozkowa z = k\/z? + y? oraz plaszczyzna z = a,
gdzie £ > 0, a > 0;

c) bryla ograniczona powierzchnia paraboloidy obrotowej z = a (z2 + y2) 1 plaszczyzna
z=>, gdzie a >0, b > 0;
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d) kula o érodku w poczatku ukladu i promieniu r > 0.

® Twierdzenie 6.3.4 (wspotrzedne walcowe w catce potrdjnej)
Niech
1. obszar 2 we wspdlrzednych walcowych bedzie obszarem normalnym

2. funkcja f bedzie ciggla na obszarze U, ktdry jest obrazem obszaru Q przy
przeksztalceniu walcowym; U = W(Q).

Wtedy
/// f(z,y,2) dedydz = ///f(gcosso,esinso,h)gdhdedw-
U o

Uwaga. Jezeli we wspélrzednych walcowych obszar Q ma postaé:

Q= {(w,e,h) ra<p<p de) <e<ile) dp o) <h< y(so,e)},
gdzie funkcje d i § sa ciagle na przedziale [a B] C [0,27], a funkcje d 1 g s3 ciagte
na obszarze {(go, 0): a<p<pB dlp)<eo< ((,o)}

B () g(ee)

///f(gcosso,esinw,h)edhdedso /d/ /f(ecosso,esinso,h)edh
(1]

«a d(p)  d(v.e)

h=g(¢,e)

l
(h= d(w,p),
l |

|
|
1

¢}

Rys. 6.3.3. Ilustracja do twierdzenia o zamianie zmiennych
na wspélrzedne walcowe w calce potréjnej.

Wspétrzedne walcowe stosujemy gltéwnie wtedy, gdy obszar catkowania jest ogra-
niczony fragmentami powierzchni walcéw, sfer, stozkéw lub plaszczyzn.

0 Cwiczenie 6.3.5
Wprowadzajac wspdlrzedne walcowe obliczyé podane calki po obszarach ograniczonych
wskazanymi powierzchniami:
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a)///:c2dz:dydz, U: z2=9—z%—¢?, z=0;
U

b)// (12+y2) dzdydz, U :z=2\/22 4 y?, 2=8;
U

<) ///zzdzdydz, U:z=+/8-2%2—y2 z= /12492,
U

d) ///xyzdzdydz, U: z2+y2+22=4;
U

e*) ///\/z2+y2d:cdydz, U: z=2*4+4% 2=1, z = 4;
U

f*)///dxdydz, U: z=2*+¢° z=4z.
U

® Definicja 6.3.6 (wspdirzedne sferycane)
Polozenie punktu P w przestrzeni mozna opisaé tréjkg liczb (¢, %, 0), gdzie
¢ —oznacza miarg kata migdzy rzutem promienia wodzacego punktu P na plasz-
czyzng zOy, a dodatnig czgécig osi Oz, 0 < ¢ < 27 albo —7 < ¢ < 7;
Y —oznaczawmiarg kata miedzy promieniem wodzacym punktu P, a plaszczyzng
z0y, —3 S¥S PX

0 — oznacza odlegto$¢ punktu P od poczatku uktadu wspétrzednych, 0 < p < co.

Rys. 6.3.4. Wspélrzedne sferyczne punktu w przestrzeni.

Uwaga. Wspétrzedne sferyczne (p, 1, 0) punktéw potozonych na powierzchni Ziemi
sg odpowiednio dtugoscia i szerokoécia geograficzng, a g jest promieniem Ziemi.

® Fakt 6.3.7 (zamiana wspdtrzednych sferycznych na kartezjariskie)
Wspdlrzedne kartezjatiskie punktu (z, y, z) w przestrzeni danego we wspdirzednych
sferycznych (¢, 1, o) okre$lone s3 wzorami:
T = pcos pcosy,
S: ¢ y=pgsinpcosy,
z = psin .
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Uwaga. Przeksztalcenie S, ktdre punktowi (¢, ¥, ¢) przyporzadkowuje punkt (z,y, 2)
okreélony powyzszymi wzorami, nazywamy przeksztalceniem sferycznym.

z

esin ¢
(2,y,2)

0 ¥ osin @ cos Y

Qcos pcosyP
/ (23,0)
x

Rys. 6.3.5. Zamiana wspdlrzednych sferycznych na kartezjanskie.

0 Cwiczenie 6.3.8
Podaé opisy we wspdlrzednych sferycznych danych obszaréw:
a) kula o $rodku w poczatku ukladu i promieniu r, gdzie r > 0;

b) czasza kulista ograniczona powierzchnia sfery 12 +y? + 22 = r? i plaszczyzna z = a,
gdzie 0 < a < r;

c) stozek ograniczony powierzchniami z = k\/2? + y2, z = a, gdzie k > 0, a > 0;

d) kula o $rodku (r,0,0) i promieniu r, gdzie r > 0;

e) kula o $rodku (0, 7,0) i promieniu r, gdzie r > 0;

f) kula o $rodku (0,0, ) i promieniu r, gdzie r > 0;

g) gérna pétkula wydrazona o §rodku w poczatku uktadu, promieniu wewngtrznym 71 1
promieniu zewnetrznym r2, gdzie 0 < r; < r2;

h) wycinek kuli o érodku w poczatku uktadu i promieniu r ograniczony pétptaszczyznami
przechodzacymi przez o§ Oz i tworzacymi katy o i B z dodatnia czescia osi Oz, gdzie
0<a< f<2rorazr >0.

® Twierdzenie 6.3.9 (wspdirz¢dne sferyczne w catce potrdjnes)
Niech
1. obszar Q we wspéhrzednych sferycznych bedzie obszarem normalnym:

2. funkcja f bedzie ciggla na obszarze U, ktdry jest obrazem obszaru 2 przy
przeksztalceniu sferycznym; U = S(Q2).

Wtedy
///f(a:,y,z)dzdydz:// f(gcosgacosw,gsingocos¢,gsin¢)gz cos dodipdep.
U I9)

Uwaga. Jezeli we wspélrzednych sferycznych obszar Q ma postaé:
{(smb,e) ta<e<B dlp) <Y< ip)de¥) <e< 9(90,1/))} :

gdzie funkcje d i § sa ciagle na przedziale [a, 8] C [0, 27], a funkcje d i g sa ciagle
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na obszarze {(ap,w) ca<p<B, d~(go) <¥ < §(<p)} , to
// f(ocos pcostp, psin g cos ¥, psin 1) p? cos ¥ dedypdp =
Q
8 (o) g(e¥)
= / dy / dy / f(ecos pcost, psinp cos ¥, gsin ) o2 cos ¢ do.
o d(p) = de.¥)

Wspétrzedne sferyczne stosujemy gléwnie do opisu obszaréw catkowania, ktére sg
ograniczone fragmentami powierzchni sfer, stozkéw lub ptaszczyzn.

0 Cwiczenie 6.3.10
Wprowadzajac wspéirzedne sferyczne obliczyé podane catki potréjne po obszarach ogra-
niczonych wskazanymi powierzchniami:

a) ///12\/z2+y2+z2dzdydz, U: z2=+\/4—-22—-4y2 2=0;
dzdydz . 1
)///z2 U:z=\/1—z2—y2,z=§;

+y? + 2%’

c) ///(22+y2) dzdydz, U: z=1/9—122—y2 z=+/02 +y2;
U

d)///ﬂ&—, U: z2+y2+22=4, z2+y2+z2=16;

22 + y2 + 22

U

e)///\/1:2+y2+22d1:dydz, U: x2+y2+z2—z=0;
U

f) ///zyzdzdydz, U: 22 +4° + 22 =4, =0, y=0, z=0 (I oktant);
U

g*)///(zz+y2) dzdydz, U : z2+y2=4, z=1+\/22+4+y?, z2=0.
U

6.4 Zastosowania calek potréjnych

® Fakt 6.4.1 (zastosowama w geometrzz)
Objetoé¢ obszaru U C R® wyraza si¢ wzorem:

U] = /U/ av.

1)
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0 Cwiczenie 6.4.2
Obliczy¢ objetosci obszardw ograniczonych podanymi powierzchniami:

a)3z+6y+4z=12, =0, y=0, 2=0;, b)y=2z> y+z=4, =0, z=0;
Ay +z=1,y=1, z=0; d)z2+y2+z2=16, 2 + 9 = 4z
ezl +y’ +2° =9, z= /12 +¢2; ) z=4z2 + 4%, z=14-3y°.

® Fakt 6.4.3 (zastosowania w fizyce)
1. Masa obszaru U C R® o gestoéci objetosciowej masy v wyraza si¢ wzorem:

M:///'y(:c,y,z)dv.
U

Ulllllmu||||u||mw-
Il

dl umnuwmr “““

1

i

T ’1’

2. Momenty statyczne wzgledem ptaszczyzn ukladu wspétrzednych obszaru U C
R? o gestoéci objetoéciowej masy wyrazaja sie wzorami:

MSzy :///zy(z,y, z)dV,
U

MS;, :///y*y(:c,y,z) dv,
U

MS,, :/:U//:cy(:c,y, z)dV.

3. Wspélrzedne érodka masy obszaru U C R® o gestoéci objetoéciowe] masy vy
wyrazaja si¢ wzorami:
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4. Momen*y bezwladnoscl wzgledem csi Oz, Oy, Oz oraz punktu O obszaru U C
R o gestodel objetodciowe] masy v wyrazaja sie wzorami:

Sk
I, = Il;’/\y +Z ’A//L VY )dv;

Iy= // (132 +2°) y(z,y, 2) dV,
U

I, = ///(x2 + yz) vz, y, 2)dV,
U

:///(z2+y2+32) v(z,y,2)dV.

5. Sita pr7yc1qgan1a graw1tac‘\,3nego masy m skupionej w punkcie 7, przez obszar
U C R? o gestosci objetosciowej masy ¥ wyraza si¢ wzorem:

F= Gm///\r )7 () gy,
|7 — 7ol

gdzie G oznacza stala grawitacji.

Rl

ul”"
dll

6. Natezenie pola elektrycznego w punkcie 7y, wywolane przez ladunek elek-
tryczny roztozony z gestoicia objetosciowa ladunku v na obszarze U C R3,

wyraza sie wzorem:
/// (o - 1‘)7(?") W
47760 |7-0 —

gdzie € oznacza przenikalnosé elektrycznq prézni.

7. Energia potencjalna wzgledem plaszczyzny zOy obszaru U C R® o gestosci
objetosciowej masy wyraza sie wzorem:

E, :g///z'y(x,y,z)dv
U

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie. Zaktadamy tutaj, ze pole grawitacyjne
jest jednorodne.
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T :L'

8. Energia kinetyczna obszaru U C R® o gestosci objetosciowej masy 7, obraca-
Jacego si¢ z predkosciag katowa w wokdl osi Oz, wyraza sie wzorem:

By = %Z/U// (2> + %) 1(z,y,2) dV.

Uwaga. Wzory okreélajace tadunek catkowity, sile przyciagania elektrycznego
oraz natezenie pola grawitacyjnego sa podobne do podanych wyzej.

® Fakt 6.4.4 (Srodki masy bryt symetrycznych)
1. Jezeli bryta w przestrzeni ma plaszczyzne symetrii i gestoéé objetosciowa masy
Jest funkcja symetryczna wzgledem tej plaszczyzny (np. jest stata), to érodek
masy bryty lezy na tej plaszczyznie.

T

2. Jezeli bryta w przestrzeni ma o$ sy- 2z
metrii i gesto$é objetosciowa masy
jest funkcja symetryczna wzgledem
tej osi (np. jest stala), to $rodek
masy bryly lezy na tej osi.

3. Jezeli bryta w przestrzeni ma srodek
symetrii i gesto$é objetoSciowa masy
Jjest funkcja symetryczng wzgledem
tego érodka (np. jest stala), to éro-
dek masy bryly pokrywa sie ze érod-
kiem symetrii.

y

oh mer

)

mm«uMwuhu"mhrmnmn
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0 Cwiczenie 6.4.5

a) Znalezé mase kuli o promieniu R, jezeli gestos¢ masy w odlegloéci r od érodka kuli
wynosi r2;

b) Jednorodna bryla o masie M jest ograniczona plaszczyznami z = 0, y = 0, z = 0,
z + y + z = 3. Obliczy¢ momenty statyczne tej bryly wzgledem plaszczyzn uktadu
wspdirzednych;

c) Znalezé polozenie Srodka masy jednorodnej bryly ograniczonej powierzchniami z =
2492 2 =4

d) Jednorodna pétkula o promieniu R ma mase¢ M. Obliczy¢é moment bezwladnoéci tej
potkuli wzgledem jej osi symetrii;

e) Jednorodny bak o masie M ma ksztalt stozka o wysokosci H i promieniu R. Obliczyé
moment bezwladnosci tego baka wzgledem jego wierzcholka;

*) Obliczy¢ sile, z jaka jednorodna kula o promieniu R i masie M przyciaga mase punk-
towa m polozona w odleglosci r od $rodka kuli. Rozwazyé przypadki r < R, r = R,
r > R,

g) Obliczy¢ energie potencjalng jednorodnej kuli o masie M i promieniu R, ktérej rodek
Jest polozony w odlegloéci H od powierzchni Ziemi;

h*) Obliczy¢ energie kinetyczna jednorodnego walca o masie M, érednicy d i wysoko$ci
H, toczacego si¢ bez poslizgu z predkoscia v po poziomej plaszczyznie;

i*) Szescian o krawedzi dlugosci a zostal jednorodnie natadowany tadunkiem elektrycz-

nym Q. Obliczy¢ natezenie pola elektrycznego pochodzacego od tego tadunku w wierz-
chotku szescianu.
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