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Wstep

Ksigzka ,Algebra liniowa 1. Przyktady i zadania” jest druga czeScia zestawu
podrecznikéw do Algebry liniowej 1, przeznaczonego dla studentéw Politech-
nik. Pozostalymi cze$ciami zestawu sa , Definicje, twierdzenia, wzory” oraz ,Ko-
lokwia 1 egzaminy”. Opracowanie obejmuje liczby zespolone, wielomiany, macierze
1 wyznaczniki, uktady réwnan liniowych oraz geometrie analityczna w przestrzeni.
Skrypt zawiera przyklady z pelnymi rozwiazaniami oraz podobne zadania prze-
znaczone do samodzielnego rozwiazania. Do tych zadan podane sg odpowiedzi lub
wskazéwki. Nierozwiagzane zadania tworza tzw. standardowg liste zadan, ktéra po-
winna by¢ przerabiana przez studentéw réwnolegle do materiatu prezentowanego
na wyktadach. Aby to utatwié liste zadan podzielono na 14 jednostek, przeznaczo-
nych do realizacji w kolejnych tygodniach semestru. Lista zadan, program kursu
oraz zasady jego zaliczania sa umieszczone na stronach internetowych Instytutu
Matematyki Politechniki Wroctawskiej pod adresem

WWW.im.pwr.wroc.pl

Przyktady i1 zadania z tego skryptu sa podobnych typdw oraz maja zblizony
stopien trudnosci do zadar, ktére studenci zwykle rozwiazuja na kolokwiach i egza-
minach. Zestawy zadan z kolokwiéw i egzamindéw z poprzednich lat mozna znalezé
w trzeciej czesci podrecznika pt. , Kolokwia ¢ egzaminy”. Natomiast w drugiej cze-
$ci podrecznika pt. , Definicje, twierdzenia, wzory” zawarto material teoretyczny
omawiany na wyktadach.

Do siédmego wydania skryptu dodano kilka nowych przyktadéw i zadan. Po-
nadto poprawiono zauwazone btedy i usterki. Dziekujemy Kolezankom i Kolegom z
Instytutu Matematyki Politechniki Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi
o poprzednich wydaniach skryptu.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas






Liczby zespolone

Pierwszy tydzien

Podstawowe definicje 1 wlasno$ci (1.1)#. Postaé algebraiczna i sprze-
zenie liczby zespolonej (1.2).

Przyktady

©® Przykiad 1.1
Wykonaé podane dziatania:

a) (=2 + 3i) + (7T —8i); b) (4i—3) — (1 + 10);

2—3
c 241)-(3—+37); d -
) (V2+i)- (3= V3i): d) o
Rozwiazanie
Dzialania na liczbach zespolonych w postaci algebraicznej wykonujemy tak, jak na wie-
lomianach zmiennej ¢, pamietajac o warunku 1> = —1.

a) Mamy (=24 32) +(7—8t) =(-2+7)+ (3 - 8)i =35 — 5u.
b) Mamy (4 —3) — (1 +10¢) = (=3 — 1) + (4 — 10)i = —4 — 61.
c) Mamy
(VZ+i) (3-V3i) =v2-3-v2 V3i+3i— V37 = (3vV2+V3) + (3 - V6) i.
d) Mamy
2-3i  (2-3i)(5—4i) 10—8i—15i+12° —2-23i 2 23

5441 (5+41)(5—41) 25 — 1642 ST T Ta T a”

® Przyktad 1.2
Znalezé liczby rzeczywiste z,y spelniajace podane réwnania:

# Liczby w nawiasach oznaczaja numery paragraféw w skrypcie autordw pt. ,, Algebra
liniowa 1. Definicje, twierdzenia, wzory”.



10

a) £(2 + 37) + y(4 — 5i) = 6 — 2¢;

b) (z — %) - (2 — yi) = 11 — 233,
T y _
e il

Rozwiazanie
W rozwiazaniu wykorzystamy fakt méwiacy, ze dwie liczby zespolone sa réwne wtedy i
tylko wtedy, gdy sa réwne ich czeéci rzeczywiste i urojone, tzn.

z1 =22 <> Rez; = Rez; oraz Imz; = Imz,.
a) Mamy
(2 + 31) 4 y(4 — 5i) = (2z + 4y) + (3z — 5y)1.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania z(2+ 31) 4 y(4 — 51) = 6 — 21,
otrzymamy uktad réwnan

2z + 4y = 6,
3z — 5y = —2.

Rozwiazaniem tego ukladu jest paraz =1, y = 1.

b) Mamy
(z—14) (2—9i) = (22 — y) + (-2 — zy)i.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania (z —1)(2 — yi) = 11 — 23,
otrzymamy uklad réwnan
2 —y = 11,
-2 —zy = —-23.

Uklad ten jest kolejno réwnowazny uktadom réwnad:
{y=2r—11, *:{y=22-11, <:>{y=2vc—11, ;
~2—z(2z —11) = —23 227 — 11z —21 =0 ac=71ubyc=—5
{ z =1 { T = —-3—
= "’ lub 2’
y=3 y=—14.

T LY _ (2 + 31) y(3 — 21)
2-3i 3+2i  (2-31)(2+31) ' (3+21)(3 -2

_2x+3z1  3y—2yi 2z +3y 3z —2y.
B A R T R T

c) Mamy

z ¥ y
2-3t 3+2

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania =1, otrzy-

mamy uktad réwnan

2z +3y 1
13 7

3z — 2y

I3 = 0.

Rozwiazaniem tego ukladu jest para £ = 2, y = 3.
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® Przyktad 1.3
W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé podane réwnania:

a) 22 + 3z = 0; b) 22+ (1+i)z=1- 33
2 . z+1__'
¢)z°—2+1=0; d)E—l_ 1;

e*) 2% —4i23 — 622 +4iz+1=0; f)(z4+72)+i(z—7%)=2i—6;
) 1-3i  20-3
3z+2i  5—2iz

g)(i—3)2=5+1i—z

Rozwiazanie
a) Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R. Wtedy
2243z = (z+iy)2 +3(z +iy) = z° — y® + 2zyi + 3z — 3yi
= 2% — y® 4+ 3z 4 (2zy — 3y)1.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania z? 4+ 3z = 0, otrzymamy

uktad réwnan
z? — y2 +3z =0,
2zy — 3y = 0.

Uklad ten jest réwnowazny kolejno uktadom

{zz—y2+3z=0 {12—y2+3w=0

y(2z —-3)=0 y =0 lub x:%
_ _ == T = —
@{z:g lub{x___ﬂslub 2 b 2, .
v= v= y=3V3 y=-5V3

Réwnanie 22 + 37 = 0 ma zatem cztery rozwiazania:
21 =0, 20 =-3, z3 = E(1+\/§i), Z4=§(1—\/§i).
2 2
b) Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R. Wtedy

22+ (1+0)z =2(z+iy)+ (1 +i)(z —iy) =2z +2iy+z—1y+iz +y
= 3z +y) +(z +y)

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 2z + (1 + 1)z = 1 — 31,
otrzymamy uklad réwnan
3z+y = 1,
z+y = —3.
Rozwiazaniem tego ukladu jest para £ = 2, y = —5. Zatem z = 2 — 51.

c) I sposéb. W rozwiazaniu wykorzystamy wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego
az’ + bz +c =0, gdzie a,b,c € Coraz a #0:
-b-¢ —b+§6

zZ1 = Zy =
2¢ 2a
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W tych wzorach § jest jedna z liczb zespolonych spelniajacych warunek 62 = A = b? —4ac.
A2
Dla réwnania kwadratowego 22 —z41=0 mamy A = -3 = (\/gz) . Zatem

1 —+/34 ; 14 /31
:-——, 2 = .

= 2 2

IT sposéb. Wyrazenie z° — z + 1 przeksztalcamy do postaci kanonicznej, a nastepnie
zapisujemy jako réznice kwadratéw otrzymujac

et (o (Y (B = (-3 (- ) o

1—+v3: 1 31
Stad z1 = 2\/—1, 22 = +2\/_l.

d) Niech z = ¢ + 1y, gdzie z,y € R. Wtedy dla 7 # 1 mamy

z+1

_1=—l<:>2+1=—E+1¢=>(z+1)+iy=(—z‘+])+iy.

x|

Poréwnujac czgsci rzeczywiste i urojone obu stron tego réwnania, otrzymamy uklad réw-
nan
z+1=—-z4+1,
y=y.
Rozwiazaniem tego uktadu réwnai sa pary r = 0, y € R. Zatem rozwiazaniem réwnania
z+1

z—1
warunek z # 1.

= —1saliczby zespolone postaci z = 1y, gdzie y € R. Oczywiécie liczby te spelniaja

e) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr
(a+ b)4 =a* +4a°b + 6a%b% + 4ab® + b,
gdzie a,b € C. Réwnanie 2t —442% —62° +41z4 1 =0 jest zatem réwnowazne réwnaniu
(iz+1)* =0. Stad 12+ 1 =0, czyli z = 1.
f) Niech z = ¢ + 1y, gdzie z,y € R. Wtedy

(z+2)+1(z=2) = [(z+1y) + (z —iy)] +i[(z + 19) — (2 — iy))

=2z 41 21y =2(z —y).

Poréwnujac czgdci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania (z + Z)+i(z—2z) = 21— 86,
otrzymamy uktad réwnan
2z -vy)
0

Jest to uktad sprzeczny, zatem rozwazane réwnanie nie ma rozwiazan.

—6,
2.

g) Przeksztalcamy rozwazane réwnanie do postaci
(1—34+1)z=5+q.

Stad wynika, ze
541 (5+19)(—-2—1) -9 -7
zZ = - = - - = .
=241 (=2+41)(-2-1) 5
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h) Dla z # —gtoraz z # — 5t rozwazane réwnanie jest réwnowazne réwnaniu
(1= 34)(5 — 26iz) = (3z + 2i)(2i — 3).

Stad wynika, ze
5—21z— 151 — 6z = 61z — 92 — 4 — 61,

a wiec
2(—2— 6 —6i+9) = (=5 + 151 — 4 — 6i).
Zatem ) ) } )
_ D949 (94903 +8i) _ —99-45i _ 99 45,
T 3-8 (3-8)(3+81) 73 o730 737
Przyktad 1.4

Zbada¢, dla jakich wartosci parametréw rzeczywistych a, b réwnanie 3z7—22z = a+bi
ma rozwiazanie.

Rozwiazanie
Niech z =z + 1y, gdzie z,y € R, bedzie rozwiazaniem rozwazanego réwnania. Wowczas
3Z—2z=a+bi<e=3(z—1y) -2z +1y) =a+bi<z—1i(5y) = a+ bi.

Réwnanie to jest réwnowazne ukladowi réwnan

T = a,
—5y = b.

Uktad ten ma rozwiazanie dla dowolnych wartoéci parametréw a,b € R.

Przyktad 1.5
Na ptlaszczyinie zespolone) narysowaé zbiory liczb z spelniajacych podane wa-
runki:

a) Im [(1+2i)z2—3i] <0; b)Re(z—14)%>0;

¢) z2 = 2 Re (i2); d) Re (23) > Im (2®).

Rozwiazanie

a) Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R, bedzie dowolna liczba zespolong. Wéwczas

Im [(1+42¢)z —31] < 0 < Im [(1 4 2i)(z +1y) — 3] <0

< Im[(z —2y)+ (2z +y —3)i] <0
— 2z+y—3<0
— y < —2z+ 3.

Poszukiwany zbidr jest pSiptaszczyzna otwarta, bez prostej y = —2z+3 (zobacz rysunck).
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b) Niech z = z + iy, gdzie z,y € R, bedzie dowolna liczba, zespolona. Wéwczas
Re (z—14)> >0 < Re [(z+iy—i)2] 20> Re[z+i(y—1)]> >0
< Re[s’—(y—1)°+2z(y—1)i] 202" - (y—1)> 20
= 2@ -1) =z 2y -1l

Poszukiwany zbidr jest suma dwdch obszaréw katowych ograniczonych prostymiy = 1—z,
y = 1 + z, facznie z tymi prostymi (zobacz rysunek).

==tz y=1.1.=
c) Niech z = z 4 4y, gdzie z,y € R, bedzie dowolng liczba zespolona. Wéwczas
2> = 2Re (iz) <= (z +1iy)? = 2Re[i(z + iy)]
<> z° — y® +i22y = 2Re [~y + iz]
= 2% —y? +i2zy = —2y

Ostatnia réwno$é jest réwnowazna uktadowi réwnan

2? —y? = -2y,
2ty = 0.
Uktad ten jest kolejno réwnowazny ukladom réwnan

22—y’ +2y=0 y?—2y=0 22 =0 ¢ =0 2=0
{z:Oluby:O = z=0 fub y=0 Aand y=0 fub y=2.

Poszukiwany zbidr sktada si¢ zatem z dwéch punktéw z; = 0, z, = 2i (zobacz rysunek).
Y

d) Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R, bedzie dowolng liczba zespolona. Wéwczas
2= (z + iy)3 =z® +4i3z%y — 32y’ — iy’ =% — 3zy® +1 (3z?‘y — ya) .
Zatem
Re (zs) > Im (za) <> 2% —3zy? > 32%y — v =+ — 3zy® — 3z%y > 0
< (z+y) (z2 —zy+y2) —3zy(z+y) >0
= (z+y)(e® —4zy+4?) >0
= (z+y) [(y— 2z)% — 312] >0

<— (y+x)[y—(2+\/§)z] [y——(2~\/§)x] > 0.
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Ostatnia nieréwno$é jest réwnowazna alternatywie warunkdéw:

y+z >0 oraz y—(2+\/§)z>0 oraz y—(2—\/§)z>0

lub

y+z >0 oraz y—(2+\/§)x<0 oraz y—(2~\/§)x<0
lub

y+z <0 oraz y—(2+\/§)z>0 oraz y—(2—\/§)x<0
lub

y+z <0 oraz y-(2+\/®x<0 oraz y—(?—x/@x}O.

Rozwiagzanie tej nieréwnosci przedstawiono na rysunku.

Uwaga. W dalszej czesci skryptu przedstawimy krétszy sposéb rozwiazania przykiadu
d) (patrz Przyktad 2.8).

® Przyktad 1.6

Naszkicowaé zbidr wszystkich liczb zespolonych z, dla ktérych liczba w = z

z+1

jest

a) rzeczywista; b) czysto urojona.

Rozwiazanie
Zauwazmy najpierw, ze z # —i. Niech z = = + 1y, gdzie z,y € R. Przedstawiamy liczbe
w w postaci

g4iy (4w —iy+1) L +yy+1) . -z

:z+i(y+l)_ 2 4+ (y+1)2 z2 4+ (y + 1)? Zz2+(y+1)2'

a) Liczba w jest rzeczywista wtedy i tylko
wtedy, gdy Imw = 0. Warunek ten ozna-
cza, ze

Im z i
—z
Imw=————— =0,
z? +(y +1)?
tzn. £ = 0. Szukany zbidr jest osig urojona Rez
bez punktu —i (rysunek obok). 9




16 | ‘ Liczby zespolone

b) Liczba w jest czysto urojona wtedy i
tylko wtedy, gdy w # 0 oraz Rew = 0.
Stad z # 0 oraz

Mamy zatem z? + y? + y = 0, czyli z° +

1 1 . .
<y+ 5) = T Jest to réwnanie okregu

. . [ _—
o $rodku w punkcie zp = —5 1 promieniu

r= % Z poprzednich rozwazai wynika, ze
z okregu tego nalezy wykluczyé punkty 0
oraz —t. Szukany zbidr przedstawiono na
rysunku obok.

Przyktad 1.7
Punkty z; = —14 21, 2o = 7 oraz 24 = 2 + 44 sg wierzcholtkami réwnolegloboku.
Wyznaczy¢ potozenie wierzchotka z3 tego réwnolegtoboku.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu wykorzystamy interpre-
tacje geometryczna sumy liczb zespolo- y[ 2
nych. Wektor reprezentujacy sume w; +ws

Jjest przekatna rdéwnolegloboku zbudowa- 23
nego na wektorach reprezentujacych liczby

zespolone w; i ws. Zatem szukany wierz- ’1<
chotek tego réwnolegloboku spelnia waru-

nek z4 — 2z = (21 — 22) + (23 — z2) . Stad
z3 = 24 —z1+22 = (2+41) — (—1+21) +1 = [6) =
3 + 31

z2

Zadania

Zadanie 1.1
Wykonaé podane dziatania:

a) (1 — 37) + (4 — 51); b) (1+v2) — (V3 —6i);
&) (VI —/3i) - (VT+VEi); d) 2550

1414
22— R 1
e)zow, =, TV RETHIMW g 59 w=34di
w Z4+w zZ 4w
Zadanie 1.2

Znalez¢ liczby rzeczywiste x,y spetniajace podane réwnania:

a) 2(2+39) +y(5 — 20) = =8+ Ti; b) (24 yi) (2 =31) =71
0 1+ yz.
T — 2

a1 gy i _9-2
a ’ T—yi 9+2i
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O Zadanie 1.3
W zbiorze liczb zespolonych rozwigzaé podane réwnania:

a) z? = 47, b)ljl:Q__&; ¢) 22 —4z+13=0;
d) (z+2)2=(z+2)% e)2z+7=6-—5i %) 23 — 6iz2 — 122 4 8i = 0;
2+ 1—i

g) (149)2+3(z—13) =0; h)

z—144i 2241

O Zadanie 1.4
Zbadaé, dla jakich wartosci parametréw a,b € R réwnanie Z — ¢Imz = a + b ma
rozwigzanie.

O Zadanie 1.5
Na plaszczyznie zespolonej narysowal zbiory liczb z spelniajacych podane wa-
runki:

a) Re(iz+2) > 0; b)Imz?<0; )z—i1=2—1;
L4
ooz &) T4 (B4 + (BT H1=0; f)Imt =1
2 —
O Zadanie 1.6
. z+4 z . . P -
Niech u = -, v = —, gdzie z € C. Naszkicowaé zbidr wszystkich liczb
z—2 1z +4

zespolonych z, dla ktdrych:
a) liczba u jest rzeczywista; b) liczba u jest czysto urojona;

¢) liczba v jest rzeczywista;  d) liczba v jest czysto urojona.

O Zadanie 1.7
Punkty 21, z2, 23 plaszczyzny zespolonej sa wierzchotkami tréjkata. Wyznaczyé
potozenie punktu przeciecia srodkowych tego tréjkata.

Wskazdéwka. Wykorzystaé fakt, ze srodkowe tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie i
dziela sie w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotka.

O Zadanie* 1.8
Uzasadni¢, ze pole trojkata, ktdrego jeden wierzcholek jest w poczatku ukladu, a

pozostate dwa sg w punktach z;, z € C, wyraza si¢ wzorem 3 [Tm (Z7 - 22)] .

Odpowiedzi i wskazowki

17+ 1441 7 — 112
25 S VA

1.1a) 58 b) 1 -3+ (6 +v2)1; c) 10; d) g+—;-i; e) 7—26i, —
24+ 110

34
1.2 a) £ = 1,y = —2; b) nie istnieja takie liczby; ¢) z =5,y = 17;

d)z € R\ {0}, y=—§x.
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1.3 a) 0,4, -2+ 21/3, -2 — 2iy/3; b).brak rozwiazan; ¢) 2 — 31,2434, d) Rez = -2 lub
Imz = 0; e) 2 — 51; £*) 21; g) 34;7121; h) :{——6:—l~

1.4 a,b € R.

1.5 a) péiplaszczyzna Im z € 2; b) druga i czwarta éwiartka uktadu wspétrzednych bez
obu osi; ¢) zbiér pusty; d) okrag o $rodku 0 i promieniu 2; e) okrag o $rodku —5 + ¢
i promieniu 5; f) okrag o §rodku 1 — 7 i promieniu 1 bez punktu —i.

1.6 a) prosta przechodzaca przez punkty —4, 2¢ bez punktu 2i; b) okrag o $rodku —2+1
i promieniu v/5 bez punktéw —4 oraz 2i; ¢) okrag o $rodku 21 i promieniu 2 bez punktu
41; d) o$ urojona bez punktéw 0 oraz 4.

1
1.7 g(zl +22+23).

Drugi tydzien

Modut i argument liczby zespolonej (1.3). Postaé trygonometryczna
liczby zespolonej (1.4).

Przyktady

Przyktad 2.1
Obliczy¢ moduty podanych liczb zespolonych:

a) 4, b) 12— 5 ¢) VT + v/29;
d) (V5-+v3) + (V5+V3) i;

e) sina + i cos a, gdzie o € R.

Rozwiazanie
Modut liczby zespolonej z = z+iy, gdzie z,y € R, jest okreslony wzorem |z| 2 + y2.
Zatem

a) |4i] = 02 ¥ 42 = 4;
b) [12i — 5| = \/(—=5)2 + 122 = /169 = 13;
e) V7 +v29i| = 1/ (V7)* + (V)" = v/36 = 6;

d) |(VB=vE) + (VE+ ) i| =/ (V5 - vB)" + (VB +VB) = VIB =45
e) |sin o +1cos oo| = \/sin? o + cos? o = V1 = 1.

Przyktad 2.2

Poda¢ interpretacj¢ geometryczna modutu réznicy liczb zespolonych. Korzystajac
z te] interpretacji narysowac zbiory liczb zespolonych z spetiajacych podane wa-
runki:




a) le+1—2i =3; b) 2 < |z + 1] < 4;
z+3
z—2i

O 11 +i)z—2> 4 4)

‘21;

e) Re(z+1) <0 oraz |[i—2z|<3; f)]|22+4]|<|z—2i|

Rozwigzanie .
Modut réznicy liczb zespolonych z1, 2z jest
dlugoécia odcinka laczacego punkty 21, =z P o
plaszczyzny zespolonej (zobacz rysunek). 2
a) Mamy -
o Re:

lz4+1-2i| =3<= |z — (-1+2i)| = 3.

Szukany zbidr sklada si¢ z punktéw z polo-
zonych w odleglosci r = 3 od punktu zp =
—1+421. Jest to zatem okrag o Srodku w punk-
cie zo = —1 + 21 i promieniu r = 3 (zobacz
rysunek).

b) Mamy

Re:z

2< z+i<4=2< |z - (-1)| < 4

Szukany zbidr skiada sie z punktéw z polozo-
nych w odlegloéci nie mniejszej niz 11 = 2 od
punktu zo = —i oraz w odleglosci mniejszej niz
r2 = 4 od tego punktu. Jest to zatem piersciert
kolowy o §rodku w punkcie zo = —1 promieniu
wewnetrznym r; = 2 i promieniu zewnetrznym
r2 = 4. Okrag o promieniu r; = 2 nalezy do
tego pierScienia, a okrag o promieniu 12 = 4
nie nalezy do niego (zobacz rysunek).

¢) Mamy

. . 2 . .
(14i)z—2 >4 < |(1+z)-(z—l——)‘>4 e 14l Je=(1—i) >4

?

+
= V22— (1-19)| 24 <= |z-(1-1)| > 2V2.

Szukany zbidr sklada si¢ z punktéw z polozo-
nych w odleglosci nie mniejszej niz r = 2+/2
od punktu zo = 1 —1. Jest to zatem zewnetrze
kota o §rodku w punkcie zo = 1 —14 i promieniu
7 = 21/2. Okrag o promieniu r = 2v/2 nalezy
do tego zbioru (zobacz rysunek).

d) Dla z # 2i{ mamy

z+3
z—2

21<=|z43| 2|z = 2i|< |z = (=3)| > |z - 2i].
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Szukany zbidr sklada si¢ z punktéw
z, ktérych odlegto$é¢ od punktu z; =
—3 Jest nie mniejsza niz odleglo$é od
punktu zz = 2:. Jest to zatem péiptasz-
czyzna ograniczona symetralna odcinka
o koficach z1, z2, bez punktu z, =
2:. Symetralna ta nalezy do szukanego
zbioru (zobacz rysunek).

e) Poszukiwany zbidr jest wspdlna cze-
$cia zbloréw okreslonych przez wa-
runki:

Re(z+1) <0, |1 — 2| < 3.

Pierwszy warunek okredla lewa pél-
plaszczyzne otwarta ograniczona pro-
sta £ + 1 = 0. Drugi warunek okre- il
§la koto domkniete o §rodku w punk- I
cie zo = ¢ 1 promieniu 7 = 3. Wspdlna
cze$¢ tych zbioréw przedstawiono na
rysunku.

(=3 Re:

I

f) Mamy
|22 + 4] < |z — 21| <= |(z +20) - (2 = 2i)| < |z — 24
= |z+42i] |z - 2i] < |z - 24
<= |z—-2i|=0
albo |z — 21| > 0
oraz |z + 21| < 1.
Imz
Warunek 2i 4
lz—2i|=0
wyznacza zbidr {21}, a warunki
|z4+21] <1 oraz |z—2i| >0 2 rol

okredlaja koto domkniete o $rodku w

punkcie zo = —21¢ i promieniu r = 1.
Sume tych zbioréw przedstawiono na
rysunku. r=1

©® Przyktad 2.3
Znalez¢ najmniejsza i najwickszg wartosé modutu liczby zespolonej z, jezeli

|z — 443 < 2.
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Rozwigzanie
Zbidér liczb zespolonych z spelniajacych
nieréwnos¢ |z — 4 4 31| < 2 jest kotem do-

Imz
mknietym o srodku w punkcie zg =4 — 31
i promieniu r = 2. Zbidr liczb zespolo-
nych spelniajacych réwnanie |z| = ¢, gdzie
¢ > 0, jest okregiem o érodku w poczatku ks Vel i
’ . . o [Re z
uktadu wspdlrzednych i promieniu c. Pro- \ ]
mien ¢ bedzie najmniejszy, najwiekszy, gdy /
okrag |z| = ¢ bedzie styczny odpowied- min e rp =1 N1
nio zewnetrznie, wewnetrznie z okregiem
|z — 4 + 3i] = 2. Zatem najmniejsza, naj- A
wicksza warto$é |z| jest réwna
|zmin| = |20| =T =4 -3 -2=3, - —
lzmax| = lzo| +7r = ]4— 3Z| +2=".
Przyktad 2.4
Podane liczby zespolone zapisal w postaci trygonometrycznej:
a) —/5: b) —6 + 61, ¢) —21; d) V3 +1;
e) sina —icosa; f*) 14 cosa+ising; g)l—ictga.
Uwaga. W ¢wiczeniach e), £*), g) kat o spelnia nieréwnoéci 0 < o < %
Rozwiazanie
Kazda liczbe zespolona z mozna zapisaé w postaci trygonometrycznej:
z=r(cosp + isin @),
gdzie r jest modultem, a ¢ argumentem liczby z.
A
a) Dla z = —v/5 mamy r = /5 oraz fro =
@ = m. Zatem \
—\/gzx/g(cos7r+isin7r)‘ - f" \
_\/E o Re z
b) Dla z = —6 4 67 mamy r = 6/2 oo Alm -
3
oraz ¢ = % Zatem
M
. St 3 %\
—6+6i = 61/2 (cos °r + ¢sin _7r> . !
4 4 o] Re:z
. Im z
c) Dla z = —2¢ mamy r = 2 oraz 7
3T 3
¢ = —. Zatem e
2 o Re:z
. 3T 3m
—21=2 (cos — +1sin —) .
2 + 2
) &5

21
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d) Dla z = v/3 + i mamy r = 2.
3 1. fm =
Stad cosp = %, sinp = -, wigc V3ti
argz = p = T Zatem .
6
- - o Re:z
\/§+i=2(cos—+isin—).

6 6

e) Dla z = sina — icosa mamy r = 1. Stad cosp = sina, sinp = —cosa. Wiec

argz = = 3%—}-(1. Zatem

. . 3r .. 3

sino —1cosa = 1 [cos (7-}-(1) + 1s1n <7+a>] .
f*) Dla z = 1 + cos @ + isin @ mamy

r= \/(1+cosa)2+sin2a= V2(1+cosa)=2

al__2 Sa
cos2 =2co 5

oraz
z—2cosg <cosg+isin E)
- 2 2 2/

Zatem argz = ¢ = %, stad z=2005%<cos%+isin %) .g) Dla z =1 —ictg @ mamy

r=1+/1+ ctg?a =

[ sin «| Tsna ™ *T Gna

3T 1 3T .. (3w
Zatem ¢ = - + a, stad z = P [cos (—5- +oz) + ¢sin (7 +ar)] .

(siner — icos @) .

Przyktad 2.5
Narysowacé zbiory liczb zespolonych z speliajacych podane warunki:

2
V< wer< i bag(+2-)=m o r<amg -1+ < 2,
il %) < ) 23T s — <2
d)2<arg(z)<7r, e)arg(z)_4, f)3<arg(3z z)<6.

Rozwiazanie
Argumentem gléwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy miarg @ kata zorientowanego,

utworzonego przez dodatnia cze$¢ osi rzeczywistej Re z oraz promiest wodzacy liczby z,

przy czym 0 < ¢ < 27 albo —7 < ¢ < 7. Ponadto argO‘gO.
a) Zbidr sklada sie z liczb zespolonych,

ktérych argumenty gléwne zawarte sa w

przedziale (%, 2%] . Jest to obszar katowy

ograniczony pdélprostymi wychodzacymi z

. . .2
poczatku uktadu i tworzacymi katy -:); 1 —;—

z dodatnia czescia osi Re z. Pierwsza z tych
potprostych nie nalezy do tego zbioru.




b) Zbidr sklada si¢ z liczb zespolonych w =

z —(—=2+1), ktérych argumenty gléwne sa

réwne w. Jest to pdlprosta wychodzaca z : 2
poczatku uktadu (zmienna w) i tworzaca -4
kat 7= z dodatnia czescia osi Rew. W ukla-
dzie wspdlrzednych ze zmienna z jest to ta ol Re :

sama péliprosta (bez poczatku) przesunigta
o wektor zo = —2 + 1.

¢) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr arg (z1 - z2) = arg z; + arg zz + 2kw dla pewnego
k € Z, gdzie 21,22 € C\ {0}. Poniewaz arg(—1+1) = TW, wigc nieréwnosé
. 3T
m < arg [(—1+41)2] < -
jest réwnowazna nieréwnosci
3 3
T < %-l— arg z + 2k7 < 771'

dla pewnych k € Z. Ale 0 < argz < 27, wigc k = 0. Stad otrzymamy

N
N
o
-
3]
N
N

Szukany zbidér jest domknietym obszarem
katowym ograniczonym pdélprostymi wy-
chodzacymi z punktu O (bez tego punktu)

. . .3 .
1 tworzacymi katy % 1 Tﬂ- z dodatnia cze-

$cia osi Rez. Re

d) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr arg (z") = n- arg z+2kw dla pewnego k € Z, gdzie
z € Coraz n € N. Nieréwnosé -725 < arg (zs) < 7 jest zatem réwnowazna nieréwnosci

-721<3- argz +2kr < 7

dla pewnych k € Z. Stad

T 27r<a.rz<7r 2km
6 3 8#< 373

Ale 0 £ argz < 27, wiec powyzsza nie-
réwno$¢ ma sens tylko dla k = 0, k = —1
lub k£ = —2. Wtedy przyjmuje ona postaé

g—< arg z- < g lub r < argz < w lub

%w < argz < gr. Szukany zbiér sklada

si¢ z trzech otwartych obszaréw katowych
(bez poczatku ukltadu).




24 Liczby zespolone

e) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr
arg (Z—]) = argz — argz: + 2kxw dla
22
pewnego k € Z, gdzie z1,z2 € C oraz 4 Im =z

. . . ™ - . ‘s
z2 # 0. Poniewaz arg: = 2 wigc réwnosé

ar Iy o 3_7r jest réwnowazna réwnosci i
8 z 4 /
3 l -
E—-argz+2k7r=—7r \7_w Re
2 4 \i

dla pewnego k € Z. Ale 0 < argz < 2,
7

wiec k = 1. Stad argz = T Szukanym
zbiorem jest pétprosta (bez poczatku) wy-
chodzaca z punktu ) i tworzaca kat %— z
dodatnia czescia osi Re z.

f) W rozwigzaniu wykorzystamy wzdr arg (—z) = argz + = + 2k~, dla pewnego k € Z
gdzie z € C. Nieréwnoséé

)

2 . St
5 < arg(31—2) < -

jest wigc réwnowazna nieréwnosci

. 5
?ﬂ' < arg(z —31) + 7+ 2k7 < _61 dla pewnych k € Z.
Ale 0 < arg(z — 32) < 27, wiec powyzsza nieréwno$¢ ma sens tylko dla k = —1, stad
otrzymujemy zalezno$é

5 . 11
—31 < arg(z—31) < _67_r_

Otrzymana nieréwnos¢ okresla domkniety obszar katowy o wierzchotku w punkcie 2o = 3i
(bez tego wierzchotka), ograniczony pétprostymi tworzacymi katy —-% oraz —% z dodat-
nia czescia osi Re z.

-
3
s
6

’””mﬂmlmlﬂmm.....

”I il

Obliczy¢ wartosci podanych wyrazen (wynik podaé w postaci algebraicznej):

a) (1+9)7; b) (V3-9)" o (~2+20)

z

1-7\° m T\ 14
d 33% + isin 33°)10; ;o f) (—cos - +isin=) .
) (cos 33° + 7sin 33%) €) (\/§+1> ;o 1) ( cos + isin 7)
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Rozwiazanie

W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr de Moivre’a

z" =1" (cosny + isin ne),
gdzie r = |z|, ¢ = argz oraz n € N.

a) Dla z =141 mamy |z| = /2 oraz argz = g Zatem

[ﬁ(cosg‘—%isin %)]7 = (\/5)7 (Cos%-}-isin ’%r)
8\/_(cos§—zsm —) =82 (\/———zﬁ) =8 — 8.

(144

. 11
b) Dla z = /3 — i mamy |z| = 2 oraz argz = TW Zatem

32 7 .. 176
(\/:’:—i)” [ (cos—+z 1 11_7:')] = 2% (cosﬂ + zsin _7r>

6 3 3
27 27\ 32< L 7r)

=2 <0053 +zsm3)—2 cos3+zsm3
= 2% <—% +z‘—‘§) =2" (iv3-1).

. 3
¢) Dla z = —2 + 21 mamy |z| = 21/2 oraz arg z = —f Zatem

8
(—2+2i)° = [2\/5 (cos 34_71' + tsin i})] =2"%(cos 67 + isin 67) =2"%(cos 0 + isin 0) =2

12

d) Dla z = cos 33° + isin 33° mamy |z| = 1 oraz argz = 33°. Zatem

.. .. .. 3 1.
(cos 33% 4 isin 330)10 =1'° (c05330° + tsin 3300) = cos 30° — isin 30° = %—— — =1
e) Dla z; = 1 — ¢ mamy |z1| = V/2 oraz arg 21 = —%, adla zo = V3 4+ i mamy |z] = 2

T
oraz arg z; = re Zatem

EE [ (coe (-5) +5sm (-5))]

\/§+i - (\/§+i)6_ [Z(COS%l-——}-isinE)}6

6
3r .. 3T T T
(o) () wFeimi
_ cos 2 + s1n 2 =cosz—+—zsm2_—i
26 (cos w + isin ) —23 )
f)Dlaz:—cos§+iSin§mamy|z|=lora,zargz=7r—;.Za.tem

14 6
(— cos ; + 1sin ;) = [1 (cos - + tsin 67”-)} =1" (cos 127 + isin 127) = 1.
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Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazié:

a) cos 3z przez funkcje cos z;
b) sin 6z przez funkcje sinz i cos z;
c*) ctgdz przez funkcje ctgz.

Rozwiazanie

. .. . . . 3 . ,
a) Obliczymy warto$¢ wyrazenia (cos £ + isin z)” wykorzystujac dwa wzory: wzér de Mo-
ivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzér de Moivre’a otrzymamy réwnoéé

.. 3 ..
(cosz + isin z)° = cos 3z + isin 3z.

Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnogé

(cosz +isinz)® = (cosz)® + (f) (cos z)?(isin ) + (;) (cosz)(isin )% + (isin 7)°

2 3

= cos® z + 3icos® zsinz — 3coszsin® z — isin®

3

= (cos as—?;cosa:sin%v)+i(3cos2:csinz—sin3 )

Poréwnujac czeéci rzeczywiste prawych stron obu réwnosci otrzymamy

cos3r = cos®z — 3coszsin’ ¢ = cosz (cos2 T — 3sin? :c)

= cos<zT (cos2 z—3+ 3 cos? z) = coszx (4cos2 T — 3) .
. vl . . .. 6 . .
b) Obliczymy warto$¢ wyrazenia (cosz +1isinz)° wykorzystujac dwa wzory: wzdr de
Moivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzér de Moivre’a otrzymamy réw-
nosé
.. 6 ..
(cosz + isin z)° = cos 6z + isin 6z.

Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnosé

(cosz + isin z)s

(cosz)®+ (f) (cos z)°(isin z)+ (g) (cos z)*(isin £)*+ (g) (cos z)®
x(isin z) + <Z> (cosz)?(isin z)* + (g) (cosz)(isinz)® + (isin z)°

6 .5 . 4 . 2 .3 .
= cos T+ 61cos” zsinz — 15cos” sin® z — 204 cos® £ sin® z
+15cos® zsin* z + 65 cos zsin® z — sin®
6 . . .
= (cos z — 15cos zsin? ¢ + 15cos? zsin* z — sin® x)

+1 (6 cos® zsin £ — 20 cos® zsin® z + 6 cos z sin® x) .
Poréwnujac czeécl urojone prawych stron obu réwnoéci otrzymamy
. 5 . 3 . 3 -5
sin6z = 6cos’ zsinz — 20cos” zsin° z + 6 cos z sin® z.

c*) Podobnie jak poprzednio wyrazimy sin 4z i cos 4z przez sin z i cos z. Ze wzoru dwu-
mianowego Newtona mamy

.. 4 4 2 .2 . 4 . . .
(cosz + isin z) =(cos z — 6cos” rsin® ¢ + sin z)+z(4cossslnz—4coszsm3z).



Z kolei ze wzoru de Moivre’a mamy (cos z + isin z)* = cos 4z + isin 4z. Zatem

cosdz = cos® z — 6cos’ zsin® z +sin* z oraz sindz = 4cos’ zsinz — 4 cos T sin® z.
kr .
Stad dla = # T gdzie k € Z, mamy

cos* £ — 6cos?sin® z + sint z

tod cosd4r  cos*z —6cos’sin®z +sin’z sint
ctgdr = — = - - = - -
sin 4T 4cosdsint — 4cos zsin® ¢ 4cos’sinz —4cosrsin’z
sin® z

_ ctgtz —6ctglz + 1
T 4ctgdz —4ctgs

©® Przyktad 2.8
Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki:

a) Re (2%) > 0; b) Im (2%) < 0.

Rozwiagzanie
W rozwiagzaniu wykorzystamy postaé trygonometryczna liczby zespolonej oraz wzér de
Moivre’a.

a) Dla z = r (cos ¢ + tsin ¢), gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27 mamy

Re (zz) 20 < Re {[r (cos ¢ + isin p)]? 0

2
< Re [r2(cos2<p+isin2ap)]>0
<=>r2cos2ga>0
<= r=01lub r>01icos2¢p >0

T 3r 5w T
<> r=01lub r>01 [0,—]U[—,—]U[—,2).

T ub r 1 ¢ € 1 11 1 s

Poszukiwany zbiér sktada si¢ z dwéch domknietych obszaréw katowych (zobacz rysunek).

——, Im z

b) Dla z = r (cos ¢ + isin ), gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27, mamy

Im (2°) <0 <= Im {[r (cos o +isin )]} < 0
<= Im [r6 (cos 6 + isin 64,9)] <0<=>rsinbp <0

<> r>01isn6p <0

e rvive (57)0(52) 0 (3o (15 59)
$E\5'3 2’73 6’ 63

U(3—7r 57r)u(117r2>
273 6 ")
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Poszukiwany zbidr sktada sig z szesciu otwartych obszaréw katowych (rysunek).

® Przyktad* 2.9
Wykorzystujac wzdr na sume wyrazéw zespolonego ciagu geometrycznego obliczyé

l+cosz+cos2z+ ...+ cosnz, gdzie n€EN, z € R.

Rozwiazanie
Niech z = cosz + isin z. Wtedy ¥ = coskz + isin kz, zatem cos kz = Re 2 dla k =
0,1,2,...,n. Stad mamy

1— Zn+1
l+cosz+...+cosnt = Re (14+2+4+...4+2") = Re ———

1—=2

. 1—cos(n+ 1)z —isin(n + 1)z
l—cosz —1sinz

=R

2sin’ (n+ 1)z — 2¢sin (n+ s cos (n+ 1)z
~ Re 2 2 2

2sin? g — 21sin gcos—;—
sin (n+21)z sin (n—;l)z — 1Cos (n—;l)z
= Re sin z sin L i cos =
2 2 2
sin (n+1)s
. 1 . . .
= —g—Re s (n+ )1; —1Cos (n+1)z (sm £+zcos E)
sin = 2 2 2 2
2
sin (n+1)z
= 3; sin (n t 1)z sin z -+ cos (n-}-*l)z cos z
sin = 2 2 2 2
2
sin —_(n+l)z
= ——2 s
sin z 2
2

Ostatni rachunek jest prawdziwy dla z # 1, to znaczy dla # 2k7, gdzie k € Z. Dla
z = 2k7 mamy 1+ cos2km + ...+ cosn2kr =n + 1.
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Zadania

O Zadanie 2.1
Obliczyé moduly podanych liczb zespolonych:

1434
a) —V/3i; b)6—8i; ) V2++3i; d)1+itga, a€ (—g,g); e) 31_42.
O Zadanie 2.2
Poda¢é interpretacje geometryczna modutu rdznicy liczb zespolonych. Korzystajac
z tej interpretacji narysowad zbiory liczb zespolonych z spetniajacych podane wa-
runki:

z2—21
—_ ': . o . < ; — .
a) |z — 3+ 4i| = 1; b) P 1; ¢)2<|iz—-5]<3;
. z+1 . .
d) |[z+1—2i| >3o0raz |z—3|<4; e) 711 >1; f)sin(w|z + 2i]) > 0;
z

g*) 3|z 41| < |22 + 1| < 5|z — 1.

O Zadanie 2.3
Korzystajac z interpretacji geometrycznej modutu liczby zespolonej obliczyé, dla
jakich liczb zespolonych z speiniajacych warunek |z| < 1 wyrazenie |2i — 3 — z|
Jest najmniejsze, najwiecksze.

O Zadanie 2.4
Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometryczne;j:
a) T+ Ti; b) V3 —i; ¢) —5 + 5v/3i;

d)sino+icosa; e) —cosa+isine; f)1+itga.

Uwaga. W ¢wiczeniach d), e), f) kat « spelnia nieréwnoséci 0 < a < g

O Zadanie 2.5
Narysowad zbiory liczb zespolonych z spelniajacych podane warunki:

a) argz:%; b)%< arg(z+3i)<§; ¢) T < arg(iz) < 2w,
d) arg (25) =m; e) gg arg(—z)gg-; *) arg (7—1—21'):37”.

O Zadanie 2.6
Obliczyé wartosci podanych wyrazen (wynik podaé w postaci algebraicznej):
a) (1—4)2 b) (1++3)°% ¢ (2v3—2)",
10 14 1)22 24
d) (cosz—isinz) ;oe) _(‘jiz"_e; f) <sinz+icos1) )
4 4 (1 _ Z\/g) 6 6
O Zadanie 2.7
Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazié:
a) sin 3z przez funkcje sinz; b) cos4z przez funkcje sinz i cos x;

c*) tg 6z przez funkcje tgz;  d*) ctg bz przez funkcje ctg .
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O Zadanie 2.8
Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych z spetniajacych podane warunki:

a)Im (z%) <0; b) Re(z*) >0; c¢)Im (2%) > Re [(E)ZJ, d) Im

(1+19)z S

1=z~
O Zadanie* 2.9

Wykorzystujac wzér na sume wyrazéw zespolonego ciaggu geometrycznego obliczyé:

a) sinz +sin 2z + . . . + sinnz; b) cosz + cos 2z + ... + cos nz;

1 . . .
¢) —2—+cos:c+cos2:c+...+cosnm; d) sinz +sin3z + ...+ sin(2n — 1)z;

e) I+ (1—d)+ (1=d)2 4 ... 4 (1 -

) (g) - <g) + (Z) — (=" (;n) m:E(g), gdzie n € N.

O Zadanie* 2.10
1+t

Uzasadnié, ze funkcja f : R — C okreslona wzorem f(t) = l—tz" gdziet € R,
—t1
przeksztatca prosta R na okrag bez punktu.

Odpowiedzi i wskazéwki

2.12) VA b) 105 ¢) V21 V5 d) —— ) VAL,

2.2 Zbiory liczb zespolonych spetniajacych podane warunki przedstawione sa na rysun-
kach ponizej:

a) Txm z b) Im s

o Re z




—3+421 Im z

T .. 117 .. 11w 27 .. 27
2.4 a) V2 <cosz+zsm Z) ; b) 2 (cos—é—-+zsm -—6—) ;¢) 10 (cos? + zsin T)’
d)1 (cos (% —a) + isin (% —a)); e) 1(cos(m — &) + isin (7 — a));
f)

(cosa + isina).
cos o
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2.5 Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sa na rysun-
kach ponizej.

a) Im z b)

Re z

C) y Im z d)
= o
== =, Re z
E—— |
= —
——————— |
=
=3
e) Im 2 f*) Im z

<R |

3
| |
o Re z o Re 2

2.6 a) —2°% b) 27 (=1 +V/3i); ¢) —4°%; d) —i; e) —324; f) 1.
2.7 a) sinz (3 — 4sin? 1:); b) cos* z — 6 cos® zsin? = + sin® z;
%) 2 (Btgz —10tg®z +3tg® IC) %) 5ctgz — 10ctg® ¢ + ctg®
1—15tg?z + 15tg*z — tgbz’ 1—-10ctg?z +5ctgt z
2.8 Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawiono na rysunkach
ponizej.




Drugi tydzien - odpowiedzi i wskazéwki ' . 33

il i H” ‘

T il
] IHHHHWN

H”H“}}“|“H|||||Illll|nn. 7

(n+)z . nz . (n+1)z
sin ~———— sin — sin — cos
2.9% a) 2 = 2 dlasz # 2k oraz 0 dla z = 2km; b) z
sin — sin —
2 2
. (2n+ 1)z
sin 2 ( 1
dla z # 2k oraz n dla z = 2k7; ¢) ———5%—— dla = # 2k oraz n + 3 dla z = 2km;
2sin —
2
d) Slsrinnz dla z # k7 oraz 0 dla z = km; e) V2nt1 ( @ + icos w> -

f) (\/5) cos %

2.10* Obrazem prostej R jest okrag o érodku zo = 0 i promieniu r = 1 bez punktu —1.



 Liezby zespolone

Trzeci tydzien

Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej (1.5). Pierwiastkowanie liczb
zespolonych (1.6).

Przyktady

©® Przykfad 3.1
Stosujac postaé¢ wykltadniczg liczby zespolone] z rozwigzaé podane réwnania:

a) (z)° =4|2%|; b)

|2]22

@°

Rozwiazanie

Zastepujac symbolem e'¥ wyrazenie cos ¢+1sin w» wystepujace w postaci trygonometrycz-
nej liczby zespolonej z = r(cos ¢ + isin ) otrzymamy postaé wykladanicza tej liczby,
tzn. wzdr z = re'?. Przy rozwiazywaniu réwnad bedziemy korzystaé z tego, ze dwie nie-
zerowe liczby zespolone sa sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich moduly sa réwne, a
ich argumenty réznia si¢ o wielokrotno¢ 2=, tzn. dla z; = r1e'?!, 2z, = r2e'%2, 14,75 > 0,
mamy

21 =22 <= 11 =713 Oraz @1 = w2 + 2kw, k € Z.

a) Liczba z = 0 spelnia réwnanie (7)® = 4| 2| Niech teraz z = re'?, gdzie r > 0,
0o < 2r. Wéwczas 7 = re™*? oraz, ze wzoru de Moivre’a, (2)° = rfe%'%. Dalej
|z2| %, a wiec

(E)6 =4 |z2| = P8 = 45?2 = 18701 = 4y2,i0
6 _ 4,2

—6p =04 2kr, ke Z

r=0lubr=+2

<
o= l;r 1=0,1,2,3,4,5.

—

Rozwiazaniami réwnania sa zatem liczby

\/5\/_\/_ V2 V6.

21=0, 22 = 23—""‘+ 24 =-T+—2—l, Zs = —22, 26 = —23, 27 = —24.

Sa one przedstawione na rysunku ponizej.

Rez




b) Réwnowaznie mozemy napisaé, ze |z|? -

gdzie r > 0, 0 < ¢ < 27w. Wéwczas

Trzeci tydzien - przyklady
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z = (=1)- (%)’ dla z # 0. Niech z = re'®,

|22 2 = (=1)- (3)° < 2. (rei‘*’) =e'm. (rse”:"“)
= rie'? = (7 3¢)

3 =3
—

~{,

Rozwiazania réwnania tworza wiec dwie

proste nachylone do osi rzeczywistej pod
. T T .

katami — oraz —— i przechodzace przez

punkt O, ale bez tego punktu (rysunek).

® Przyktad 3.2

p=m—3p+2km, keZ

r € (0, 00),

r  km
T k=0123

4 Imz

ol | wh

Rez

Stosujac wzory Eulera przedstawi¢ cos®z w postaci sumy sinuséw i cosinuséw

wielokrotnosci kata z.

Rozwigzanie _
e!I + e—l.‘E
Mamy cosz = —
) s
cos®’z = (ew +e 'I)

1
2
1

o

A ORGRE

. Stosujac teraz wzér dwumianowy Newtona otrzymamy

)@t e+ (3) () ey

+(3) @@+ (G) @ @t () @ ey

ezs:r: + e—tSz

ezs:c + e—tsz

= (6512 + 563:’: + loeiz + lOe—ix + 56—-311.1: + e—siz)

611 + e—lI

1
2t

5
2 + 2

16

® Przykiad 3.3
Korzystajac z definicji obliczyé podane

a) V4i—3; b) /8.

10
+ 2

)

(cos 5z + 5cos 3z + 10 cos z).

pierwiastki:
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Rozwiazanie
a) Niech z 41y, gdzie z,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z +iy)2 =47—3.
Stad z2 + 2izy — y? = 4i — 3. Réwnanie to jest réwnowazne uktadowi réwnafi

2t —y? = 3

2zy = 4.
Rozwiazaniem tego uktadu réwnan sa pary liczb: =1,y =2; z = —1, y = —2. Zatem
V& =3 = {1 +2i,—1—2i}.
b) Niech z + iy, gdzie =,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z + 1y)° = 8.

Stad z° + 3iz’y — 3xy® — 13> = 8. Réwnanie to jest téwnowazne uktadowi réwnan
q y

3 — 3zy? =8,
312y - y3 = 0.

Z drugiego réwnania tego ukladu wynika, e y = 0 lub 3z = y?. Wykorzystujac te
zaleznoéci w pierwszym réwnaniu ukladu otrzymamy £° = 8 lub —8z® = 8. Stad z = 2
lub z = —1. Ostatecznie rozwiazaniem ukladu réwnan sa pary liczb: z = 2,y = 0;

t=-1,y=+3; z=—1, y=—+/3. Zatem V/8 = {2,——1—{-1'\/5,—1-—1‘\/5}.

Przyktad 3.4
Obliczy¢ 1 narysowaé na plaszczyzZnie zespolonej podane pierwiastki:

a) V=2, b) vV-8+8V3:; o)1

Rozwiazanie
W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr na pierwiastki stopnia n z liczby zespolonej z # 0 o
argumencie . Wzér ten ma postaé: {/z = {z0, 21,...,2n-1}, gdzie

zk = {/m(cos"o‘tfkﬂ. + 2sin <p+n2k7r) dla k=0,1,...,n — 1.
a) Dla z = —2i mamy |z| = 2 oraz argz = %71 Zatem
\/—_2i={\/§<cos§%k7r+isina2:w%kw> : k=0,1}.
Dla k = 0 mamy
20 =\/§(cos%”+z’sin %") =\/§(—£+i‘/7§) =—1+1.
Dla k =1 otrzymujemy
z1=\/2—(cosl—w+isin%>=\/§<£—i\/7§> =1-—1q.

Zatem vV —2i = {—1+14,1—1}.



zo=—1+41

5

zy=1—1

. 2
b) Dla z = —8 + 8v/31 mamy |z| = 16 oraz arg z = ?ﬂ-— Zatem

2 4 2k 2 4 2k
V-8 +8/3i = { Y16 (cos—?’—-—z—w+isin g) : k=0,1,2,3}.

4
Tak wiec dla k = 0,1, 2,3 mamy odpowiednio

1
20 =2 5) =V3+4i,
o = {31) =—1+V3,
1.
22=2 §)='— 3"1,
z3 =2 coss—;+isin§;)—2 ):1—-\/§i.

zo=\/§+i

2 Re z

Stad V/~8+8v3i = {V3+1,—1+V3i,—V3 —i,1-3i}.

¢) Dla z =1 mamy [z] =1 oraz argz = 0. Zatem
V1= {%(coso+62k7r + 2sin 0+62k7r) : k=0,1,...,5}.

Tak wiec dla £ =0,1,2,3,4,5 mamy odpowiednio

20 = 1(cos 0+ 1sin0) =1, zl=l(cos§+151 ;):%
27 27 1 V3.
z::l(cos—§-+zsnT)=——2-+Tz, z3=1(cos7r+zsm1r) -1,

24=1(cos4?+zsi 4”) =-—-1-—£i, z5=1(cos§3——+zsm5—r> =%— \/3—1'.

3 3



e 1 V3. 1 3. 1 V3.1 /3.
SR 5 (R A S I AL P A - A
Ostatecznie V1 {1,2 + 7 b3 + 7 »—L—3 2 b3 5
Im 2z
za=—44 %2 n=3+%%

zz3=-—1

Rez

©® Przyktad 3.5
Odgadujac jeden z elementéw podanych pierwiastkéw obliczyé pozostale elementy
tych pierwiastkéw:

a) \J(3-50)% b) YT+% o Y(V3-9)"

Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr wyrazajacy elementy zbioru pierwiastkéw

{'/;:{20,21,...,2,,_1}

w zaleznosci od wybranego pierwiastka zo, przy czym argument gtéwny zo niekoniecznie
jest najmniejszy:

2k .. 2k .
Zk = Zo (cos—n£+zsm—n—£), gdzie 1<k<n—1.

a) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru /(3 — 5¢)2 jest liczba zo = 3 — 5i. Drugi
element tego zbioru wyraza si¢ zatem wzorem

z1 =20 (cosm +isinw) = (3 —51) - (—=1) = —3 4 54.

b) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru {/(1 + 1) jest liczba 20 = (1 + 1)? = 2i.
Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja si¢ wzorem

2k .. 2k .
Zk = 20 (cos—37£ + isin —ﬂ-), gdzie k=1,2.

3
Zatem
. 27
z1=21(cosT+zsm— _21< —;— {):— 3 —1,
zz=2i(cos4—+zsm— =21 l £ =3 —i.
3 2 2
¢) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru ¢ (\/§ Jest liczba

e 65 =[o o () s ()] - <<> (5)=s



, a9

Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja si¢ wzorem

Zk = 2o (cos zi—ﬂ- + isin 2’%) , gdzie k =1,2,3.
Zatem

. T .. T .o
z1 = —81 (cosE+zsm—2—) =—-81-1=28§,

z2 = —8i(cosw + isinw) = —8i- (—1) = 8,

22 = —8i (cos 37” +isin %’1) — _8i.(—i) = -8.

Przyktad 3.6
Jednym z wierzchotkéw tréjkata réwnobocznego jest punkt zp = 1+2¢. Wyznaczyé
pozostale wierzchotki tego tréjkata, jezeli jego srodkiem jest:

a) poczatek uktadu wspdtrzednych;
b) punkt u = 6 — 1.

Rozwiazanie

a) W rozwiazaniu wykorzystamy fakt mdwiacy, ze zbidér pierwiastkéw stopnia n > 3 z
liczby zespolonej z # 0 pokrywa sie z wierzchotkami pewnego n-kata foremnego wpisa-
nego w okrag o Srodku w poczatku ukladu i promieniu r = {‘/m Zatem znalezienie
wierzcholkéw z1, z» tréjkata réwnobocznego rozwazanego w zadaniu, sprowadza si¢ do
wyznaczenia zbioru pierwiastkéw stopnia 3 z pewnej liczby zespolonej, gdy znana jest
wartoé¢ jednego z tych pierwiastkéw, tzn. zo = 1 4 2i. Mamy

Zk = 20 (cosy‘;—w + 7sin %Tﬂ.) dla k=1,2.

Zatem
z=(1 +2i)(cosz3£+isin 2%):(1 +2i)<—%+ \/T§z> =(—% —\/§>+(\/T§ - 1>i,
22 = (1+2i)(cos-4?7r + ¢sin 4%):(1 +2i)(—%-—- —\2—3_-1) =<—-;— +\/§)+<—\/T§ — l)i.

b) Przesuwamy oba punkty tak, aby $rodek tréjkata znalazl si¢ w poczatku ukiadu
wspélrzednych. Wierzcholek zo znajdzie sie wéwczas w punkcie zé =2zo—u= —54 3.
Pozostale wierzchotki przesunietego tréjkata mozna otrzymaé teraz w taki sam sposéb
jak to pokazano w przykltadzie a), tzn. z zaleznosci:

z{=(—5+3i)(—%+‘/7§i)=§_ﬂ_§'_5\/§

22 = (=5 + 3d) <—%— ?;) =

Wracamy do polozenia poczatkowego i znajdujemy wierzchotki naszego tréjkata ze wzo-
réw:

5\/§i

. 17 3/3 5.
an=z1tuv=———F]7——-1t— —(—1, zz=z2+u=—2-+—7—-——2—z+ 2



@ Przyktad 3.7
Znalez¢é rozwigzania podanych réwnan:

a) 28 =(24+40)% b) (z—i)t=(24+19)% )P +32+3z=1i—1.

Rozwiazanie

a) Zauwazmy, ze rozwigzanie réwnania 2% = (2 + 44)° sprowadza sie do znalezienia
zbioru pierwiastkéw 6-tego stopnia z liczby (2 + 4i)6. Jednym z elementéw tego zbioru
Jest oczywiscie liczba zo = 2 + 4i. Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja sie wzorem:

.. 2k .
zZk = 2o (cosz—’:r——{—zsln TW), gdzie 1 < k <5.

Zatem
. T .. T (1, V3. .
z1 = (24 41) (cos~§+tsm§) = (24 41) (-2-+71> =1-2v/3+ (2+\/§)z,

. 27 .. 2T . 1 x/§ .
22 = (2 + 42) (cosT+zsm T) = (2 +49) (—-5+ —2—1) =—1—2\/§+(—2+\/§)1,

23 = (24 4i) (cosm+ isinw) = (2 +4i) (=1) = —2 — 41,

24 = (2 + 41) (cos%+isin§§:) =(2+41) (—%—ﬁ) =—1+2\/_—(2+\/§)i,

zs = (2 + 43) (cos%”“sm%") =(2+49) (%--?) =1+2v3+(2-v3)i

-\ 4
o . . . , . , [z2—1

b) Oczywiécie z # —i. Zatem nasze réwnanie ma réwnowazna postaé ( T ) =1,
zZ41

ktdra jest z kolei réwnowazna alternatywie réwnan

z—1
- = wg,

zZ4+1

gdzie 0 € k < 3 oraz {wo,w1,wz,ws} = 1. Poniewas /1 = {1,-1,7, -1}, zatem
réwnania te przyjmuja posta¢ z —i=z+ilubz—i=—(241)lubz —i= 1(z +7) lub
z —1i = ~i(z 4 i). Pierwsze z tych réwnaf jest sprzeczne, a pozostale maja odpowiednio
rozwiazania z; =0, z2 = —1, z3 = 1.

c) Réwnanie z° + 322 + 32 = i — 1 mozna zapisaé¢ w postaci (z+1)® = i. Liczba z + 1
Jest zatem dowolnym elementem pierwiastka trzeciego stopnia z liczby 1. Poniewaz

«’/Z={‘/§+%i,——\/—§+li,—i},

o 2 T2

wiec
3 1. 3 1. .
z+1= £+—z lub z+l=—£+—z lub z4+1=—13.
2 2 2 2
Rozwiazaniami tych réwnan, a zatem i wyjéciowego réwnania, sa liczby

V3 V3

} 1. 1.
=—]—, = —— =1 -1, = -l _ —1.
z1 1, 22 2 +2z 22 7 1+21
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Zadania

Zadanie 3.1
Stosujac posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej rozwiazaé podane réwnania:

—— 4
a) 2" =7 b) (%) = 22|22, o) (2)%]?] = =
d) !z|3 =iz%; e) 2% = (?)6; f) |z8| = 2%
Zadanie 3.2

Stosujac wzory Eulera wyrazié podane funkcje w postaci sum sinuséw i cosinuséw
wielokrotnosci kata z:

a)sin®z; b)cos’z; c¢)sin®z; d)sin*z 4+ costz.

Zadanie 3.3
Korzystajac z definicji obliczy¢ podane pierwiastki:

a) VB —12i; b)/—11+605; c) /4 d)VI6.

Zadanie 3.4
Obliczyé i narysowaé na plaszczyznie zespolonej podane pierwiastki:

a) V—14++/3i; b) V/=27Ti; <) v/—4; d)/-64;
e) v/32i; f) =1+, g*) vi; h*) J2+2i

Zadanie 3.5
Odgadujac jeden z elementéw podanych pierwiastkéw obliczy¢ ich pozostate ele-
menty:

a) VB — 4% b) (24305 o) Y2=105 d) /2= 20)°.

Zadanie 3.6
Jednym z wierzchotkdéw kwadratu jest punkt z; = 4 — i. Wyznaczy¢ pozostale
wierzchotki tego kwadratu, jezeli jego Srodkiem jest:

a) poczatek ukladu wspdlrzednych; b) punkt u = 1;
¢) punkt u = 3 + ¢; d) punkt u = 7+ /2.

Zadanie 3.7
Znalezé rozwiazania podanych réwnan:

a) 2 =(1-49)% b)(z-=1)°=(3G—-2)5% ¢)2z2=(iz+1)>3

Zadanie 3.8
Punkty z; = 1 — 34, z3 = —1 + bi sg przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu.
Wyznaczyé polozenia pozostalych wierzchotkéw tego kwadratu.
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Odpowiedzi i wskazowki
\/_ \/- \/_ \/_ VZIoV2. .2 \/5

3.1a)0,1, — + — 1, —1, T b Th g T o b) suma trzech

. .
prostych: osi rzeczyw1stej oraz prostych nachylonych do tej osi pod k@tem 31 przecho-

dzacych przez punkt O; c) okrag o érodku w punkcie O i promieniu v/2; d) suma trzech
pélprostych o poczatku w punkcie O : nieujemnej czedci osi urojonej oraz pdtprostych

nachylonych do niej pod katem %; e) suma szesciu prostych przecinajacych sie w punk-
cie O : obu osi oraz prostych nachylonych do tych osi pod katem %; f)o0,1,7, -1, —1.

1 . . 1 1 . . .
3.2 a) 2(3 sin z — sin 3z); b) 5(1 + cos 2z); c) E(sm 5z — 5sin 3z + 10sin z);

d) i(cos 4z + 3).

3.3 a) {3 —2i,—3 +2i}; b) {5+ 6i,~5 — 6i}; c) {— :

d) {2,2i,-2,—2i}.

3-4a){\/_ V6 . \/_ \/_} b){ .—3\/;-31 3\/§—3i};

, V34 —«/§+z‘}.
) 2 y T 5 (0

_+_. —_—— e — s 2
c) {1+z,—-1+z,—1—z,1——z}'d) {V3+14,2i, —V3+i,—V3 -4, -2, V3 —i};

T R ¢ . 97 97 137 .. 13w
2 = = 2 ki bl
e){ (coslo+zsm10>,21,2(c0510+151n 10) 2<cos m + 2sin 10),
2(cos 177r+i in 17#)}.
TR T WS

0 {35040 535 (1= V) 45 (1B o (10 v8) 1 i -V |

g*) {£(a + bi), £(b — a1)}, gdzie b = S S (1+V2)b;

Va+2/2
+t l—a+(a—1)1 —1—ai .
h*) ¢ L1 , , gdzie @ = 2 +V/3.
){\/2_(1 Weri T }gmea +
3.5 a) {9—40i,—9+40i}'b){ —2+43i,—3 — 2i,2 — 3i,3 + 2i};
c) {3 41, ——+2\/_+2z+ \/51 ———2\/—+21 \/g},
d){—16(1+z),8(1+\/_+z—z\/_),8(1— 3+i+1vV3)};
8.6 a) {1 +41,—4+i,—1—4i}; b) {24 34, —2 +14,-3i}; ¢) {5+ 23,2 + 34, 1};
) {8+ v2Z+(vV2-3)i,104 (14+2v2) 4,6 —vV2+ (3+v2) 1} .
1+z 2—V3+i 24VB+1 2-V3—i 2431

3.7a) 1—1,14+¢,—1—14,—1+414;b , , ;
| , ) 344v/3 7 3—-iv/3 ' 1+4v/3 | 1-iV/3
c) _

1= 14+4(2-v3) 1+z‘(2+x/§)'

3.8 20 =4+21, 24 = —4.




Wielomiany

Czwarty tydzien

Podstawowe definicje 1 wlasnoéci (2.1). Pierwiastki wielomiandéw
(2.2).

Przyktady

Przyktad 4.1
Obliczy¢ iloczyny podanych par wielomiandw rzeczywistych lub zespolonych:

a) P(z) = 22 — 2z + 3, Q(z) = 2% — 22? + 5z — 1, gdzie z € R;
b) W(z) = 22+ 3iz + 1 —14, V(2) = —iz? + 4z — 61, gdzie z € C.
Rozwiagzanie
a) Mamy
(P-Q)(2) = P(z) - Q()
(z2—\/§z+3) . (x3—2x2+5x—1)
= x5—2z4+5z3—z2—\/§x4+2\/§z3—5\/§z2+\/§x+3z3—6x2+15z—3
=2 - (24+vV2)z* +2(4+v2)2® — (T+5V2) 2> + (15 + V2) z - 3,

z € R.

Il

b) Mamy
W V)(z) =W(z)-V(2)
= (2 +3iz+1—1) - (—iz® + 4z — 6i)
= —iz* +42° — 612% +32° +12i2° + 182 — (1 4+1)2° +4(1 — 1)z —6i — 6
= —iz* +72° + (50 — 1)22 4+ (22 — 4i)z — 6(1 + 1), z € C.

Przyktad 4.2
Obliczy¢ ilorazy oraz reszty z dzielenn wielomianéw P przez wielomiany Q, jezeli:

a) P(z) = 2z% — 523 + 2z, Q(z) = 2% — 1
b) P(z) =215~ 1, Q(z) =2°+1;
¢) P(2) =25+ 322 4+ Tiz— 1, Q(z) =z —1.

43



Rozwiazanie
W rozwiazaniu wykorzystamy algorytm dzielenia wielomiandéw.
a) Mamy
22> - 5z 4 2
(2z* - 52 + 2z) (=2 -1)
- 2t + 2z
= - 52 4+ 222 + 22
+ 52° - 5z
= 252 - 3z
- 222 +
= - 3z +
Tloraz 2z% — 5z + 2, reszta z dzielenia —3z + 2.
b) Mamy
£ - 5 4 1
(z® - 1) (zs+1)
_ gy g0
= - g - 1
+ 0 4 o
= 1,‘5 - 1
- z* - 1
= - 2
loraz £'° — z° + 1, reszta z dzielenia —2.
¢) Mamy
2t 4+ 42® - 22 4+ (3-i)z + 1+ 10¢
(2° + 322 + Tiz — 1) : (z-1)
— 2% 4 4t
= izt + 322 + Tiz — 1
- 4zt - 2P
= - 2 4 322 4 Tiz — 1
+ 22 = iz?
= (3—-1)2* + Tiz — 1
- 3-92" + (1+39)z
= (1+109)z — 1
— (1+10i)z — (10 —9)
= - (11-9)

loraz z* +12% — 22 + (3 —1)z + 1+ 104, reszta z dzielenia —11 + 3.

©® Przykiad 4.3
Znalez¢ wszystkie pierwiastki catkowite podanych wielomianéw:

a) 2% — 222 — 5z +6; b) 223 — 522 — 2z — 3; ¢) z°+ 5z3 + 322 — ¢ + 15.
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Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu

n n—1
ant + an—1T

+,..+a1z+a0

o wspélczynnikach calkowitych: kazdy catkowity pierwiastek tego wielomianu jest dziel-
nikiem wyrazu wolnego ao.

a) Dzielnikami wyrazu wolnego ao = 6 sa liczby: 1,-1,2,-2,3,-3,6, —6. Obliczajac
wartoéci tego wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw widzimy, ze pierwiastkami catkowi-
tymi sa 1, —2, 3. Poniewaz jest to wielomian stopnia 3, wiec sa to jego jedyne pierwiastki.
b) Dzielnikami wyrazu wolnego ao = —3 sa liczby: 1, -1, 3, —3. Obliczajac wartosci tego
wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw widzimy, ze jedynym pierwiastkiem catkowitym
jest 3.

¢) Dzielnikami wyrazu wolnego ao = 15 sa liczby: 1,-1,3,-3,5, —5,15, —15. Obliczajac
wartosci tego wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw wnioskujemy, ze nie ma on pier-
wiastkéw calkowitych.

Uwaga. W wielu przypadkach obliczenia mozna znacznie uprosci¢ np. badajac parzy-
sto$é wartosci wielomianu dla dzielnikéw wyrazu wolnego. W przykladzie ¢) dla kazdej
wartosci calkowitej £ warto$¢ wielomianu jest liczba nieparzysta (jako suma algebraiczna
czterech liczb jednakowej parzystosci oraz 15), zatem nie moze byé réwna 0.

Przyktad 4.4
Znalezé wszystkie pierwiastki wymierne podanych wielomiandw:
2
1
a) 4zt — 722 -5z —1; D) x3+£6——:c+3—; ¢) 3z® + 52° —z* 4+ T2 — 9.

Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o postaci pierwiastkéw wymiernych wielo-

mianu anz™ + an_ 1™ + ... 4+ a1z + ao o wspdtczynnikach catkowitych: jezeli liczba
wymierna —, gdzie ulamek = jest nieskracalny, jest pierwiastkiem tego wielomianu, to p

jest dzielnikiem wyrazu wolnego ao, natomiast g jest dzielnikiem wspdlczynnika a,,.

a) Dla wielomianu 4z* —72% -5z — 1 mamy a4 = 4 oraz ao = —1. Dzielnikami wyrazu
wolnego ao sa liczby 1, —1. Dzielnikami wspdlczynnika a4 sa: 1,—1,2,—2,4, —4. Zatem

. . . . . . . , . -1 1 -1 1
pierwiastkamil wymiernymi tego wielomianu moga by¢ tylko liczby: I T3 31
-1 . L . . . . . . -1 .

= Obliczajac wartosci wielomianu kolejno dla tych liczb wnioskujemy, ze tylko - jest

jego pilerwiastkiem wymiernym.

. . 1 1 . . . L .

b) Poniewaz z° + % -z + 3 = g (6z3 + 1% — 6z + 2) , wiec pierwiastki wielomianu
2

2+ I ¢ + = pokrywaja sie z pierwiastkami wielomianu 6z° + z2 — 6z + 2. Dla wielo-

mianu66za+z2i6z+2 mamy a3 = 6 oraz ap = 2. Dzielnikami wyrazu wolnego ao sa liczby:
1,-1,2,—2. dzielnikami wspdlczynnika a; sa natomiast liczby: 1,—1,2,-2,3,—3,6, —6.
Zatem pierwiastkami wymiernymi rozwazanego wielomianu moga byé tylko liczby: %,
—-12—21—11—1_2-—21—1

T T 1T 2333 36 8 Po sprawdzeniu okazuje sie, ze jedynym
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L . . . 1
pierwiastkiem wymiernym jest 3

¢) Dla wielomianu 3z° + 52° — z* 4 72 — 9 mamy a¢ = 3 oraz ao = —9. Dzielnikami wy-
razu wolnego ao sa liczby: 1,—-1,3,—3,9, —9. Dzielnikami wspdtczynnika ae sa natomiast
liczby: 1,—1,3, —3. Zatem pierwiastkami wymiernymi tego wielomianu moga byé tylko
liczby T _Tl, %, —T3, % _Tg, %, :31 Po sprawdzeniu okazuje sie, ze zadna z tych liczb
nie jest pierwiastkiem wielomianu.

Uwaga. Obliczenia w przykladzie ¢) mozna znacznie uproscié, jezeli zauwazymy, ze dla

kazdego utamka =, gdzie p i ¢ sa liczbami nieparzystymi, wartos¢ wyrazenia 3z° + 5z° —
q

z* + Tz jest utamkiem nieskracalnym o parzystym liczniku i nieparzystym mianowniku.

Stad wynika, ze wartoé¢ wielomianu 3z°® 4 5z° — z* + 7¢ — 9 dla takiego ulamka jest

utamkiem o nieparzystym liczniku. A zatem wielomian ten nie moze byé réwny 0 dla

tych liczb wymiernych.

Przyktad 4.5
Znalezé pierwiastki podanych réwnari kwadratowych i dwukwadratowych:

a) 22 42iz+3=0; b)z?2—(2414)z—147i=0;
c) 2*+522+4=0; d)2z*-302%24289=0.
Rozwiazanie

Do wyznaczenia pierwiastkéw réwnania kwadratowego az®+bz+c = 0 o wspdlczynnikach
zespolonych wykorzystamy wzory

= -b-§ b = -b+4
YT T2 0 T T
gdzie § oznacza jeden z pierwiastkéw kwadratowych z liczby zespolonej A = b? — 4ac.
a) Dla réwnania kwadratowego 2z + 2iz + 3 = 0 mamy A = (2i)2 —4-1-3 = —16.
Przyjmujac § = 41 otrzymamy
g DM —2iddi
1= 2 = y Z2 = 2 =

b) Dla réwnania kwadratowego z° —(2+41)z—1+7i = 0, mamy A = (2+414)2 —4(=147i) =
7 — 241 = (4 — 34)%. Przyjmujac teraz § = 4 — 37 we wzorze na pierwiastki réwnania
kwadratowego otrzymamy

241)—(4-3: . 241 4 -3 .
z1=—-———( +1) —( z)=—1+21, 222*—( +1) + l)=3—z.
2 2
c) Podstawiajac w rozwazanym réwnaniu w = 22 otrzymamy réwnanie kwadratowe
w? 4 5w + 4 = 0. Rozwiazaniami tego réwnania sa w1 = —1 oraz wy = —4. Pierwiastki
wyjéciowego réwnania sa zatem rozwigzaniami réwnan 2% = —1, 22 = —4. Stad z; = —i

z2 =1, z3 = —21, z4 = 21.

)

d) Podstawiajac w rozwazanym réwnaniu w = z° otrzymamy réwnanie kwadratowe

. L . . — 162 .
w? — 30w + 289 = 0. Rozwiazaniami tego réwnania sa w; = &—-—l = 15 — 81 oraz

2
30 + 162 .o . . o . . . L
— = 15 + 8i. Pierwiastki wyjsclowego rownanla sa zatem rozwiazaniami

réwnai z? = 15 — 81, 22 = 15 + 8i. Stad z1 =4 —1, 20 = —4 414, 23 =4 +1, 24 = —4 — 1.

w2 =
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® Przyktad 4.6

Znajac niektére pierwiastki podanych wielomianéw znalezé ich pozostale pier-
wiastki:

a) W(z) =z% +22% + 52 + 62+ 6, z1 = 1 +74;

b) W(z) = 2% — 5z* + 182% — 182% + 17 — 13, 2, =2 - 3¢, @2 = 1.

Rozwiazanie
W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie: jezeli liczba zespolona zo jest pierwiastkiem
wielomianu o wspétczynnikach rzeczywistych, to ZTo takze jest pierwiastkiem tego wielo-

mianu.
a) Z twierdzenia tego wynika, ze skoro 1 = —1 +1 jest pierwiastkiem wielomianu rze-
czywistego z* + 2¢° + 522 + 6z + 6, to takze liczba £, = T1 = —1 — 1 jest pierwiastkiem

tego wielomianu. Z twierdzenia Bezout wynika, ze rozwazany wielomian jest podzielny
przez wielomian

(z —21)(z —22) = [z — (=14 9)][z — (=1 —1)] =z’ +2z 42
Tloraz z dzielenia wielomiandw
(z* +22° + 52° + 62 +6) : (z” + 22 +2)

jest wielomianem z2 + 3. Pierwiastkami tego wielomianu sg liczby z3 = V35, T4 = —/31.
b) Skoro liczby z1 = 2 — 31 oraz £ = i s3 pierwiastkami wielomianu rzeczywistego, to
takze liczby z3 = T1 = 2 + 31 oraz 4 = T2 = —i sa jego pierwiastkami. Z twierdzenia
Bezout wynika, ze wielomian z° — 5¢% + 187% — 1822 + 17z — 13 jest podzielny przez
wielomian

[z —(2=3)][z — (2+3:)](z —i)(z +1)
= (12 — 4z + 13) (z2 + 1)
zt — 423 + 142% — 42 4+ 13.

(z —21) (2 — 23) (z — 22) (= — 24)

Il

Ilorazem z dzielenia wielomianéw
(z° - 52* +182° — 182° + 17z — 13) : (2* — 42° + 142" — 4z + 13)

jest wielomian z — 1. Pierwiastkiem wielomianu z — 1 jest oczywiscie z5 = 1.

Uwaga. Dla tego wielomianu koficowe obliczenia mozna uprosci¢ prébujac znalez¢ pier-
wiastki catkowite wéréd podzielnikéw wyrazu wolnego ao = —13, tj. wéréd liczb: 1, -1,
13, —13.

Przyktad 4.7

Nie wykonujac dzieleri znalezé reszty z dzielenn wielomianéw P przez wielomiany
Q, jezel:

a) P(z) =214+ 22 - 2, Q(z) = 23 — 4z;

b) P(z) = 2% + 523 + 1, Q(z) = 2 — 22 + 2.

Rozwiazanie
a) Reszta z dzielenia dowolnego wielomianu przez wielomian stopnia 3 jest wielomianem
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stopnia § 2. Niech poszukiwana reszta ma postaé¢ R(z) = az® + bz + ¢, gdzie a,b,c € R.
Wtedy P(z) = I(z)- Q(z) + R(z), gdzie I jest ilorazem z dzielenia tych wielomiandw.
Zatem

x10+z2—2:f(a:)~(z3-4z) +az® 4+ bz +c
dla kazdego z € C. Podstawiajac w tej tozsamosci pierwiastki wielomianu z° — 4z, tj.
liczby z1 = 0, zo = —2, 3 = 2, otrzymamy uklad réwnan

-2 = c,
1026 = 4a — 2b + ¢,
1026 = 4a + 26 + c.

Rozwiazaniem tego uktadu réwnan jest tréjka a = 257, b = 0, ¢ = —2. Zatem reszta z
dzielenia tych wielomianéw ma postaé¢ 257z2 — 2.

b) Reszta z dzielenia dowolnego wielomianu przez wielomian stopnia 2 jest wielomianem
stopnia € 1. Niech poszukiwana reszta ma postaé R(z) = az + b, gdzie a,b € R. Wtedy
P(z) = I(z)  Q(z) + R(zx), gdzie I jest ilorazem z dzielenia tych wiclomianéw. Zatem

z8+5x3+1=1(z) (12—2z+2)+az+b
dla kazdego = € C. Poniewaz pierwiastki wielomianu z° — 2z + 2, t]. liczby z1 = 1+ 1,

z2 = 1—1, nie sg liczbami rzeczywistymi, wigc w ostatniej tozsamodci wystarczy podstawié¢
tylko jeden z tych pierwiastkdw np. z1. Wtedy otrzymamy réwnosé

(1419 +5(1+1)° +1=a(l +1) +b.

Stad 7410t = (a+b)+ai. Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron tej réwnosci
otrzymamy uklad réwnan

a+b= 1,

a = 10.

Rozwiazaniem tego ukladu réwnai jest para a = 10, b = —3. Zatem reszta z dzielenia
tych wielomianéw ma posta¢ 10z — 3.

Zadania

Zadanie 4.1

Obliczy¢ iloczyny podanych par wielomianéw rzeczywistych lub zespolonych:
a) Ple) =z =323+ 2~ 1, Q(z) = 2% — 2 + 4;

b) W(z) =2 +522 —i2+3, V() = (1+ i)z — 2.

Zadanie 4.2

Obliczy¢ ilorazy oraz reszty z dzielen wielomianéw P przez wielomiany @, jezeli:
a) P(z) = 22" — 32® + 422 — 52 4+ 6, Q(z) = 22 — 3z + 1;

b) P(z) = 2% — 16, Q(z) = z* + 2;

¢) P(z2) =2° =22+ 1, Q(z) = (2 —i)3.

Zadanie 4.3

Znalez¢ wszystkie pierwiastki catkowite podanych wielomiandw:

a) @3 + 2% — 4z — 4; b) 323 — 72?2 + 4z — 4;

) &% —2z% —42® + 42 — 52 +6; d) 2%+ 32% — 2% + 17z + 99.
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O Zadanie 4.4
Znalezé wszystkie pierwiastki wymierne podanych wielomianéw:

a)zs—%xz—%x—g; b) 4z* + 423 + 322 — 2 - 1;
1 1
)43 +z-1; d)x5+§z3—-:x2+§x—§.

O Zadanie 4.5
Znale7é pierwiastki podanych réwnan kwadratowych i dwukwadratowych:

a) 22 —4z+413=0; b) 22— (3-2i))z+(5-5i)=0;
) 22 +822415=0; d)2*-3iz24+4=0.
O Zadanie 4.6

Znajac niektdre pierwiastki podanych wielomiandw rzeczywistych, znalezé ich po-
zostalte pierwiastki:

a) W(z) = 2% — 3222 + Tz — 3v/2, 21 = V2 +73;

b) W(z) = z* — 223 + 72% + 62 — 30, z; = 1 — 33;

c) W(z) =z* — 623 + 1822 — 30z + 25, z1 =2+ 3;

d) W(z) = 28 — 225 + 5z* — 623 + 822 — 4z + 4, =) =i, z3 = —/2i;

e) W(z) = 2® — 625 + 18z — 2823 + 3122 — 22z 4+ 14, z; = 1 — 4, 25 = 2 — V/3i.
O Zadanie 4.7

Nie wykonujac dzieleni znalezé reszty z dzielen wielomianéw P przez wielomiany
Q, jezeli:

a) P(z) = 188—3a:3+5:c, Q(z)=z?—z -2
b) P(z) = z'4 — 421 4 22 + 2z, Q(z)==2?+2;
¢) P(z) = 30-{-3:014+2 Q(z)=z3+1;
d) P(z) = 2! 4+ 225" — 322 +1, Q(z) ==2? - 1;
e) P(z) =25+ 1z -2, Q(z) = 22 — 2z + 5;
f) P(z) = 25 + = — 50, Q(z) = z3 +8.

O Zadanie* 4.8
Liczby zespolone z, z2, 23 sa pierwiastkami wielomianu stopnia 3 o wspdlczynni-
kach rzeczywistych. Wyznaczyé wszystkie mozliwe wartosci liczby z.

Odpowiedzi i wskazdowki

4.1a) P(z) - Q(z) = 2° —42® + Tz* —112° — 222 + 52 — 4; b) W(z2) - V(2) = (1 +14)z* +
(8 +54)2° — (9 +1)2° + (3 + 5i)z — 6.

4.2 a) lloraz 2z + 3z + 11, reszta z dzielenia 25z — 5; b) Iloraz z'? — 22 + 4z* — 8,
reszta z dzielenia 0; ¢) Iloraz z° + 3iz — 7, reszta z dzielenia —13:2%2 — 18z + 1 + Tu.
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4.3 a) —1,2,-2; b) 2; ¢) 1, -2, 3: d) wielomian nie ma pierwiastkéw catkowitych. Wska-
zéwka. Wykorzysta¢ uwage z przyktadu 4.3 c).

4.4 a) 2, —l, —%; b) %, —%; c) E d) wielomian nie ma pierwiastkéw wymiernych.

2 2’
45a) 2—-3i, 243, b) 1— 34, 2+1; ¢) iV3, —iv3, iV, —iv/G d) —t! 1=7
V2 V2
V2(1 4 1), —vV2(1 +9).
4.6a) V2—1i, V2 b) 1+3i, V3, —V3;¢) 2—14, 1420, 1 — 2i; d) —i, V24, 1 +34, 1 — 3;
e) 141, 2431, i.
4.7 a) 81z + 80; b) V2z — 2; ¢) 32> 4 3; d) 2z — 1; e) —18z + 58; f)  + 14.
V3 1 .3

. . . 1 .
4.8* z moze by¢ dowolna liczba rzeczywista lub 1, —1, —3 + z—-2—, 3= 1—2—.

Piaty tydzien

l Zasadnicze twierdzenie algebry (2.3). Ulamki proste (2.4).

Przyktady
Przyktad 5.1

Poda¢ przyktady wielomianéw zespolonych najnizszego stopnia, ktére spelniaja

podane warunki:

a) liczba 1 jest pierwiastkiem podwdéjnym, a liczby 2, 3, 1 + ¢ s pierwiastkami
pojedynczymi tego wielomianu;

b) liczba 2 — 31 jest pierwiastkiem podwdjnym, a liczba 2 + 3i Jest pierwiastkiem
poczwérnym tego wielomianu.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o przedstawianiu wielomianu zespolonego w
postaci illoczynu dwumianéw. Jezeli liczby zespolone zi, z2, ..., zm sa pilerwiastkami
wielomianu W o krotnosciach odpowiednio ki, ks, ..., km, to

W(z)=c(z—2)"  (z=2) . . (2= zm)",
gdzie ¢ € C\ {0} jest wspSlczynnikiem tego wielomianu przy najwyzszej potedze.
a) Przyktadem wielomianu spelniajacego podany warunek jest wielomian postaci:
W(z) =z =17 (z=2)- (- 3) - [ — (14 0)],

gdzie ¢ € C\ {0}. Wielomiany tej postaci sa jedynymi wielomianami najnizszego stopnia,
ktére spelniaja ten warunek.

b) Przykladem wielomianu spelniajacego podany warunek jest wielomian postaci:
W(z)=clz—(2-3)] [z — (2 +30)]*,

gdzie ¢ € C\ {0}. Wielomiany tej postaci sa Jedynymi wielomianami najnizszego stopnia,
ktére spelniaja ten warunek.
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® Przyktad 5.2
Podaé przyktady wielomiandéw rzeczywistych najnizszego stopnia, ktére spetniaja
podane warunki:
a) liczby 0, 3 oraz —i sa pierwiastkami pojedynczymi tego wielomianu;
b) liczby 1+ 24, —5 sa plerwiastkami pojedynczymi, liczba 0 jest pierwiastkiem
podwdjnym, a liczba —3i jest pierwiastkiem potréjnym tego wielomianu.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o pierwiastkach zespolonych wielomianu rze-
czywistego. Jezeli liczba zespolona z¢ jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu rzeczywi-
stego, to liczba Ty takze jest pierwiastkiem k-krotnym tego wielomianu. Wykorzystamy
takze twierdzenie o przedstawianiu wielomianu rzeczywistego w postaci iloczynu dwu-
miandéw lub tréjmiandéw rzeczywistych. Jezeli liczby z1, z2, ..., z, sg plerwiastkami rze-
czywistymi wielomianu rzeczywistego W o krotnosciach odpowiednio k1, k2, ..., kr oraz
liczby zespolone z1, z2, ..., zs, gdzie Imz; > 0 dla 1 < j < s, sa plerwiastkami istotnie
zespolonymi tego wielomianu o krotnosciach odpowiednio 3, Iz, ..., I, to

W(z) =a(z—21)"  (z—22)2 .. (z—z,)F"

x (2* +pz+aq)" N

1
(24 partq) (2P s tgs)
gdzie ¢ € R\ {0} jest wspdlczynnikiem wielomianu W przy najwyzszej potedze, a liczby
P1, 1, P2, g2, - - -, Ps, s sa okreslone przez réwnosci

pj=—2Rez;, ¢; =|z° dla 1<5<s.

a) Poniewaz liczba —1 jest pojedynczym pierwiastkiem zespolonym szukanego wielomianu
rzeczywistego, wiec takze liczba —1 = 1 jest jego pierwiastkiem pojedynczym. Przyktadem
wielomianu rzeczywistego najnizszego stopnia, ktérego pierwiastkami jednokrotnymi sg
liczby: 0, 3,1, —1 jest wielomian

W(z) = az(z — 3)(z — i)(z +1) = az(z — 3) (2* + 1),

gdzie a € R\ {0}. Wielomiany tej postaci sa jedynymi wielomianami rzeczywistymi stop-
nia 4, ktérych pierwiastkami sa liczby 0, 3,1, —1.

b) Poniewaz liczba 1 + 2¢ jest pojedynczym pierwiastkiem zespolonym szukanego wie-
lomianu rzeczywistego, wigc takze liczba 1+42i = 1 — 27 jest jego pierwiastkiem po-
jedynczym. Podobnie, skoro liczba —31 jest potréjnym pierwiastkiem zespolonym tego
wielomianu, wiec takze liczba —31 = 31 jest jego pierwiastkiem potréjnym. Przyktadem
wielomianu rzeczywistego najnizszego stopnia, ktérego pierwiastkami pojedynczymi sa
liczby: —5,1 + 21,1 — 21, pierwiastkiem podwdjnym jest 0, a pierwiastkiem potréjnym sa
liczby 3: oraz —3i jest wielomian

W(z) = az®(z +5)[z — (1 4+ 20)][z — (1 = 20)] - (z — 34)* - (z + 31)°
ax2(2: +5) (:c2 — 2z + 5) (1?2 +9)3 ,

il

gdzie @ € R\ {0}. Wielomiany tej postaci sa jedynymi wielomianami rzeczywistymi
stopnia 11, ktére maja wymienione wyzej pierwiastki wielokrotne.
® Przyktad 5.3
Podane wielomiany zespolone przedstawi¢ w postaci iloczynu dwumiandéw:
a)iz? —-4; b) 23 —322+32—-1+8i; c¢)z*—(1-10)



52 Wielomiany

Rozwiazanie
Wykorzystamy twierdzenie sformulowane w rozwiazaniu Przyktadu 5.1.

a) Szukamy pierwiastkéw wielomianu iz? — 4 = i(z2 +4i) . Pierwiastkami tego wielo-
mianu sg liczby z1 = v/2(1 — i), z2 = —v/2(1 — 7). Zatem

' —4 =iz -v2(1-9)] [z + V201 -1)].
b) Szukamy pierwiastkéw wielomianu z° — 3z° + 32 — 1 4 8 = (z — 1)® + 8. Zbidr

pierwiastkéw tego wielomianu pokrywa si¢ ze zbiorem 1 + /—8:. Korzystajac ze wzoru
na pierwiastki z liczb zespolonych otrzymamy

z1 =1+ 21, z;:l—(\/g—}-i) oraz z3=1+(\/§—i).
Zatem
23—3z2+3z—1+8i=[z—(1+2i)]-[z~(l—\/§—i)]-[z—(1+\/——i)].

c) Szukamy pierwiastkéw wielomianu z* — (1 — i)*. Korzystajac dwukrotnie ze wzoru
a® = b* = (a + b)(a — b) otrzymamy

Po( -0t = [P (-0)?] [ - (1-9)7
)’] [

= [24+ Q-0 [z4+0-][z-(1-1)].

Pozostaly jeszcze do znalezienia pierwiastki wielomianu 22 + (1 —1)2. Zbidr tych pier-

wiastkéw pokrywa sig ze ze zbiorem \/—(1 — i)?. Jednym z elementéw tego zbioru jest
(1 —4i) =141, a drugim —(1 +i) = —1 — 1. Zatem poszukiwany rozktad ma postaé

e = (14 ]2 = (<1 =) [s = (1= )] [z — (=1 +0)].

Przyktad 5.4
Podane wielomiany rzeczywiste przedstawié w postaci iloczynu nierozkladalnych
czynnikéw rzeczywistych:

a)z*+8l; b)z"—=z; o) zt+22+1.

Rozwiazanie
Wykorzystamy twierdzenie sformulowane w rozwigzaniu Przyktadu 5.2.

a) Szukamy pierwiastkéw zespolonych wielomianu z* + 81. Zbiér tych pierwiastkéw po-
krywa si¢ ze zbiorem +/—81. Korzystajac teraz ze wzoru na pierwiastki z liczb zespolonych
otrzymamy

\“/—_81={3\/_(1+ i), 3‘/_( 1+14), —Ml+ i), i£(1— )}

-28009) (-0 o+ ) 4 )

[¢7 —3V2z + 9] [2° +3V2z + 9] .

Zatem

zt + 81

Il
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Uwaga. Ten sam wynik mozna uzyskaé zapisujac z* + 81 w postaci réznicy kwadratéw
pewnych wyrazei. Mamy

il

(z* + 1822 + 81) — 1822 = (2* +9)° — (3v22)’
[(22 +9) — 3v2z] - [(2* +9) +3V2z] .

b) Szukamy pierwiastkéw zespolonych wielomianu ' —z=12x (1:6 - 1) . Zbiér tych pier-

wiastkéw jest suma {0} oraz zbioru pierwiastkéw stopnia 6 z liczby zespolonej 1. Poniewaz

3. 1 V3 ;1 V3 l}
b 2 -

’_la—'_—_
' 27 2 2

z* + 81

3.

(’/I:{L +

oI

8

Y

|

8

Il
N

|
=S
—_

8

]

—
~~~

8

+

s
| e |
N

8

|
VR
0O =

+
S
N~
~~
/N

s

|
VR
[SERS

|
) 5
N
~—
—_

i

x(z—1)(x+1)(:02—x+1)(z2+z+1).

Uwaga. Ten sam rozklad mozna uzyskaé korzystajac ze wzoru a® — b = (a — b)(a + b)
oraz ze wzoru a® + b° = (a + b) (a2 Fab+ bz) . Mamy

z7—z=z(xe—l)zz(za—l)(x3+l)
= z(z—l)(z2+z+1)(x+1)(x2——x+1).

c) Poniewaz wielomian z* £2 + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, wiec jego rozklad
na rzeczywiste czynniki nierozkladalne ma postaé

:c“+1:2+l=(x2+ax+b) (z2+cz+d),

gdzie a,b,c,d € R. Wspélczynniki a,b,c,d znajdziemy rozwiazujac odpowiedni uktad
réwnan. Mamy

z4+z2+1=x4+(a+c)13+(b+ac+d)z2+(ad+bc)z+bd

dla kazdego z € R. Zatem

a+c = 0,

b+ac+d =1,

ad + bc =0,

bd = 1.
Rozwiazaniem tego ukladu réwnan sa czwdrki liczb ¢ = =1, =1, ¢ = 1,d = 1 lub
a=1,b=1,¢=-1,d=1. Poszukiwany rozktad ma wiec postaé

z4+zz+l=(22—z+l) (x2+x+1).

Uwaga. Ten sam rozktad mozna uzyskaé korzystajac z faktu, ze pierwiastkami réwnania
dwukwadratowego z* + 2 + 1 = 0 sa liczby

1, V3 1 /3.

Zl=§+—l, 22 =21, 23 = —— + —1, 24 = Z3.

2 2 2
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Wtedy

= (o (2 B) (o (28]

[12—z+1] [z2+x+1].

©® Przyktad 5.5
Podane funkcje wymierne (rzeczywiste lub zespolone) roztozyé¢ na sumy wielomia-
néw oraz funkcji wymiernych wlaéciwych:
6 3zt 4222 -1
a) o py X
223423 i+ 3~z

Rozwiazanie
a) Po podzieleniu wielomianéw z° : (2::3 +z— 3) Jjak w Przyktadzie 4.2 otrzymujemy
. 1 1 .

iloraz §z3 ~ 27 + 7! reszte i°

2 _ %z + 2 Zatem

28 15 1

3
Wrz-3 2 tit

22— 6249
4(228+2-3)

b) Mamy

3zt + 222 -1 _3(z4+z3-—x)—3z3+3z+21:2—1 _

zt+ 128 — 1 zt + 13 —2

—3z% + 222 + 3z -1
i+ 23—z ‘

3+

® Przyktad 5.6
Zaproponowac¢ rozktady podanych zespolonych funkeji wymiernych wlasciwych na
zespolone utamki proste (nie obliczaé nieznanych wspdtezynnikéw):

2) 3iz b (1—9)zt+ 423+ 2 — 54
(z+1)3(z2+ 1) 2z (1=2) (2= 5)

Rozwiazanie

. . , A . .
Zespolone utamki proste maja postaé: X gdzie a,A € C oraz n € N. a) Wie-

(z +a
lomian w mianowniku funkcji wymiernej rozwazanej w tym przyktadzie ma nastepujacy
rozktad na zespolone czynniki nierozktadalne

(z+1)° (2 +1)" = 2+ 1)*(z +1)*(z — )%
Zatem szukany rozklad zespolonej funkcji wymiernej ma postaé

31z A B C D E F G

I Gt - 41 Gr P G I rri T Gr a0
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gdzie A, B,...,G € C. Postaé tego rozkladu wynika z twierdzenia o rozkladzie zespo-
lonej funkcji wymiernej wlasciwej na zespolone utamki proste. Wspétczynniki zespolone
A,B,...,G tego rozkladu sa wyznaczone jednoznacznie.

b) Rozktad zespolonej funkcji wymiernej rozwazanej w przykladzie na zespolone utamki
proste ma postaé
(1-9zt+if+z-50 _A B C 2+ E " F N G
z4[z+(1—2i)]2(z—5) z  z? 3zt 24 (1—21) [z—l-(l—Zi)]2 z—5’
gdzie A, B,C,D,E, F,G € C. Posta¢ tego rozkladu wynika z twierdzenia o rozkladzie
zespolonej funkcji wymiernej wlaéciwej na zespolone utamki proste. Wspétczynniki ze-

+

z

spolone A, B, ..., G tego rozkladu sa wyznaczone jednoznacznie.

Przyktad 5.7
Zaproponowaé rozklady podanych rzeczywistych funkcji wymiernych whadciwych
na rzeczywiste ulamki proste:

-3 41 28 — 7254+ 322 -5

a b .
) z(z+1)3(z2+ 1)’ ) (z? — 9)% (22 + 2z + 6)°
Rozwigzanie
Rzeczywiste utamki proste pierwszego rodzaju maja postac
(—z—:?a—)n—, gdzie a, A € R oraz n € V.
Rzeczywiste ulamki proste drugiego rodzaju maja postaé
Az + B .
—— — — gdzie p,q,A,B € R oraz n € N,

przy czym spelniony jest warunek A = p? — 4¢ < 0. Twierdzenie o rozkladzie rzeczy-
wistej funkcji wymiernej wlasciwej na rzeczywiste ulamki proste orzeka, ze kazda taka
funkcja jest suma rzeczywistych ulamkéw prostych pierwszego i drugiego rodzaju. Nie-
znane wspélczynniki okreslone sa jednoznacznie.

a) Poniewaz wielomian w mianowniku rozwazanej funkcji wymiernej jest przedstawiony
w postaci iloczynu rzeczywistych czynnikéw nierozkladalnych, wiec szukany rozktad na
utamki proste ma postaé

2% —z3 41 A B C D Fz + F
3 (g2 =—+ + 7t 5T 3 J
z(z+ 13 (z24+1) 41 (z+1) (z+1) 2 +1
gdzie wspdlczynniki rzeczywiste A, B, ..., F sa okreS§lone jednoznacznie.

b) Wielomian w mianowniku rozwazanej funkcji wymiernej ma nastepujacy rozktad na
rzeczywiste czynniki nierozkladalne

(z2 — 9)2 (152 + 2z + 6)3 =(z — 3)2(z + 3)2 (z2 + 2z + 6)

Zatem rozktad rozwazanej funkcji wymiernej na rzeczywiste ulamki proste ma postaé

3

22 —72° +322 -5 A i B + C n D
(1;2—9)2 (z2+2z+6)3 - r—3 (12—3)2 z+3 (I+3)2
Fz+ F Gz + H Iz +J

2 4+2c4+6 (22 42246)° (22422 +6)°

gdzie wspdlczynniki rzeczywiste A, B, ..., J sa okreslone jednoznacznie.
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@ Przyktad 5.8
Podane zespolone funkcje wymierne wtasciwe roztozyé na zespolone utamki proste:

49 243 . 2z% 4+ 827 + 32
a) = 3 )(~_1‘ T © 5 .
z5+ ¢ (z = 1)(z* +1) z(z? 4+ 4)

Rozwiazanie
a) Poniewaz mianownik rozwazanej funkcji wymiernej ma nastgpujacy rozktad na zespo-
lone czynniki nierozktadalne
249 = (2 - 34)(z + 30),
wigc szukany rozklad na zespolone ulamki proste ma postaé

249 _ A B
2249 z—31 ' 2437

gdzie A, B € C.

Po sprowadzeniu prawej strony réwnosci do wspdlnego mianownika otrzymamy
12+ 9= A(z+ 31) -+ B(z - 31),

stad
1z+9=(A+ B)z+ 3(A - B)i.
Poniewaz ostatnia réwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego z € C, wiec

A+ B =1,
3i(A — B) = 9.

Rozwiazaniem tego uktadu jest para A = —i, B = 2i. Szukany rozklad na zespolone
utamki proste ma zatem postaé

iz+9_ —1 2
2249 z--31 2437

b) Poniewaz mianownik rozwazanej funkcji wymiernej ma nastepujacy rozklad za Z€eSPo-
lone czynniki nierozkladalne

(z-1) (22 + 1) = (z - 1)(z - i)(z + 1),
wige szukany rozktad na zespolone utamki proste ma posta¢

z+3 A B C

(z=1)(z2+1) z—-1+2—-i+z+i’

gdzie A, B,C € C. Po sprowadzeniu prawej strony réwnosci do wspdlnego mianownika
otrzymamy

z+3:A(z—i)(z+i)+B(z——1)(z+i)+(](z—1)(z—1f).

Podstawiajac w otrzymanej réwnosci kolejne pierwiastki mianownika funkeji wymiernej,
t). liczby 1,¢ oraz —1, otrzymamy uklad réwnai

4 = A -9)(1+9),
3+ = B(i —1)2i,
3—i = C(—i—1)(=2i).
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Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest tréjka liczb A =2, B = -1 + %, C=-1- %
Szukany rozktad na zespolone utamki proste ma zatem postaé
1 1
Z+3 2 itz —l-=g3

(z—-l)(z2+1)=z-—l+ z—1 z+1

c) Poniewaz mianownik rozwazanej funkcji wymiernej ma nastepujacy rozktad na zespo-
lone czynniki nierozkladalne

z (z2 + 4)2 =z(z - 21)% (2 + 20)%,
wiec szukany rozklad na zespolone utamki proste ma posta¢

22" +82°+32 A B C D E

z(zz+4)2 Tz z—2 (z—2i)2+z+2i+(z+2i)2'

gdzie A, B,C, D, E € C. Po sprowadzeniu prawej strony ostatniej réwnosci do wspdlnego
mianownika otrzymamy

22 +822 432 = Az — 2i)2(z + 2i)2 + Bz(z — 2i)(z + 2i)2 + Cz(z + 2i)2
+Dz(z— 2i)2(z +2i)+ Ez(z — 2i)2.
Stad
2:* 4+ 822432 = (A+ B+ D)z* + (2Bi+ C —2Di+ E)2*®
+(8A+ 4B +4Ci + 4D — 4E0)2* 4 (8Bi —4C — 8Di ~ 4E)z + 16 A

dla kazdego z € C. Korzystajac teraz z faktu, ze dwa wielomiany sa réwne, gdy ich
stopnie sa jednakowe 1 wspdlczynniki stojace przy jednakowych potegach zmiennej z sa
sobie réwne, otrzymamy uklad réwnan

A+ B + D = 2,
2B+ C-21D+ E= 0,
8A + 4B 4+ 4iC + 4D — 4E = 8,
8B — 4C — 81D — 4FE = 0,
16A = 32.
Rozwiazaniem tego ukladu jest piatka liczb A =2, B =0,C =1, D =0, F = —u.

Szukany rozktad na zespolone utamki proste ma zatem postaé
22 +822+32 2 i,
z (22 +4)° Tz (2=20)2 " (24202

Przyktad 5.9
Podane rzeczywiste funkcje wymierne wlasciwe roztozy¢é na rzeczywiste utamki
proste:

) 2 OO B A
(z = 1)(z—2)(z—3)’ z3 — g%’ (z2 4+ 1) (22 +4)’
2r + 1 3 +3
2 (22 + 1)2’ e) (z + 3)100°




58 ' ~ Wielomiany

Rozwiazanie

a) Poniewaz mianownik rozwazanej funkcji wymiernej jest juz rozlozony na iloczyn nie-
rozkladalnych czynnikéw rzeczywistych, wigc rozklad tej funkcji na rzeczywiste utamki
proste ma postaé

2 A B C
(1‘—1)(1}—2)(1‘——3) z—1+l—2+z—-3’ gdZIG A7 yCGR

Po pomnozeniu obu stron powyzszej réwnoéci przez mianownik funkcji wymiernej otrzy-
mamy tozsamo$é

2=A(z-2)(z=3)+B(z—-1)(z=3)+ C(z — 1)(z - 2)

dla kazdego z € R. Wstawiajac do tej tozsamosci kolejno pierwiastki mianownika, tj.
liczby £ =1, £ = 2, z = 3 otrzymamy uklad réwnan

2 =2A,
2=—B8,
2=2C.

Rozwigzaniem tego ukladu jest tréjka liczb A =1, B = —2, C = 1. Szukany rozklad na
utamki proste ma zatem postaé
2 1 -2 1

(z—l)(z—?)(z—\'}):z—l+z—2+z—3'

b) Mianownik rozwazanej funkcji wymiernej ma nastepujacy rozklad na rzeczywiste czyn-
niki nierozkladalne

2 —2® =21 - 2)(1 + 2).
Rozklad tej funkcji na rzeczywiste ulamki proste ma zatem postaé

—4 A B C D
=S4+ S5+ 5+
T T T

+

E .
r—1 m, gdzle A,B,C,D,EGR.

5 — 23
Po pomnozeniu obu stron tej réwnosci przez mianownik funkcji wymiernej otrzymamy
tozsamosé

—4:Az2(x2—1) +Bz(z2—1)+C’(x2—l) + Dz’ (z +1) + Ez®(z — 1)
dla kazdego z € R. Stad
-4=(A+D+E)s* +(B+ D -~ E)z® +(-A+ C)z* — Bz — C.

Korzystajac teraz z faktu, ze dwa wielomiany sa réwne, gdy ich stopnie sa jednakowe i
wspélczynniki stojace przy jednakowych potegach zmiennej = sa sobie réwne, otrzymamy

uktad réwnan
A + D+ E =

B +D - FE=
—A + C =
_B =
-C = —4.
Rozwiazaniem tego uktadu réwnan jest piatka liczb A=4, B=0,C =4, D= -2, FE =
—2. Szukany rozklad na ulamki proste ma zatem postaé

—4 4 4 -2 -2
5 —23 3 -1 z4+1°

o O OO
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¢) Poniewaz mianownik rozwazanej funkcji wymiernej jest juz rozlozony na iloczyn nie-
rozktadalnych czynnikdéw rzeczywistych, wiec rozklad tej funkcji na rzeczywiste utamki
proste ma postaé

3z° 4+ 6 _Az+B  Cz+D

= . c .
(z2 4+ 1) (22 +4) z2+l+x2+4,gdz1eA,B’ .DeR

Po pomnozeniu obu stron tej réwnosci przez (:02 + 1) (z2 + 4) otrzymamy rownosc
3z° + 6 = (Az + B) (2° +4) + (Cz + D) (z* + 1)
prawdziwa dla kazdego r € C. Podstawiajac w tej réwnosci po jednym pierwiastku
zespolonym kazdego z wielomianéw =2 + 1 oraz z? + 4, tj. liczby i oraz 2i, otrzymamy
uklad réwnan ze wspdlczynnikami zespolonymi i rzeczywistymi niewiadomymi
6 —3i = (Ai+ B)-3,
6 —241 = (2Ci+ D) - (-3).

Uklad ten jest réwnowazny ukladowi o wspdlczynnikach rzeczywistych

3B = 6,
3A = -3,
-3D = 6,
—6C = —24.

Rozwiazaniem tego ukladu jest czwdrka liczb A = —1, B =2, C =4, D = —2. Szukany
rozklad na ulamki proste ma zatem postaé

323 + 6 —z 42 4z —2

(z2+1)(z2+4) 2241 244
d) Rozklad na ulamki proste rozwazanej funkcji wymiernej ma postaé
2% D
z+1 —A+£+C§+ Ez+F2’ gdzie A,B,C,D,FE F € R.
A1 @2

z2 (z2 4+ 1) z 12
W tym przykladzie nieznane wspdlczynniki A, B, ..., F znajdziemy dokonujac kilku prze-
ksztalceii algebraicznych. Mamy

(1 + 1:2) —z?
Sz (22 +1)°

1 1
=2z +1) [z2 (z2 + 1) - (22 +1)°

2z +1
e = (2z+1
I2(Z2+1)2 (.’l} )

(1 + zz) -z 1
2@+ (1)

:(21+1)|:

=(zz+1)[-:_2_ 1 1 ]22 1 2241  2z+1

$2+1~(:€2+1)2 ;+x_2 z2+1_(z2+1)2‘
e) W tym przykladzie obliczenia nieznanych wspétczynnikéw rozktadu mozna znacznie
uproéci¢ dokonujac podstawienia y = z + 3. Wtedy mamy

2+3 (y=3°+3 -9y +27y-24 1 -9 27 —24
(z +3)100 — y100 - 100 - yT + ;57;‘ + y%° + le
_ 1 n -9 " 27 n —24
(z4+3)°7 " (2 +3)% " (z+3)° ' (g +3)100°
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Zadania

Zadanie 5.1

Podaé przyktady wielomianéw zespolonych najnizszego stopnia, ktére spetniaja

podane warunki:

a) liczby 0, 1— 51 s3 pierwiastkami pojedynczymi, a liczby —1, —3 +1 sa pierwiast-
kami podwdjnymi tego wielomianu;

b) liczba —41 jest pierwiastkiem podwdjnym, a liczby 3, —5 pierwiastkami potrdj-
nymi tego wielomianu.

Zadanie 5.2

Poda¢ przyktady wielomianéw rzeczywistych najnizszego stopnia, ktére spetniaja

podane warunki:

a) liczby 1, -5, —/2 oraz 1 — 3i sg pierwiastkami pojedynczymi tego wielomianu;

b) liczba 1+ i jest pierwiastkiem pojedynczym, liczby —i oraz 3 sa pierwiastkami
podwdjnymi, a liczba —4 + 3i jest pierwiastkiem potréjnym tego wielomianu.

Zadanie 5.3
Podane wielomiany zespolone przedstawié w postaci iloczynu dwumianéw:

a) 22— 2iz —10; b) 2*+522+6; «¢) 2% —62-09.

Zadanie 5.4
Podane wielomiany rzeczywiste przedstawié w postaci iloczynu nierozktadalnych
czynnikéw rzeczywistych:

a)z8+8; b)zt+4; o) zt—z?+1; d) 42— 42— 1323+ 1322 + 9z — 9.

Zadanie 5.5
Podane funkcje wymierne (rzeczywiste lub zespolone) roztozyé na sumy wielomia-
néw oraz funkcji wymiernych wlasciwych:

) 2®—322+ 2 b) z°+3 0 zt 4+ 223+ 322+ 424+ 5
B4a241 By 2342224+ 3244

Zadanie 5.6
Zaproponowac¢ rozktady podanych zespolonych funkcji wymiernych wtasciwych na
zespolone utamki proste (nie obliczaé nieznanych wspétczynnikéw):

2244 224245 iz+7
3 b , —5; ¢ 5
22 (z — 21) (z+ D(z+1)2 [z — (14 19)] (24— 4)

Zadanie 5.7
Zaproponowa¢ rozktady podanych rzeczywistych funkcji wymiernych wtaéciwych
na rzeczywiste utamki proste (nie obliczaé nieznanych wspdtezynnikéw):

2) 2?2+ 227 b 23— 8z —14 . zt + 28
3(z — 1)(z + 5)?’ (22 +4) (2 + 2 +3)* (x+3)2 (22 — 4z +5)*




Piaty tydzien - odpowiedzi i wskazéwki ~= 61

O Zadanie 5.8
Podane zespolone funkcje wymierne wlasciwe roztozy¢ na zespolone utamki proste:

2) z? b z . o) 167 d) z2 42z
(z=1)(z+2)(z+3)’ (z2 = 1)% 2+ 4 (22 + 22+ 2)*

O Zadanie 5.9
Podane rzeczywiste funkcje wymierne wlasciwe roztozy¢ na rzeczywiste utamki
proste:
12 ‘ z?
2 Py s s Sy
4z r? 4 2z
c)

C+ 1)@+ 1) 4 (22t 20+ 2%

O Zadanie* 5.10
Niech punkty P;, Ps, ..., P,, gdzie n > 3, beda wierzchotkami n-kata foremnego
wpisanego w okrag o promieniu R = 1. Obliczy¢:
a) PP + |PiPs|” + |PLPA” + 4 PP
b) |P1Ps| - |P1P3| - |PiPa| ...  |PiPy].

Odpowiedzi i wskazdéwki

5.1a) W(z)=cz-(z4+1)? (z=1453) - (z+3—1)?, gdzie c € C\ {0}; b) W(z) =
c-(z=3)%(245)% - (2 + 41)?, gdzie c € C\ {0}.

5.2 a) W(z) = a(z — 1)(z +5) (x + \/5) (z2 -2z + 10), gdzie a € R\ {0}; b) W(z) =
a(z — 3)? (z2 + 1)2 (z2 — 2z + 2) (z2 + 8z + 25)3, gdzie a € R\ {0}.

5.3a) [z— (i+3)]-[z— (i = 3)}; b) (2= V2i) (2 + VZ) (2 — V31) (2 + V3i);

oo or (3-0)] e (302)]

5.4 a) (z2+2) (z2+\/€x+2) (12—\/§z+2);b) (z2+2z+2) (12 —2z+2);
¢) (22 =Bz +1) (22 + 3z +1); d) (z — 1)*(z + 1)(2z — 3)(2z + 3).

2 —682° + 52 — 16 . 5
5.5a) z°—4z+16 + P 142 71 ;b)1 15+4,c)z+z3+2x2+3$+4.
A B C D F . A
5.6a)—z—+z—2+2_2i (2_21.)2+(Z_2i)3,gd21eA,B,C',D,E€ C,b)m+
B C D FE F
- + — + ~ + + , gdzie A, B,C, D, E, F € C;
z+1 (z+42)?  (z—-1-14) (z2—1-14)° (z—l—z‘):*gzle
c) A + B + ¢ + D + £ + F + ¢ +
z—/2 (z——\/§)2 242 (z+\/§)2 z—1V2 (z—i\/i)2 24+ iV2
LQ-, gdzie A,B,C,D,E,F,G,H € C.
(+iv2)
A B C D FE F . Az + B
5.7 —_—t =t — d F,FeR;b
a)z+z2+x3+z_l+z+5+(x+5)2,gz1eA,B,C,D, FeRb) ot
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G+ D Pet b Gzt H  4sic A,B,C,D,E F,G HEeR;
2 +z+3 (22412 +3) (22 +z+3)
o) 4 4 B, CotD Ex +F__ cdsic A,B,C,D,E,F ¢ B;
z+3 " (z+43) 2 -4z +5 (72 — 4z +5)
1 4 9 1 1 . . .
iz -3 I i ~3 1—1 -1—1 1+
12 3 4 . 4 4 .
5'Sa)z—1+z+2+z+3’b)(z—1)2+(z+1)2’c)z—l—i-l-z—l—i—i z+1—i+
LRSI : L 3
z4+14+3" 7 (2414192 (z+1—1)2
-2 6 -6 2 i - 3 -1  z-1
5.9 ;b) —* : i
a)z—l+x—2+z—3+r—4’ )x—1+z+l+z2+l’c)z+l+z2+1+
242 g B 2
(22 41)*" 7 22422 +2 (22 422 +2)%

5.10* a) 2n; b) n.
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Szosty tydzien

Macierze — podstawowe okre$lenia (3.1). Dzialania na macierzach
(3.2).

Przyktady
Przyktad 6.1

a) Zaproponowal opis, w formie macierzy ztozonej z liczb catkowitych, potozenia
pionkéw w grze w warcaby.

b) Kazde ze 150 panstw eksportuje oraz importuje towary do oraz z pozostatych
panstw. Zaproponowaé zapis w formie jednej macierzy, wielkosci eksportu 1
importu w mln $ miedzy tymi paistwami. W jaki sposéb, mozna odczytaé z
tej macierzy deficyt w handlu zagranicznym kazdego z tych panstw?

c¢) Obraz na ekranie monitora komputerowego ztozony z 1024 x 768 punktéw
mozna zapisaé w postaci macierzy zero-jedynkowej. Przyjmujac, ze ekran
monitora przedstawia pierwsza ¢wiartke uktadu wspotrzednych, z poczat-
kiem ukladu w lewym gérnym rogu tego ekranu, zapisaé w formi% maclerzy

zero-jedynkowej, zbiér przedstawiajacy w przyblizeniu prosta y = —=.

V3

Rozwiazanie

Polozenie pionkéw w grze w warcaby zapiszemy w formie macierzy o 8 wierszach i 8
kolumnach. Jezeli w i-tym wierszu i w j-tej kolumnie szachownicy, gdzie 1 < ¢ < 8 oraz
158

1) nie stoi zaden pionek, to przyjmujemy, ze ai; = 0;

2) stoi bialy pionek, to przyjmujemy, ze a;; = 1;

3) stoi czarny pionek, to przyjmujemy, ze a;; = —1;

4) stoi biala damka, to przyjmujemy, ze a;; = 2;

5) stoi czarna damka, to przyjmujemy, ze a;; = —2.

Poniewaz w warcaby gra si¢ tylko na czarnych polach szachownicy, wigc w kazdej macie-
rzy opisujacej polozenie pionéw mamy ai; = 0, gdy t + j jest liczba parzysta.

Uwaga. Zastosowany przez nas zapis jest inny niz w notacji szachowej. W tej notacji

63
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kolumny szachownicy oznacza si¢ literami a,b, ..., h liczac od lewej kolumny, a wiersze
liczbami 1,2,..., 8 liczac od dolnego wiersza.

Nizej podajemy przyktad pozycji warcabowej i jej zapis w formie macierzy.

el o] T#l B

I B
I A
D I | o 00 0 0 0o
nE R S0 0 0 0o
Ol S
I L o101 oo

el IR0 IR0 T

b) Kazde ze 150 paiistw ustawionych wedlug alfabetu numerujemy kolejnymi liczbami
naturalnymi:

1 - Afganistan,

2 - Argentyna,

3 - Australia,
150 - Zair.

Elementy h:; maciersy H opisujacej handel zagraniczny miedzy tymi paistwami sa okre-
Slone wzorem

hi]={0- . . dlaz:],

wielko$¢ eksportu panstwa j do pafistwa ¢ dla i # j,

gdzie 1 < 1,5 < 150. W macierzy H nie ma potrzeby podawania wielkosci importu
pafistwa 1 z paiistwa j, gdyz jest on réwny eksportowi pafstwa j do panistwa i. Deficyt
w handlu zagranicznym paiistwa k, gdzie 1 < k < 150, tj. réznica miedzy eksportem a
importem tego painstwa do oraz z pozostalych panstw, jest okreslony wzorem

(hk1 +he2 4+ ...+ hriso) = (h1k 4+ hok + ... + hisox).
Inaczej méwiac, deficyt tego pafistwa jest réwny réznicy sumy elementéw k-tego wiersza
i sumy elementéw k-tej kolumny macierzy H.

c) Niech C = [¢;;] oznacza macierz o 768 wierszach i 1024 kolumnach opisujaca obraz na
ekranie monitora komputerowego. Jezeli punkt ekranu stojacy w i-tym wierszu i w j-tej
kolumnie

$wieci sig, to przyjmujemy, ze c;; = I;

nie $wieci sig, to przyjmujemy, ze ¢;; = 0.

Elementy c;; macierzy C opisujacej wykres funkcji y = i, z 2 0, okredlone sa wzorem

)
)

w

C{]' =

&l“ %l“

0, gdy J#F<
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gdzie symbol F(u) oznacza cz¢éé catkowity liczby u oraz 1 < ¢ < 102%, 1 < 7 < 768. Nizej

przedstawiono fragment macierzy opisujacej na ekranie prosta y = % oraz powiekszony

fragment ekranu z ta prosta.

0110 0 0 0 O
0 0 011 0 0 O
0 0 0 001 00
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 O
® Przyktad 6.2
Obliczy¢:
13 21
2) _—21]”[04]’
(3 -4 5 3 29
) [2-3 1 2 18 ;
L3——5—1 0 -3
0
) 1-1 1-1 -1
Yl-1 1-1 1] 2
-3
Rozwigzanie
a) Mamy
13 2
—21]+2[0
b) Mamy
101 31 0

o= ]

[ T
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 0
[ |
y
101 31 0
@3{021]—[11_1],
d sina cosa | sinf8 cosf | .
) —cosa sinw —cosf sinfg |’

1
4

1422 342-1
—242-0 142-4

|-
|

© wv

|-[
|

].
i

3:-1-3 3:-0—-1 3-1-0
3:0—-1 3-2—-1 3-1+1

0-13
1 54

i

¢) Iloczyn macierzy A wymiaru m X n oraz macierzy B wymiaru k x [ jest okreslony
tylko wtedy, gdy n = k. Element iloczynu AB stojacy w i-tym wierszu i j-kolumnie jest
réwny sumie iloczynéw odpowiadajacych sobie elementéw i-tego wiersza macierzy A 1
elementéw j-tej kolumny macierzy B. Mamy

3 -4 5 3 29
2-3 1|-|2 18] =
3 =5 -1 0 -3

|

3-34(—4)-2+5-0
2.3+ (=3)-2+1-0
3.3+ (=5)-2+(=1)-0 3-29+(=5)-18+(=1)-(=3)

-10

3:29+(—4)-1845-(=-3)

2:-294(-3)-18+1-(-3) }
10
01

] |
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d) Mamy
sin & cos o sinf cosfB|
—cosa sine| | —cosg@ sinfB|
_ sin a sin # — cos a cos 8
~ | —cosasin § — sin a cos 8
_ | —cos(a+B)
| —sin(a+ B) —cos(a + B)
e) Mamy
0
1-1 1-1 “1| _[104(-1) (-
-1 1-1 1| | 2| |(-1)-0+1-(

Przyktad 6.3

a) Rozwiazaé réwnanie macierzowe 3 ([

b) Rozwiazaé uklad réwnan macierzowych

Rozwiazanie

sin(a + 3)

__Macierze i wyznaczniki

2X +3Y

sin & cos # + cos asin 8
— cos a cos f + sin a sin

|

Dodawanie i odejmowanie macierzy oraz mnozenie macierzy przez liczbe maja te same
wlasnosci jak zwykte dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych. W obu przyktadach wyko-

rzystamy te wlasnosci.

a) Mamy
12 -10 36
3([-io]+X>+[ i4]“X‘=’[—3io
= 3X - X =
4=>2X=-[
<— X —l
2
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Rozwiazaniem réwnania jest macierz
-1 -3
=[]
b) Odejmujac od drugiego réwnania podwojone pierwsze otrzymamy
10 11 -1 -2
Y‘[o 1]_2[01]_[ 0—1}'
Odejmujac teraz od drugiego réwnania potrojone pierwsze uzyskamy
10 11 -2 =3
"'X_[01]“3[01]_[ 0—2]'

Zatem rozwiazaniem ukladu réwnan jest para macierzy

23
o]

©® Przyktad 6.4
Obliczyé¢ kilka poczatkowych poteg macierzy A, nastepnie wysunaé hipoteze o
postaci macierzy A™, n € N, i udowodnié ja za pomoca indukcji matematyczne;j.

- 101
a)A:[é_i]; b)A= 010
101

Rozwigzanie
a) Mamy
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Na podstawie zauwazonych prawidlowosci w macierzy A™ dla n = 1,2,3,4,5 wysuwamy
hipoteze o postaci tej macierzy

: 1,] dla n=4dk+1,

-1 0] dla n =4k +2,

A" = gdzie £k =0,1,2,3,... .
¢ _1] dla n =4k + 3,
0 1
(10
01] dla n =4k +4,

Przeprowadzimy teraz dowdd tej hipotezy dla n = 4k + 1 za pomoca indukcji matema-
tycznej. Udowodnimy wiec wzdr
akgr |t 1
1]

dlak=0,1,2,... . Dla k =01k =1 wzdr jest prawdziwy. Niech k bedzie dowolng liczba
naturalna. Zalézmy, ze wzdr jest prawdziwy dla k. Pokazemy, ze jest on prawdziwy takze
dla k + 1. Mamy

ASREDAL gkl e zatozenie [i 1] [1 0] _ [i 1] .

indukcyjne 0 — 01 0 —

Zatem z prawdziwosci hipotezy dla k wynika jego prawdziwoséé dla k + 1. Ponadto wzér
Jest prawdziwy dla k = 1, wiec z zasady indukcji matematycznej wynika, ze jest on
prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej oraz dla k = 0.

Uwaga*. Wzér ogdlny na n-ta potege macierzy A ma postaé

—(=1)" E(% n . nmw
A": i 1 (2 1) ,(_1) ( )}=|:2 Sln—z—jly

0 (=i)" 0 (=9)"
gdzie E(u) oznacza cze$é catkowia liczby w.
b) Mamy
(1017
Al = A =(010],
1101
(1017 [101] (2027
A2=4-4 =1]010 010 =1]010],
(101 |[101] 120 2]
(1017 [202] (4047
A =A4-4%2 =]010 010]=1]010],
(101 |20 2] 1 40 4 |
2027 [202] (8087
A* =A% A= 010 010 =1{010],
1202] [202] 180 8|




Szaésty tydzien - przykiady ‘ , 69

Na podstawie obserwacji macierzy A™ dla n = 1,2,3,4 wysuwamy hipoteze, ze
2n—1 0 2n—1
A" = 0 1 0 .
Zn—l 0 271—]

Przeprowadzimy dowdd tej hipotezy za pomoca indukcji matematycznej. Dla n = 1
hipoteza ta jest prawdziwa. Niech teraz m bedzie dowolna liczba naturalna. Zaléimy, ze
hipoteza jest prawdziwa dla liczby n. Pokazemy, ze jest ona prawdziwa dla liczby n + 1.

Mamy
zalozenie Zn_l 0 211—1 101 2™ 0 2"
AM = A" A 01 0 |-|o10]={010

gn—1 g o1t 101 2™ 0 2"

indukcyjne

Zatem z prawdziwoéci hipotezy dla liczby naturalnej n wynika, jej prawdziwos¢ dla liczby
n+1. Poniewaz hipoteza jest prawdziwa dla n = 1, wiec z zasady indukcji matematyczne;)
wynika, Ze jest ona prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej.

Przyktad 6.5
Ukladajac odpowiednie uklady réwnan znalezé wszystkie macierze zespolone X
spetniajace podane réwnania macierzowe:

g [0 w12 =[1 ) 2] a9

Rozwiazanie

a) Niech X = [‘Z 3] , gdzie a,b,c,d € C, bedzie szukana macierza. Wtedy
X2 = ab e bl a’® +bc ab +bd
“lcd cd|  |ac+cd be+d® |
Réwnanie X? = I:(l) g] jest zatem réwnowazne uktadowi réwnan
a? + be
b(a +d)

c(a+d)
be + d?

)

l

)

)

Il
oo o w

[l

Z drugiego réwnania wynika alternatywa warunkéw b = 0 lub a+d = 0. Rozwazmy zatem
pierwsza mozliwo$é b = 0. Wtedy pierwsze réwnanie przyjmuje postaé a® = 1, a czwarte
d> =0.Stad a = 1 lub @ = —1 oraz d = 0. Poniewas a + d = %1 # 0, wiec z trzeciego
réwnania wynika, ze ¢ = 0. Ostatecznie otrzymaliSmy w tym przypadku dwa rozwiazania
a=1,0=0,c=0,d=0luba=-1,b=0,c =0, d=0. Jezell natomiast a +d = 0, to
drugie 1 trzecie réwnania sa spelnione dla dowolnych liczb zespolonych b i ¢. Réwnanie
czwarte przyjmuje wtedy postaé be + a? = 0 i jest sprzeczne z pierwszym réwnaniem.
Uzyskana sprzeczno$¢ wyklucza te mozliwosé. Rozwazane réwnanie macierzowe ma zatem

tylko dwa rozwiazania
10 -10
X_[OO] oraz X-[OO],
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b) Z postaci réwnania wynika, ze macierz X jest macierza kwadratowa stopnia 2. Niech

ab
zatemX_[cd

] , gdzie a,b,¢c,d € C. Réwnanie macierzowe przyjmie wtedy postaé

aa+b22a+b 112
cc+d2c+d| " |358]|"

ktdra jest réwnowazna ukladowi réwnan

a =1,
a+b =1,
2a +b = 2,
c =3,
c+d =5,
2¢c+d = 8.
Jedynym rozwigzaniem tego ukladu jest czwérka liczb a = 1,5 = 0,c =3,d = 2.

Rozwiazaniem rozwazanego réwnania jest zatem macierz
10
X = [3 2] |
. b . . .
c) Niech X = [‘z d] , gdzie a,b,c,d € C, bedzie szukang macierza. Wtedy z warunku

el 2 (2

otrzymamy uklad réwnan

a® + be =1 a®> —d* =0

ab + bd =0 L. , . . ab + bd =0

g+ cd=0" ktéry jest réwnowazny ukladowi ¢4 cd =

be + d* =1 be + d* =1
Mozliwe sa zatem dwa przypadki a = d lub @ = —d. Jezeli ¢ = d, to ab = ac = 0 1

be =1—a% Wtedy dla a = 0 mamy bc = 1. Macierz X jest wiec postaci

L]

Gdya#0,tob=c=0iwtedya=1luba=—1. W tym przypadku macierz X ma

postaé
10 -1 0
[01} lub [0_1}‘

Natomiast w drugim przypadku, gdy a = —d, otrzymamy zalesnosé¢ be = 1 — a2, Wtedy
dla b = 0 mamy a = 1 lub a = —1, pray czym c jest dowolne. Jezeli jednak b # 0, to

1—a?
Cc =

- Macierz X jest wigc w tym przypadku odpowiednio postaci

I P B PR
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Zatem rozwiazaniem réwnania sg tylko macierze X postaci

0 O O e ]

b

gdzie a,b,c € C, b # 0.

Przyktad 6.6

Korzystajac z wlasnosci dziatan z macierzami oraz wlasnoéci operacji transpono-

wania macierzy uzasadnié podane tozsamosci:

a) (A— B)T = AT — BT | gdzie A i B sa macierzami tych samych wymiaréw;

b) A? - B? = (A— B)(A + B), gdzie A i B s3 przemiennymi macierzami kwa-
dratowymi tych samych stopni.

Uwaga. Méwimy, ze macierze A 1 B s3 przemienne, gdy spelniaja warunek

AB = BA.

Rozwigzanie

a) W dowodzie wykorzystamy nastepujace wlasnosci transpozycji macierzy: (A + B =
AT 4+ BT oraz (aA)T =« (AT) , gdzie A 1 B sa macierzami tych samych wymiaréw, a o
jest liczba rzeczywista lub zespolona. Mamy

(A-B)T =[A+ (-1)B]T = AT +[(-1)B]" = A" + (-B") = A" - B".
b) W dowodzie wykorzystamy wzér (A + B)C = AC £ BC, gdzie A, B sa macierzami
wymiaru n X m, a C jest macierza wymiaru m X k oraz wzér D(A+ B) = DA+ DB,
gdzie D jest macierza wymiaru [ X n. Dla macierzy przemiennych mamy
(A— B)(A+ B) = A(A+ B)— B(A+ B) = (A + AB) — (BA + B?)
= A4+ AB— AB - B* = A* - B>

Przyktad* 6.7
Zbadaé, czy istnieje macierz kwadratowa X stopnia n taka, ze dla kazdej macierzy
kwadratowej A tego samego stopnia prawdziwa jest réwnoéé AX = AT,

Rozwiagzanie
Gdy n = 1, to szukana macierz ma postaé X = [1]. Pokazemy, ze dla n > 2 nie istnieje
taka uniwersalna macierz X. Niech X = [zj],,,, oznacza szukana macierz oraz niech

A = [a;],, «, 0znacza dowolna macierz. Wtedy powinna by¢ spetniona réwnos¢
a1 @12 ... Qin i1 Ti2 ... ZTin aii a1 ... Qni
a1 a2 RPN a2n 21 22 e T2on ai2 a2 e An2
Anl Qn2 ... Qnn IZnl ZTn2 ... ZTnn A1n  A2n ... Qnn

Przyjmijmy, ze macierz A ma nastgpujaca postac

11 ... 1
00 ... 0
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Wtedy w wyniku pomnozenia pierwszego wiersza macierzy A przez druga kolumne ma-
cierzy X otrzymamy réwnosé

Tiz + T2+ ...+ zTpy = 0.

Przyjmujac teraz, ze macierz A ma postaé

11 ... 1
0 0
00 ... 0

w wyniku takiego samego mnozenia otrzymamy réwnoséé
Ti2+ T2+ ...+ Tno =1,

ktéra jest sprzeczna z poprzednia. Poniewaz elementy szukane] macierzy X maja by¢
niezalezne od macierzy A, wigc taka macierz nie istnieje.

Przyktad* 6.8

Niech I" oznacza macierz, ktéra powstata z macierzy Jednostkowej stopnia n przez
zastaplenie 0 stojacego w i-tym wierszu i w j-tej kolumnie przez liczbe «, gdzie
1 €4 < j < n. Sprawdzié, co stanie si¢ z macierza kwadratowy stopnia n, jezeli
pomnozymy ja z lewej lub z prawej strony przez macierz I*.

Rozwiazanie
Niech A bedzie dowolna macierzg kwadratows stopnia n. Zbadamy efekt mnozenia ma-
cierzy A przez macierz I* z lewej strony. Niech

-

10...0... 0 ...0]
01 .0 ... 0 ...0
t — ty wiersz : a1 412 ... Gin
_— 00 ...1... @ ... 0 az1 a2 ... ao2n
= [bik]rn -
00 ...0... 1 ...0 Anl Ar2 ... Gnn
(00 ...0 ... 0 ... 1]

j-ta kolumna .__T

W wyniku mnozenia I-tego wiersza macierzy I*, gdzie 1 # 1, przez kolejne kolumny
macierzy A, wiersz o numerze ! iloczynu bedzie taki sam, jak wiersz o tym numerze w
macierzy A. Natomiast w wyniku mnozenia i-tego wiersza macierzy I* przez k-ta kolumne
macierzy A otrzymamy element b;x = a;x + aa;k. Oznacza to, ze w macierzy A do i-tego
wiersza dodano wiersz j-ty pomnozony przez liczbg o. Podobny efekt uzyskamy przez
pomnozenie macierzy A przez macierz [* z prawej strony. W tym przypadku do i-tej
kolumny macierzy A dodana zostanie jej j-ta kolumna pomnozona przez liczbe «.
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Zadania
O Zadanie 6.1

a) Zaproponowaé opis, w formie macierzy ztozonej z liczb catkowitych, potozenia
figur w grze w szachy. W jaki sposéb mozna by sprawdzi¢, czy dana macierz
odzwierciedla pozycje mozliwa do uzyskania w czasie gry?

b) Zaproponowaé zapis, w postaci jednej macierzy, odlegtosci drogowych i kolejo-
wych w km miedzy stolicami wszystkich wojewddztw w Polsce.

¢) Ekran monitora komputerowego jest zlozony z 1024 x 768 punktéw. Kazdy
punkt moze §wiecié¢ jednym z 20 koloréw. Kolorowe obrazy na ekranie mozna
zapisywaé w postaci macierzy zlozonej z liczb catkowitych. Zatozy¢, ze ekran
monitora przedstawia pierwsza ¢wiartke uktadu wspdtrzednych, z poczatkiem
uktadu w lewym gérnym rogu ekranu. Zapisa¢ w formie macierzy przyblizony
ksztalt ¢wiartki kolorowej teczy ztozonej z piericieni kotowych (rysunek).

200250300350400

Na rysunku:
0 — oznacza kolor biaty,
1 — oznacza kolor niebieski,
2 — oznacza kolor zielony,
3 — oznacza kolor zdtty,
4 - oznacza kolor czerwony.

d) Na rysunkach przedstawiono konstrukcje pretowe z ponumerowanymi weztami:

1) plaski czworokat z przekatnymi; 2) czworoscian; 3) konstrukcja przestrzenna

9

4 4
5 8
3 3 1
1}
'
6 1 T
H
1 1
1 ’ ----------------
e 4
d
,/
2 2 2 3

Zapisa¢ w postaci macierzy schemat bezposrednich potaczen miedzy weztami.

O Zadanie 6.2

Obliczy¢:
03 00
a)Q[g _ﬂ-[ézé]; by [ 1 1] 4+4]02];
10 11

c)[l 53]. _? _:}1 _g . ) [cosa —sina][cosﬂ —sinﬂ};

2 =31 3.1 1 sino  cosa sinf cosf
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—_— O = O
O —_= O = O

O Zadanie 6.3

N =

=W

> Ot

—

{1 2 3 4 5]

Macierze i wyznaczniki

N W o Ot

Rozwigzal podane réwnania macierzowe i uktad réwnani macierzowych:

a)X+[(1)
3
b)2Y - | 0
1
X+Y

c)
X-Y

O Zadanie 6.4

0
2

O O

0
0

=N O
NO O O o !
OO OO
OO NN NOO

L

|

1

2

|

(-
10
0 1
10

0 0 2
0 4 0

)|

D

Obliczy¢ kilka poczatkowych poteg macierzy A, nastepnie wysuna¢ hipoteze o po-
stacl macierzy A", gdzie n € N i uzasadnié ja za pomocy indukeji matematycznej,

jezeli:
[1 1
@A:_01}
[ cosa
C)A__—sina
[0 0 1
e)A: 0 1 0
1.0 0

sin «
cos &

|

2 -1
b)A_[ii -2}’
],gdzieaER; d)A:[:Ei iﬁ;],gdziemeR;
a 1 0
*)A=10 a 1 |,gdzieac R;
0 0 a

g*) A = [a;], gdzie a;; =0 dlai > j, ,5=1,2,... k.

Zadanie 6.5

Uktadajac odpowiednie uktady réwnan znalezé wszystkie macierze zespolone X
spetniajace podane réwnania macierzowe:

110
010

@[

I

qx_mT:[

021
110

6—20 -2

43

x|

22
12

0

E

11
d)[m}le
31 1

y mX:XT[l

2
-2 -3

-1
0

|

|
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112 73 31 _ 4 -1
e)[on]x‘[zu]’ f)[01]X‘X[3 0]’
, |1 1] 2 _|00].
ox*=y bxe=|00),
. s Jo2 ‘ . . . roue 11
)X X' = 20 ., X jest tu macierza stopnia 2; j) X - X = X+ RYIE

Zadanie 6.6

Korzystajac z whasnoéci dziatan z macierzami oraz whasnosci operacji transpono-

wania macierzy uzasadni¢ podane tozsamosci:

a) (ABC)T = CTBT AT, gdzie A, B, C s3 macierzami o wymiarach odpowiednio
nxm, mxk, kxl

b) (A+ B)? = A2+ 2AB+ B?, gdzie A i B s3 przemiennymi macierzami kwadra-
towymi tych samych stopni.
Uwaga. Méwimy, ze macierze A i B sa przemienne, gdy spelniaja warunek AB = BA.

K (A+ )" = (7(;)/1" + (’;)An-l + (’;>A”-2 o+ (ni1>A+ (Z)I

gdzie A i I sa macierzami kwadratowymi tych samych stopni, przy czym I jest
macierzg jednostkowa.

Zadanie* 6.7
Zbadaé, czy istnieje macierz kwadratowa X stopnia n taka, ze dla kazdej macierzy
kwadratowej A tego samego stopnia prawdziwa jest réwnosé

XA=-AT.
Zadanie* 6.8
Niech I* oznacza macierz jed-
nostkowa stopnia n, w ktdrej 1.0 0 ... 00 ...0]
zamieniono miedzy soba ele- o o
ment stojacy w k-tym wier- A
szu i k-tej kolumnie z elemen- 0...10 ... 00...0
tem stojacym w k-tym wier- 0...0 @ 0...0
szu i w [-tej kolumnie oraz ele- o=
ment stojacy w [-tym wierszu ) - ' T
1 k-te) koﬁlmniezelementem 0...0 @ 0...0
stojacym w [-tym wierszu 1 ¢...00 ... 0 1..0
I-tej kolumnie. Sprawdzié, co ) ; o )
stanie sie z macierzg kwadra- 0 . O 0 o 0 0 o 1

lowa stopnia n, jezeli pomno- I I

A A g 3 k-ta kolumna l-ta kolumna
zymy jg z lewej lub prawej

strony przez macierz I*.

Zadanie* 6.9
Nadajnik emituje sygnal w postaci ciagu, ktérego elementami sa litery S1, Sa, Sa,
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Sy. Po literze S; moze nastapic¢ tylko taka litera S, ze a;; = 1, gdzie

0010
= | L 100
b 01 0 1

100 0

a) Poda¢ wszystkie dopuszczalne stowa 2-literowe.

b) Uzasadni¢, ze jezeli w macierzy [ai;]" = [¢;;] element ¢;; = 0, to stowo
n-literowe zaczynajace si¢ od S; i koriczace na S; nie jest dopuszczalne. Jezeli
za$ ¢;; # 0, to takie stowo jest mozliwe, przy czym dla ¢ij = k jest doktadnie k
takich stow.

¢) Wskazaé najmniejsza liczbe n, dla ktérej dopuszczalne jest stowo n-literowe o
dowolnej literze poczatkowej 1 koricowe;j.

d) Ile jest réznych stéw 2—, 3—, 4—literowych?

Odpowiedzi i wskazéwki

6.1 a) Potozenie figur w grze w szachy zapiszemy w postaci macierzy o 8 wierszach i
8 kolumnach. Rzedy poziome i pionowe na szachownicy ponumerowane beda tak samo
Jak wiersze i kolumny macierzy. Jezeli w i-tym wierszu i j-tej kolumnie szchownicy, gdzie
1<,7 <8,

1) nie stoi figura ani pionek, to przyjmujemy, ze a;; = 0;

2) stoi bialy (czarny) pionek, to przyjmujemy, ze a;, = 1(—1);

3) stoi bialy (czarny) skoczek, to przyjmujemy, ze ai; = 2(=2);

4) stoi biaty (czarny) goniec, to przyjmujemy, ze a;;, = 3(—=3);

5) stoi biala (czarna) wieza, to przyjmujemy, ze a;; = 4(—4);

6) stoi bialy (czarny) hetman, to przyjmujemy, ze a;; = 5(—5);

2) stoi bialy (czarny) krdl, to przyjmujemy, ze a;, = 6(—6);

Ponizej podajemy zapis w formie macierzy, polozenia figur na szachownicy przed rozpo-
czeclem gry.

[ —4 -2 -3 —5 —6 -3 -2 —41
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 =1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
| 4 2 3 5 6 3 2 4 |
b) Niech 1,2,...,16 oznaczaja numery stolic wojewddztw ustawionych w porzadku alfa-

betycznym. Niech D oznacza macierz kwadratowa stopnia 16 przedstawiajaca odleglosci
drogowe i kolejowe miedzy tymi stolicami. Elementy macierzy D okreslone sa wzorem
0 dla =73,
di) = odlegto$¢ drogowa miedzy miastami i oraz j dla i < 7,
odlegtoéé¢ kolejowa miedzy miastami i oraz j dla i > 7.

Fragment takiej macierzy przedstawiono ponizej.
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17 2] 3] - T7T-7-1 16] Legenda:
1 0| 402 | 381 | - | - | - | 629 1 - Bialystok,
465 0| 174 | - | - | - | 261 2 - Bydgoszcz,
3441 | 160 ] 0 |- -]410 3~ Gdafisk,
- - - - ; 16 -  Zielona Géra.
16 || 628 | 291 | 451 | - | - | - 0

c) Niech B = [b;;] oznacza macierz o 768 wierszach i 1024 kolumnach opisujaca kolorowy
obraz na ekranie monitora. Jezeli punkt ekranu stojacy w i-tym wierszu i w j-tej kolum-
nie

$wieci kolorem bialym, to przyjmujemy, ze b;; = 0;

$wieci kolorem niebieskim, to przyjmujemy, ze bi; = 1;

$wieci kolorem zielonym, to przyjmujemy, ze b;; = 2;

$wiecl kolorem zdttym, to przyjmujemy, ze b;; = 3;

$wieci kolorem czerwonym, to przyjmujemy, ze b;; = 4;

nie $wieci, to przyjmujemy, ze b;; = 20.
Elementy t;; macierzy T przedstawiajacej éwiartke teczy opisane sa wzorami:
1 dla ¢ oraz j spelniajacych warunek 200 < /12 + j2 < 250;
2 dla 1 oraz j spelniajacych warunek 250 < /12 + 52 < 300;
ti; = 3 dla 1 oraz j spelniajacych warunek 300 < /12 + 52 < 350;
4 dla 1 oraz j spelniajacych warunek 350 < /12 + 52 < 400;

0 dla pozostaltych 7 oraz j,
gdzie 1 < i < 768 oraz 1 < j < 1024.

010110000

101001000

01011 0111 010100100
10101 Lo 101000010
dyforortf2) | o |3 [100001011
10101 110 010010100
11110 001001010
000110101

000010010

Element a;; w podanych powyzej macierzach jest réwny 1, gd_y wezly o numerach 1 oraz
7 sa polaczone pretem oraz 0, gdy nie sa polaczone.

03
-19] ) 6 14 -2 | cos(a + B) —sin(a +8) |
6'2a)[ 70]’b) [; Z}’C) [10 ~19 17]’d) [singa+ﬁ) cos(a+ 8) |’
135
246
e) [135|;1)[35].
246
135
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11
-2 0 =2 Zfz
63a)X:[ 0 —8 0:|,b)Y= ;)ZIO ;
11
qx:[égé},yz[ (l)g (1) ,d)X_[‘l”l’],Y_[(l)O]
101 “10 1
R R P el

o) A":[ cosna smna];d) Anz[chnz shnzjl;

—sinna  cosna shnz chnz
[ 1+(-1) 0 1-(=1) ] _J A dla n nieparzystych

0 2 0 - { I dla n parzystych ;

1-(-D)" 0 1+ (-1)"

a” na™7? En(n —1)a"?

M)A = | o na™1 dla n>2; g*) Dla n > k macierz A" jest zerowa.
0 0 a”

o] [a 24 . . -2 3i+1]
Gsa)X_[l O:I,b)X.—l:O a],gdmeaEC,c)X—[?)_i —l—i]’
ax=] ex=|1} bfl dzic a,be Cif) X = | © b
) - _2 ’e - 3_2 2_b ,ng G,, ) - (l+3b _a_gb )

1 1—1 1 1+4: 1 -1 -1
gdzie a,b € C; g) X = 2 lub X = 2 lub X = | — 2 lub
0 1 0 — 0 f

1 —1 41 00 a b
X=|" 2 ;h)X=[a 0]lubX= —a? ,gdziea € Cib e C\{0};
0 -1 -5 -
b
a a a —ia 1 —1
i) X = 1 1| lub X =1]1 1 |, gdziea € C\{0};)) X = 0 3]lub
a _a a a

-1 1
X = [ b } |
6.6 a) Wskazéwka. Wykorzystaé tozsamoéci: (AB)C = A(BC), (AB)T = BTAT,;
b) Wskazéwka. Wykorzystaé tozsamosci: (A+ B)C = AC+ BC, D(A+B) = DA+ DB,
(@ + B)A =aA+BA.
6.7 Wskazéwka. Zobacz Przyktad 6.7. Taka macierz nie istnieje.
6.8 Przy mnozeniu z lewej strony wiersze k-ty i l-ty zamieniaja si¢ miedzy soba, a przy
mnozeniu z prawej zamieniaja si¢ miedzy soba kolumny o tych numerach.
6.9 a) 5153, S251, 5252, 8352, 5354, S451; ¢) n=6;d) 9, 14, 22 stéw odpowiednio 2—,
3—, 4—literowych.
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Siodmy tydzien

Definicja indukcyjna wyznacznika (3.3). Inne definicje wyznacznika*
(3.4).

Przyktady

® Przyktad 7.1
Obliczy¢ podane wyznaczniki drugiego 1 trzeciego stopnia:

1-v2 V5-2 | b) cosa +isina 1 )
2) VE+2 142 ) 1 cosa —isina |’
-1 5 4 1z 22
1
¢) 3 =2 0 |; d)y| 22 1 =z ,gdziez:—gﬁ-i?.
-1 3 6 z 221
Rozwiazanie
a) Mamy
1-v2 V5-2
542 143 =(1-v2) (14+v2) - (V5-2) (V5+2) =-2.
b) Mamy
cosoz—iiisina Cosa—lisina = (cosa+isina)(cosa —isina)—1

= cos’a+sina—1=1-1=0.
Do obliczania wyznacznikéw trzeciego stopnia zastosujemy regule Sarrusa

NN\

b

b
d\6><f d/e = (aet +bfg + cdh) — (ceg + afh + bdz).
"XOKIN

9. h
< NN N
© 6 © e & @
¢) Mamy
-1 5 4
3 -2 0 |=
-1 3 6
[(=1) - (=2) - 6+5-0-(—1)+4-3-3]—[4-(=2)-(=1)+ (=1)-0-3+5-3-6]

. .. - 1 V3. . .
d) Zauwazmy najpierw, ze liczba z = ~3 + z\/T— jest jednym z elementéw zbioru /1.
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Zatem z° = 1. Tak wiec mamy

2

1 z z
22 1 z :(1+za+26)—(z3+z3+za)=z6—2z3—|-]=l—2+1=0.
22 1
Przyktad 7.2

N A n N 1 o b ~ry : L ~ s 3 7« -
Napisaé rozwinigcie Laplace’a podanych wyznacznikéw wzgledern wskazanego wier-
sza lub kolumny:

5 3 4 o 12
a)| 1 =2 0], druga kolumna; b) 6 _1 —4q 0| crwarty wiersz.
=3 0l 3 0 27

Rozwiazanie
Rozwinigcie Laplace’a wyznacznika macierzy kwadratowej A stopnia n > 2 wzgledem
1-tego wiersza ma postad

det A=aiDi1 +ai2Diz + ... + ainDin,

gdzie Di; oznacza dopetnienie algebraiczne elementu a;; tej macierzy, tj. wyznacznik ma-
cierzy powstalej przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny tej macierzy, pomnozony
przez (—1)'*7. Podobnie wyglada wzdr na rozwinigcie Laplace’a wyznacznika wzgledem
J-tej kolumny

det A =a1;D15 + az; Do + ...+ an; D,

a) Rozwiniecie rozwazanego wyznacznika wzgledem drugiej kolumny ma postaé

1

53 1 0 5 4
1 =2 0|=3-(-1)"*2. +(=2)-(=1)***. +6-(—1)°1?
3 6 1 -3 -1 -3 —1 10

b) Rozwinigcie rozwazanego wyznacznika wzgledem czwartego wiersza ma postaé

1 2 34 -
0 1 -235
6 —1 —4 0| = (=3)-(=D**| 1 =2 5|40 (=1)"27
-1 -4 0
mmp -3 0 27
1 2 4 12 3
+2-(=1)**3*| 0 I 5 |+7-(=D**| 0 1 =2
6 —1 0 6 -1 —4

W wyznaczniku wystepujacym w drugim iloczynie nie ma potrzeby wypisywania wszyst-
kich elementéw, gdyz ten iloczyn i tak bedzie réwny 0.

Przyktad 7.3
Stosujac rozwiniecie Laplace’a obliczyé podane wyznaczniki. Wyznaczniki rozwi-
na¢ wzgledem wiersza lub kolumny z najwigksza liczba zer.
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1 4 32 0

é_gg 9 -3 5 0 -1

a) b -1 1 2 0 3
3 -2 4

5 3 1 1 0 3 40 1

-5 0 -1 0 2

Rozwiazanie
a) Pierwszy wyznacznik obliczymy stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem drugiego
wiersza. Mamy

1 -1 2 O
1 20 1 -1 2
0T 0SS 23 2 4| (<) (P32 -2
3 2 -2 4 2 11 2 3 1
2 3 1 1

Do obliczania wyznacznikéw trzeciego stopnia zastosujemy regule Sarrusa. Mamy

1 2 0
' -2 4 |=(-24+1640)—(0+4+6)=4.
2 11
oraz
1 -1 2
302 -2 =(24+4+18)—(8—6—3)=25.
2 3 1

Poszukiwany wyznacznik jest zatem réwny 1-4+ (—3) 25 = —71.

b) Drugi wyznacznik obliczymy stosujac rozwinigcie Laplace’a wzgledem czwartej ko-
lumny. Mamy

1 4 3 2 0 s 3 5 1
2 -3 5 0 -1 11 s 3
-1 1 2 0 3|=2 (-1
0 3 4 1
0 3 4 0 1 5 0 -1 o
-5 0 -1 0 2

Otrzymany wyznacznik czwartego stopnia obliczymy stosujac rozwinigcie Laplace’a wzgle-
dem trzeciego wiersza. Mamy

28 5l 2 5 —1 2 -3 -1
-1 1 2 3 s -
=3-(=1)**2| -1 2 3|4+4-(-1)*| -1 1 3
| 0 3 4 1 ()—5—12 ()—502
-5 0 -1 2
2 -3 5
+1-(=1)** -1 1 2
-5 0 —1
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Otrzymane wyznaczniki trzeciego stopnia obliczymy za pomoca reguly Sarrusa. Mamy

2 5 -1

-1 2 3 |=(8-75-1)—=(10—6—-10) = —62,
-5 -1 2

2 =3 -1

-1 1 3| =(4+454+0)—(5+0+6)=38,
-5 0 2

2 =3 5

-1 1 2 | =(-24+30+0)—(—25+0—3) = 56.
-5 0 -1

Poszukiwany wyznacznik jest zatem réwny

(—2)[(=3) - (—62) +4-38 + (—1) - 56] = —564.

Przyktad* 7.4
Korzystajac z zasady indukcji matematycznej uzasadnié podane tozsamodci:

53 0 ... 00
2 53 ... 00
0 2 5 0 0
a) Wn=1| . . . | .. | =3t 27+l — stopien wyznacznika,
0 00 5 3
0 00 2 5
1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
1 2 3 ... 3 3
by V=1 . . . ) . =1, n — stopien wyznacznika.
1 23 ... n—-1 n-1
1 2 3 ... n—-1 n
Rozwiagzanie

a) Obliczymy najpierw wartoéci wyznacznika W, dla n = 1 oraz n = 2. Mamy
Wwh =l5|=5=32—22

oraz

5

_ _ 23 _ 53
9 =19=3 27,

3
W, = ;

Zatem wzér W, = 3" — 2"+1 jest prawdziwy dla n = 1i n = 2. Niech n > 2 bedzie
dowolng liczba naturalna. Zaldzmy, ze rozwazana tozsamosé jest prawdziwa dla n— 1 oraz
n. Wykazemy jej prawdziwos¢ dla n+ 1. Rozwijajac wyznaczniki stopnia n+ 1 wzgledem
pierwszego wiersza i nastgpnie rozwijajac drugi z otrzymanych wyznacznkéw wzgledem
pierwszej kolumny dostaniemy
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mp|5300...00 530...00 230..00
2530 ..00 253...00 053..00
0253..00 025...00 025..00

Wats = o A= T3
0000 . 53 000..53 000...53
0000..25 000...25 000...25

53..00
25...00
= 5Wn_6 co R =5Wn_6Wn_1~
00..53
00..25

Korzystajac teraz z zalozenia indukcyjnego otrzymamy dalej
W1 = 5Wp — 6Wo_y =5 (371 —2™¥1) —6 (3" — 2") = 3"*2 — "+,
Z zasady indukcji wynika, ze badana tozsamo$¢ jest prawdziwa dla kazdego n € IV.

b) Obliczamy warto$é wyznacznika V, dla n = 1. Mamy Vi = |1| = 1. Niech n bedzie
dowolna liczba naturalna. Zalézmy, ze rozwazana tozsamos¢ jest prawdziwa dla liczby n.
Wykazemy jej prawdziwo$é dla liczby n + 1. W wyznaczniku V41 od elementéw dru-

giego, trzeciego, ..., n+ 1 wiersza odejmujemy elementy pierwszego wiersza, a otrzymany
wyznacznik rozwijamy wzgledem pierwszej kolumny. Zatem
111... 1 1 1
122... 2 2 2
123... 3 3 3
Vit _ C . . .

123...n—1n—-1n-1
123...n—1 n n
123...n—1 n n+1

1

111... 1 1 1
wy —wq
wa—w, [011... 1 1 1
: 012... 2 2 2
wn —wi

Yntl=®1 1012...n—-2n—-2n—2
012...n—2n—-1n-1
012...n—-2n—-1 n

11... 1 1 1
12... 2 2 2

12...n—2n—-2n-2
12...n—2n—-1n-1
12...n=-2n—-1 n
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Korzystajac teraz z zalozenia indukcyjnego V. = 1, otrzymamy réwnoéé Vpp1 = 1. Z
zasady indukcji wynika, ze badana tozsamoéé jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Przyktad 7.5
Nie obliczajac wyznacznikéw znalezé rozwigzania podanych réwnan:
14z 1 1 1 z? 4 9 3
2 2 2 2 -1 1-2%2 -9 -3
V4 624 4 |=% P 4 g 5|0
6 6 6 «z 1 4 2 3
Rozwiazanie

a) Latwo zauwazy¢, ze wyznacznik po lewej stronie réwnania zeruje sie dla z = 0 (pierw-
sza i trzecia kolumna sg takie same); © = 2 (druga i trzecia kolumna sa takie same);
z = 6 (trzecia i czwarta kolumna sa takie same). Ponadto z rozwiniecia Laplace’a wy-
nika, ze lewa strona réwnania jest wielomianem stopnia trzeciego. Poniewaz wielomian
tego stopnia ma nie wigcej niz trzy pierwiastki, wiec 0, 2 i 6 sa jedynymi pierwiastkami
naszego réwnania.

b) Jak powyzej tatwo zauwazyé, ze wyznacznik po lewej stronie réwnania zeruje sie dla
z = —1, £ = 1 (plerwsza i czwarta kolumna sa proporcjonalne); ¢ = —/5, £ = /5
(druga i czwarta kolumna sg proporcjonalne); z = —3, z = 3 (trzecia 1 czwarta kolumna
sa proporcjonalne). Ponadto z rozwiniecia Laplace’a wynika, ze lewa strona réwnania jest
wielomianem stopnia széstego. Jak wiadomo wielomian széstego stopnia ma co najwy-
zej szes¢ pierwiastkéw, wiec wskazane powysej liczby sa jedynymi pierwiastkami naszego
réwnania.

Przyktad 7.6

Korzystajac z whasnoéci wyznacznikéw zamienié wyznacznik stopnia 2 ztozony z
liczb zespolonych na sume¢ wyznacznikéw z pewnymi wspétezynnikami, ktdrych
elementami sg liczby rzeczywiste.

Rozwiazanie

Dla 1 < 4,7 < 2 niech zxj = zx; + iyx;, gdzie zx;, yx; € R, beda elementami wyznacz-
nika. W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujace wlasnosci wyznacznikéw macierzy: jezeli
macierze A, B, C maja, oprécz ustalonego wiersza lub ustalonej kolumny, te same ele-
menty oraz, jezeli ten wiersz lub ta kolumna macierzy C jest suma odpowiadajacych im
wierszy lub kolumn macierzy A i B, to |C| = |A + B|. Wykorzystamy takze wlasnosé
méwiaca o wylaczaniu wspélnego czynnika z ustalonej kolumny lub ustalonego wiersza
przed wyznacznik. Stosujac pierwsza wlasnoéé najpierw do pierwszej kolumny i nastepnie
w otrzymanych wyznacznikach do drugiej kolumny otrzymamy

211 Z12 z11 +1y11 T2+ Y12 | | T11 T12 + Y12 111 T12 + Y12
221 222 T21 +1Y21 T22 + 1Y22 T21 T2z + 1Y22 1Y21 T2 + 1Y22
_ T 712 T11 Y12 " W11 T2 Y11 Y12
T21 T22 T21 Y22 1Y21 To2 121 Y22
_ | %11 ZTa12 +1 T11 Y12 - Y11 T12 2 | Y11 Y12
T21 T22 ZT21 Y22 Y21 T22 Y21 Y22
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N CE N NEHE

Niech a, b, ¢ beda ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Uzasadnié, ze wyznacznik

1 1 1
a+t b+t c+t
(a+1t)* (b+1)* (c+1)?

nie zalezy od parametru ¢t € R. Podaé interpretacje geometryczna tego faktu.

T11 Y12
Z21 Y22

Y11 Zi2
Y21 T22

Y11 Y12
Y21 Y22

T11 T12
T21 T22

Rozwiazanie

Jezeli ktéres dwie sposéréd liczb a, b, ¢ sa sobie réwne, to wyznacznik jest oczywiscie réwny
0 dla kazdego t € R. Mozemy zatem zalozy¢, ze a < b < c. Wtedy dla dowolnego t € R
mamy

1 1 1 wy —wy -t 11 1

a+t b+t c+1i >
(a+t)2 (b+t)2 (c+t)2 wa—(W1~t+W2-2t) a? 2 2

Zatem rozwazany wyznacznik nie
zalezy od parametru t. Podamy y
teraz interpretacje geometryczna y=z?
tego faktu. Z geometrii analitycz-

nej wiadomo, ze pole tréjkata o a
wierzchotkach A (z1,y1), B (z2,y2),
C(z3,ys) wyraza si¢ wzorem

I
I
|
|
1 1B
o
SAABC = §| T T2 T3 I : : |CI
Y1 Y2 Y3 | 1 1
o ¢ l |
. . 2 P I o |4 % |
Na wykresie funkcji y = z° wy- +—f } f
a b c a+t b+t c+t z

bieramy dowolne punkty A (a,az),
B (b, bz), C (c, 02) oraz punkty

A(a+t,(a+1)?), B (b+1,(0+1)%), C (c+1t,(c+1)?), gdzie t € R. Fakt, ze wy-
znacznik rozwazany w zadaniu nie zalezy od parametru z oznacza, ze pole tréjkata ABC
i pole tréjkata AIB'C’, powstalego z przesuniecia tréjkata ABC po wykresie funkcji
y = z? o odcinek t (wzdluz osi Oz), sa takie same.

® Przyktad* 7.8
Obliczy¢ liczby inwersji oraz znaki podanych permutacji:

2 p= 1234,b)_ 1 2 3 45 6 7
P=\4 13 2 ) =\1 35 7 2 6 4/

Rozwigzanie
Méwimy, ze para elementéw {pi,p;} permutacji

p= 1 2 ... ¢ ... 37 ... n
Pr P2 ... Pi ... Pj ... Pn
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tworzy inwersje, gdy pi > p; oraz 1 < j. Znak permutacji p jest okreslony wzorem

sgn (p) def (—l)k, gdzie k oznacza liczbe par elementéw permutacji tworzacych inwersje.

. 2 4 . .
a) W permutacji p = i 1 g 5 ) inwersje tworza cztery pary: {4,1}, {4, 3}, {4, 2},
{3,2}. Zatem sgn (p) = (—1)* = 1.
b) W permutacji ¢ = 1 § g 3 g g Z > inwersje tworzy siedem par: {3,2},

{5.2}, {5,4}, {7,2}, {7,6}, {7,4}, {6,4}. Zatem sgn (¢q) = (—1)" = —1.

Przyktad* 7.9
Korzystajac z definicji permutacyjnej obliczyé podane wyznaczniki:

aydet [ =4 5 0 |; b)det
30 0 0 3 00
B 0 -7 25

Rozwiazanie

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] nazywamy liczbe det A okreélona

nxn
wzorem des
€
det A= E sgn (p) - @1p; - A2py * - .- Gnp,,,
PEPn
. 1 2 .. n ., . ..

gdzie p = - » , a Py oznacza zbidr wszystkich permutacji n-elemen-

1 A n

towych. Inaczej méwiac, wyznacznik jest suma algebraiczna wszystkich mozliwych ilo-
czynéw n elementéw macierzy, wybranych po jednym w kazdym wierszu w ten sposéb,
aby nie wybrano dwéch elementéw w tej samej kolumnie. Znaki (£) stojace przed tymi
iloczynami réwne sa znakom permutacji okreslajacych te iloczyny. Oczywiscie, w sumie
wystarczy uwzgledni¢ tylko te iloczyny, ktére sa utworzone z niezerowych czynnikéw.

a) W wyznaczniku z éwiczenia a) jedynym niezerowym elementem w trzecim wierszu jest
element stojacy w pierwszej kolumnie, tj. —3. Z kolei jedynym niezerowym elementem
stojacym w drugim wierszu, ale nie stojacym w pierwszej kolumnie, jest element stojacy
w drugiej kolumnie, tj. 5. W koricu jedynym elementem niezerowym w plerwszym wier-
szu, nie stojacym w pierwszej ani w drugiej kolumnie, jest element stojacy w trzeciej

kolumnie, tj. 3. Elementy te wyznaczone sa przez permutacje p = ; ; i) ), ktdrej
1 2 3
znak jest réwny —1. Zatem det | —4 5 0 | = (=1)-(=3)-5-3 = 45.
-3 0 0

b) W wyznaczniku z éwiczenia b) jedynymi niezerowymi elementami stojacymi w drugim
1 trzecim wierszu sg odpowiednio elementy stojace w pierwszej kolumnie, tj. —2 oraz w
drugiej kolumnie tj. 3. Z kolei jedynymi niezerowymi elementami plerwszego wiersza, nie
stojacymi w pierwszej ani w drugiej kolumnie, sa —1 oraz 4. Jezeli w plerwszym wier-
szu wybierzemy element stojacy w trzeciej kolumnie, tj. —1, wéwczas niezerowy element
w czwartym wierszu musi by¢ wybrany w czwartej kolumnie, tj. 5. Podobnie, jezeli w
pierwszym wierszu wybierzemy element stojacy w czwartej kolumnie, to niezerowy ele-
ment w czwartym wierszu musi by¢ wybrany w trzeciej kolumnie tj. 2. Pierwsza czwérka
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. . . 1 2 3 4
elementéw macierzy jest wyznaczona przez permutacjg p = ( 3 1 2 4 ), a druga

przez permutacje ¢ = ( }1 f ; : ) . Znaki tych permutacji sa réwne odpowiednio
1 oraz —1. Zatem
0 5 —1 4
-2 0 0 0
det | "0 4 g o | =1 D (2354 (1) 4 (-2) 32 =78,
0 -7 2 5
Zadania
Zadanie 7.1
Obliczyé podane wyznaczniki drugiego 1 trzeciego stopnia:
3 2 sina cos & bl 1oi 14
a) | ; by | ;o)1 23 d; -« 1 0
8 __5 1 ) ) )
sin§ cos 136 1-i0 1

Zadanie 7.2
Napisaé rozwiniecia Laplace’a podanych wyznacznikéw wzgledem wskazanego wier-
sza lub kolumny:

. . -1 2 -3 4
1 14+ 2 0 5 3 _7
a)|1—-2¢ 3 —1 |, trzecia kolumna; b) 1 3 -5 9l drugi wiersz.
-4 1—-1 341 -
2 -2 4 6
Zadanie 7.3

Stosujac rozwiniecie Laplace’a obliczy¢ podane wyznaczniki. Wyznaczniki rozwi-
naé wzgledem wiersza lub kolumny z najwieksza liczba zer.

32000 2 7 -1 3 2
oo 03200 0 0 101

A 5 s ool W00 320] ol-2 0 702
5 0 34 000 3 2 ~3 -2 45 3

2000 3 1 0 00 1

Zadanie* 7.4
Korzystajac z zasady indukcji matematycznej uzasadnié podane tozsamosci (n
oznacza stopien wyznacznika Wy ):

510...00 a...00...0b
451...00 D
045...00 4n+1_1 0 . 0
= —_ . —_ e e . 2_‘2’1
AWa= | E e DW=y | = )
000...51 R
000...45 v 0o :
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2cosz 1 0 0 0
1 2cosz 1 0 0
0 1 2cosz... 0 0 sin [(n + 1)z]
) W = : : : . : - sin ’
0 0 0 ...2cosz 1
0 0 0 1 2cosz

gdzie © # km oraz k € Z.

O Zadanie 7.5

Nie obliczajac wyznacznikéw znalezé rozwiazania podanych réwnan:

11 ] ]
9 5—z 2 9

a)lg g3 5., 3 |=0
4 4 4 5-g2

O Zadanie 7.6

1 -2 3 -4
-1 z -3 4z
b) 1 -2 z -4 | 0.
-1 r —r z+3

Korzystajac z wtasnosci wyznacznikédw zamieni¢ podany wyznacznik na sume wy-
znacznikéw, ktérych elementy sa liczbami wymiernymi:

1

-3 V3-5
3V3+2v5 V3+45

V5

O Zadanie 7.7
Niech a;,b;,¢; € R, gdzie 1 < < 3.

bi+c1 c1+a;
by+cy cp+an
bs+c3 c3+as

O Zadanie* 7.8

2 3

2v5

Uzasadnié réwnoéé:

ay + by a b
as+by | =2 ay by cy
as + b3 az bz c3

Obliczy¢ liczby inwersji oraz znaki podanych permutacji:

1 2 3 4
2 4 31

b) ¢

a)p=<

O Zadanie* 7.9

)

(

1 2 3 4 5
15 4 2 3

).

Korzystajac z definicji permutacyjnej obliczyé podane wyznaczniki:

-2 0 1
a) det 0 0 =5 |; b)det
0 3 4

Odpowiedzi i wskazéwki
7.1 a) —1; b) sin(a — B); ¢) 1; d) —2.

13 6 -1
02 -3 0
00 -5 0
-2 0 0 4
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1-21 3 . 1 141 . 1 14
(_1)143 AN (11243 (_1\3+43 }
-1 =3 4 -1 2 4
b) 0. (=12 2 45 (=1)**2| 1 -5 9 [+3-(-1)**| 1 3 9|+
2 4 6 -2 6
-1 2 =3
(=7)-(=1)***| 1 3 =5
2 =2 4
7.3 a) —289; b) 275; c¢) 123.
7.4* Wskazéwka. Wzorowaé sie na rozwiazaniu podanym w Przyktadzie 7.4.
7.53) 1:1=3,.’122:=2,133=1;b) $1=1,$2=2,1}3=3.
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
763 -1 1 0 |++/15 0 -1 2 |4+}-1 10 +5({0 -1 2
0 3 1 0 3 1 1 2 1 1 2 1

7.7 Wskazéwka. Wyznacznik rozlozyé na sume 8 wyznacznikéw. Wartosci szesciu spo-
$réd nich beda réwne 0.

7.8% a) W permutacji p sa 4 inwersje, zatem sgn (p) = 1; b) W permutacji ¢ jest 5
inwersji, zatem sgn (¢) = —1.

7.9% a) —30; b) —20.

Osmy tydzier

Wlasnoéci wyznacznikéw (3.5). Macierz odwrotna (3.6). Algorytm
Gaussa (3.7).

Przyktady

Przykiad 8.1
Obliczyé podane wyznaczniki wykorzystujac wystepujace w nich regularnodci:

-5 2 3 4 5

; 2 3 g 1 -4 3 4 5
a) ; b) 1 2 -3 4 5
9 10 11 12
13 14 15 16 b2 3 =25
1 2 3 4 -1
Rozwiagzanie

a) Odejmujac pierwszy wiersz od drugiego oraz trzeci od czwartego otrzymamy wyznacz-
nik, w ktérym drugi i czwarty wiersz sa takie same. Zatem

2 3 4
6 7 8 wy — wy
10 11 12 wy — w3z
14 15 16

W © Ut =
> O
—

o
—

—

—

[\"]
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b) Wykonujac wskazane operacje elementarne na wierszach i kolumnach otrzymamy

-5 2 3 4 5 -6 0 0 0 6
1 -4 3 4 5| v1—-us 0 -6 0 0 6

1 2-3 4 5| 2221 0 0-6 0 6
12 3 -2 5[ .22 0 0 0-6 6
| 1 2 3 4 -1 1 2 3 4 -1
-6 0 0 00
0 -6 0 00
ks + (k1 + ko + k3 + kq)
srit itk t ks 0 0 —6 00|=9 (—6)"=11664.
0 0 0 -60
1 2 3 49

® Przykiad 8.2
Obliczy¢ podane wyznaczniki stopnia n wykorzystujac wystepujace w nich regu-
larnosci:

1 2 3 ... n 1 5 5 5

-1 0 3 ... n 5 1 5 5

a) -1 =2 0 ... n . b) 5 5 1 5
-1 -2 -3 ... 0 5 5 5 1

Rozwiazanie

a) Dodajac pierwszy wiersz kolejno do drugiego, trzeciego, ... i ostatniego wiersza otrzy-
mamy macierz tréjkatna gérna. Wykorzystujac nastepnie fakt, ze wyznacznik takiej ma-
clerzy jest réwny iloczynowi elementéw stojacych na gtéwnej przekatnej otrzymamy

1 2 3 ... n 1 2 3 n
wy + w
=10 3 ..om|mtmolo o2 6 2n
-1 -2 0 ... n 0 0 3 n |y
: : : Tl wmdwy |2 S
-1 -2 -3 ... 0 0 0 0 ... n

b) Najpierw do pierwszego wiersza dodajemy wszystkie pozostate. Potem z pilerwszego
wiersza wyltaczamy wspélny czynnik. Nastepnie pierwszy wiersz pomnozony przez 5 odej-
mujemy kolejno od wiersza drugiego, trzeciego, ..., i ostatniego. W wyniku tych operacji
otrzymamy macierz tréjkatna gérna, ktérej wyznacznik jest réwny iloczynowi elementéw
stojacych na gléwnej przekatnej. Zatem

155 ...5 111 ...1
515 ...5 515 ...5
551 ...5] wit(watwy+.. +wn) 551 5

wy : (51 — 4) (577,—-4). >0 . _
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1 1 1 1
wy — 5wy 0 —4
w3 — 5
22 Gn—ay.| 0 0 4 0| = (5n—4) (—4)"\.
wn = Sy o 0 o0 .. —4

® Przyktad 8.3
Stosujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach podanych wyznaczni-
kéw (powodujace obnizenie ich stopni) obliczy¢:
1 0 1 2 12

2

ERE I P B R
a) ; byl 2 1 1 -1 3
1 0 1 -1
3 _1 4 0 3 2 -1 1 8
1 1 1 0 6
Rozwiazanie

Celem przeksztalcen bedzie uzyskanie w wybranym wierszu lub kolumnie wyznacznika
tylko jednego elementu niezerowego (najlepiej jedynki). Wtedy zastosowanie rozwinig-
cia Laplace’a wzgledem tego wiersza lub tej kolumny spowoduje obnizenie o 1 stopnia
obliczanego wyznacznika. Do przeksztalceri bedziemy wybieraé wiersze lub kolumny za-
wierajace ,wiele” zer i ,malych” liczb calkowitych, co znacznie uprosci obliczenia.

a) Wykonujac wskazane operacje elementarne na wierszach otrzymamy

2 -1 2 2 1 -1 2
-1 2 1 4| wa-2wu1 | =5 0 3 0
10 1 —1| witwr 10 1 -1
3 -1 4 0 0 3 2
-5 3 0 -5 3
142 w3 + 2wy
=1-(-1)' 11 - 11 -1
3 2 75
iy y2#3| T3
=—(-1)(-1) 75 = 46.

b) Wykonujac zaznaczone operacje elementarne na wierszach mamy

-

1 0 1 2 12 1 0 1 2 12
2 0 1 1 4 2w 2 0 1 1 4
2 1 -1 3| ——=2 21 1 -1 3 |=
3 2 -1 1 8| 7™ -1 0 -3 3 2
1 1 1 0 6 10 0 1 3
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2 12| uy 2w 11 2 12
— 1. (=1)*F2 2 1 1 4 wstws 10 -1 -3 =20
- -1 =3 3 2 wy + w1 0 =2 5 14
-1 0 1 3 0 1 3 15
wy - (—1) 3 20 wy + 2wy 320
13 15 27" o -5

® Przyktad* 8.4
Korzystajac z algorytmu Chié obliczy¢ podane wyznaczniki:

S TR R
a) | 7 2 5;b)2——263
41 -2 4 -3 1 1

Rozwiazanie

Algorytm Chié pozwala obliczaé wyznaczniki przez kolejne obnizanie ich stopni. Wy-
znacznik macierzy kwadratowej A = [a;;] stopnia n > 3, w ktdrej element ai; jest
niezerowy, wyraza sie wzorem

1 ’ 1

Gop Qo3 ... Gop
1 1 !
1 a3z @33 ... QG3pn . / a1 a o
det A= ——0m .| | o .|, gdzie a;; = | 7] dla 2< 1,5 < n.
a“) : . . : a1 Qi
’ 1 ’
Gy Qpy .. Gpp

a) Postepujac zgodnie z algorytmem Chié otrzymamy

6 3| |6 —2
613 -2 1 T2 |7 5
712 5
411 —=2 6°-2 6 3 6 —2
41| 4 -2
1l -9 44 1 3 -11
= 5l 6 _a _E-(—:’,).(—4).l2 | |=2-25=50.

b) Stosujac dwukrotnie algorytm Chié kolejno otrzymamy

13 15 1 2

2 4 27 2 -1
_ 1 1 3 15 12 B
o142 -2 2 6 2 3 -

1 3 15 12

4 -3 41 41
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-2 =5
-8 -1
-2 =5
—-15 =7

® Przyktad 8.5
Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej znalezé macierze odwrotne
do podanych:

. 9 5 7
a)A:[l_lH 1i.]; byA=|6 3 4
' 5 -2 -3

Rozwigzanie
Wzér okredlajacy macierz odwrotna do nieosobliwej macierzy kwadratowej A stopnia n
ma postaé

D D ... D, "
1 1 1)21 1)22 e l)2n
T detA | Lo :
Dni Dpz ... Dan

gdzie D;; oznacza dopelnienie algebraiczne elementu a;; tej macierzy.

a) Dla macierzy z éwiczenia a) mamy det A = (1 +1)(1 —1) — 1> = 1 oraz

Du=(=1)"*'det 1 —d]=1-1, D= (-1)"*"?det [1] = -1,
Dy = (=1)**' det [1] = —1, Doy = (=1)*T2det 1 +i] =1 +1.

Zatem

RS W (/IR PR S O I S U R I S R
det A | D21 D2 1 -1 141 -1 1+: |~
b) Dla macierzy z éwiczenia b) mamy
det A=[2-3-(=3)+5-4-547-6-(=2)]—[7-3-5+2-4-(=2)+6-5-(=3)] =1

oraz

3 4 6 4
= (— 1+1 = - = |- 1+2 =
Dy = (-1) 5 3 1, Dip=(-1) 5 3 38,

6 3 5 07
Dis = (=)' | ¢ 5 ‘ = =27, Dy =(-1)*" o 3 |=1
2 7 2 5
= (—1)2%2 - _ — (_1)2+3 _
Doy = (-1) s 3 | =4, Dau=(-1) 5 o 29,
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5 7 2 7
D1 = (—-1)*H 4 ' =-1, De=(-1)"? &, | =34
2 5
D3 = (—1)**3 6 3 |=—24
Zatem
1 D11 D12 Das T —1 38 —271717 1 -1 1
— Tt A D21 Doy Dos = — 1 —41 29 =1 -38 41 —34 .
¢ D1 Day Das -1 34 —24 27 —29 24
Przyktad 8.6

Korzystajac z metody bezwyznacznikowej wyznaczyé macierze odwrotne do po-
danych:

120 00 01
a)?_f(j;b)ozoo
1010

Rozwiazanie

Bezwyznacznikowa metoda znajdowania macierzy odwrotnej polega na wykonywaniu
tych samych operacji elementarnych na wierszach macierzy wyjsciowej oraz macierzy
Jednostkowej. Celem tych operacji jest sprowadzenie macierzy wyjsciowej do macierzy
Jednostkowej. Macierz jednostkowa przechodzi wtedy na macierz odwrotna do wyjscio-

| [AII] operace elementarne [I A—l] .

na wierszach
a) Wykonujac te same operacje na wierszach rozwazanej macierzy oraz macierzy jed-
nostkowej otrzymamy kolejno

1 20[/100 wy — 2, 1 20l 100 w3 — 3w
2 30010 — ", |0 -10/-210] —Z+
1 =11]/00 1 ws 0 -3 1(-101

1 20/ 1 00 100[=3 20
wy + 2wy

0 -10/-2 10| —*,010| 2-10].

0 01| 5 =31 w2 001 5 -3 1

Zatem

1 207" -3 2 0
2 30 - 2 -1 0 |.
1 -1 1 5 -3 1

b) Wykonujac te same operacje na wierszach rozwazanej macierzy oraz macierzy jed-
nostkowej otrzymamy kolejno
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100200
2004[1000 wy 2 2
000 1{0100 w3 2 0001[01 0
0200/(0010 wy + wy 0100001
-1010[/0001 . 2
001200
2
1
1000|- 20 1
000 1[0 110 wy e o
0100{0 0 = 0 wge—uwg
1 2 0
0010/ -2 01 0
2
Zatem
L
2 0 0 477" 2
0 0 0 1 oo 0
0 2 0 0 =
-1 0 1 0 7 2
0 1

® Przyktad 8.7
Rozwigzal podane réwnania macierzowe:
123
2) [_‘11 Z] X =4X + [‘(2) _(1)]; byX-|023
003

Rozwiazanie
a) Mamy

otrzymamy

o o N o

wy — 2wy

wyg — 2wy

(R
2

010 0

o1 o
2

110 1

0

0

1

0

146

026

003

[-2 o0

| 01

o o NI o

95
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Poniewaz
» 1 -1 o0
1 2 3 1 1
0 23| =% 35 -3,
0 0 3 1
o o0 =
3
wiec
1 -1 0
1 4 6 1 1 1 1 0
X=1]0 2 6 O 5 5 0=]011].
0 0 3 00_:1; 0 0 1

® Przykiad 8.8
Jakie sa mozliwe wartosci wyznacznika macierzy A, jezeli:

a) A2 = AT; b) AT — A-1 = O; c) A2+ A1 = 0.
Rozwiazanie
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace wlasnosci wyznacznikéw:
det (AT) = det A, det (A7!) = (det A)7";
det (A¥) = (det A)*, gdzie k € N;

det (0 A) = o™ det A, gdzie n oznacza stopiei macierzy A.

a) Korzystajac z tych wlasnoéci kolejno otrzymamy
det (A%) = det (AT) => (det A)’ = det A<=> det A=1 lub det A = 0.

Zatem jedynymi mozliwymi warto$ciami wyznacznika macierzy A sa 01 1. Przyjmujac
A =1[0]i A = [1] widzimy, Ze obie te wartoici sa realizowane.
b) Korzystajac z wlasnoéci podanych na poczatku rozwiazania otrzymamy
AT —AT = 0= AT = A7 = det (A7) = det (A7)

< det A= (det A)”" <= det A=1 lub det A = —1.
Zatem jedynymi mozliwymi wartoéciami wyznacznika macierzy A sg liczby —11 1. Przyj-
mujac A = [1]i A = [~1] widzimy, ze obie te wartosci sa realizowane.
¢) Korzystajac, jak poprzednio, z przytoczonych na wstepie rozwigzania wlasnoéci wy-
znacznikéw kolejno otrzymamy
AP+ AT = 0= A* = —A7" = det (4?) = det (-A7Y)

< (det A)® = (=1)" (det A) ™" = (det A)® = (=1)",
gdzie n oznacza stopiei macierzy A. Zatem jedyna mozliwg wartoécia wyznacznika ma-
clerzy rzeczywistej stopnia nieparzystego jest liczba —1, a macierzy stopnia parzystego
Jest 1. Przyjmujac

A =[-1] oraz A=[_(1) _(1)]

widzimy, ze obie wartodci wyznacznika sa realizowane.
©® Przyktad 8.9

Elementy macierzy A oraz macierzy A~! sa liczbami catkowitymi. Jaka jest wartosé
wyznacznika macierzy A?
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Rozwiazanie

Poniewaz elementy macierzy A oraz A™! sa liczbami catkowitymi, wiec ich wyznaczniki
takze sa liczbami catkowitymi. Z réwnoéci A - A~! = I oraz z twierdzenia Cauchy’ego o
wyznaczniku iloczynu macierzy wynika, ze

detI =det (A-A7') = det A det (A7) = det A- (det A)™" = 1.

Z otrzymanej réwnosci wynika, ze jedynymi mozliwymi warto$ciami wyznacznika ma-
cierzy A sa 11 —1. Przyjmujac A = [1] oraz A = [—1] widzimy, ze obie te wartosci sa
realizowane.

Zadania

O Zadanie 8.1
Obliczyé podane wyznaczniki wykorzystujac wystepujace w nich regularnosci:

111333
12 3 4 };;;; 011330
D5 67 ss D1 23336 9lg 4]
8 7 6 5 L2344 033110

L2345 33311 1

O Zadanie 8.2
Obliczyé podane wyznaczniki stopnia n > 2 wykorzystujac wystepujace w nich
regularnosci:

44 ...414 123 ...n 11 1 . 1
14 ...414 223 ...n 12 2% ... 9r-1
a) SRR b) 333...n; ¥) 13 32 ... 3!
11...44 : :
11 .14 nnn n 1 n n? nn1

O Zadanie 8.3
Stosujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach podanych wyznaczni-
kow (powodujace obnizenie ich stopni) obliczyé:

Lo 1o vzl
ay| 2 35| b)| 25 -2 c)3013,
-4 06 -30 3

2 203

1 2-1 0 3 2 7-132

;?_}"; 2 4 5 1 -6 0 2 131

) 7 o 1 3 9-1-2 3 0-20; f)i-2 4 722

3.1 4 0 -2 -2 1-1 1 -3 -2 453

2 4-2 0 3 1 2 011

O Zadanie* 8.4
Korzystajac z algorytmu Chié obliczy¢ podane wyznaczniki:
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3 41 01

4 2 -3 i’g”i; 2 15 1 2
a)251,b)211_1,c)13214
-1 6 2 L1 1 o 2 11 5 2
3 -1 1 -1 1

Zadanie 8.5
Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej znalezé macierze odwrotne
do podanych:

3 _5 o 2
a) [ B ]; b) [cosa Sma],gdzieaeR; c) | 3
1

6 2 sin o cos «

Cr ©
W W

Zadanie 8.6
Korzystajac z metody bezwyznacznikowej wyznaczyé macierze odwrotne do po-
danych:

1 0 0 1 1 2 3 4
1 2 2
) 0 0 2 1 2 3 1 2
a)gé_?’b)o111’c)111—1
B 2 11 2 1 0 -2 —6
Zadanie 8.7
Rozwigzaé podane réwnania macierzowe:
-1 1] _[-2-1] 31 13| _[33]
a)X'[3—4]‘[3 4]’ b)[Ql}'X‘[lz]‘[QQ]’
-1
0 3 1 2] 13] _[56
c)([5_2}+4.x) _[3 4], d)3‘X+[_21]_[78]‘X.
Zadanie 8.8

Jakie s3 mozliwe wartosci wyznacznika macierzy rzeczywistej A stopnia n, jezeli:
a) A2=8A"1 b)AS—A=0; ) AT =44-12

Zadanie 8.9
Macierze kwadratowe tego samego stopnia maja wyznaczniki réwne 0. Jaka naj-
wigksza warto$¢ moze mie¢ wyznacznik sumy tych macierzy?

Zadanie* 8.10
Wyprowadzi¢ wzory na podane wyznaczniki stopnia n:

a b b ... b b a a ... a
b a b ... b —a b a ... a
a) b b a ... b . b)| " —a b ... a :
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1 n n—1 3 2 g —b a a
2 1 4 3 oy 0
1 2 e n
¢) 3 2 1 5 4 : d) ,
: : : R a; as . ap—0b
n n—1 n-2 ... 2 1
1 as as an ay as ... Odp-1 Qp
1 as+ by as o an as as ... Gn_1 an
e) 1 as az + b3 N Qan : f)
: . Ap_1 ap-1 ... QAp_-1 ap
1 as as ... anp+ b, an an ... anp an
Odpowiedzi i wskazowki
8.1 a) 0; b) 1; ¢) —512.
8.2 a) Wskazdwka. Od pierwszego wiersza odjaé drugi, od drugiego trzeci, ..., od przed-

ostatniego ostatni. Wynik 4 - 3"~'; b) Wskazéwka. Od pierwszego wiersza odjaé drugi,
od drugiego trzeci, ..., od przedostatniego ostatni. Wynik (—1)""'n; c) Wskazéwka. Od
kolejnych kolumn poczawszy od ostatniej, a na drugiej koriczac odejmowac kolumny po-
przedzajace pomnozone przez n. Rozwinaé otrzymany wyznacznik wzgledem ostatniego
wiersza obnizajac o 1 jego stopien. Z kolejnych wierszy obnizonego wyznacznika wytaczy¢
wspdlne czynniki. Kontynuowaé postepowanie az do otrzymania wyznacznika stopnia 2.
Wynik 2!-3!- ... (n = 1)L

8.3 a) 50; b) —15; ¢) —13; d) 44; e) 12; ) —178.

8.4% a) —45; b) —11; ¢) —1060.

L S
8.5 a) 18 36  b) cosa  sina ¢) 5 1
_l_ i —sina  Ccosa 3 -1 -3
L 6 12 -2 1 1
ril 2 2 -1 0 -1 1
9 9 9 Lol 1 22 —6 —26 17
2 1 2 T3 3 32| —17 5 20 —13
8.6 a) 5 3% ; b) ~ 111 ;i c) 1 0 2 -1
2 2 1 2 2 2 4 -1 -5 3
Lg 9 g9 2 0 1-1
11 3 -1 2 1 —4 —4
8.7a)X_[_24 _7],b)X_[ 0 0],c)X_é—[_7 3],
1 -17 -9
dX=3 [ 11 19 ] :

8.8 a) det A = 2", np. dla A = 2I,; b) det A = 0 lub det A = 1 lub det A = —1, np.
dla A = Oy, A= 1, lub A =1, dla n nieparzystych; c) det A = 2" lub det A = —2",
np. dla A = 21, lub A = [ay;], gdzie a;; = 0 dla 1 # j oraz a11 = =2, a;; = 2 dla
1=2,3,...,n, przy czym n € N jest liczba parzysta.

8.9 Wyznacznik sumy macierzy moze przyjmowaé wartosci dowolnie duze.
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Np. dla A = [ E 8 ] oraz B = [ g (1) ] mamy det(A + B) = z, analogicznie dla

wyzszych stopni macierzy.

8.10* a) (a + nb—b)(a —b)"™'; b) (a+b) _; (b—a) ic) (=)t AT -; 1;

d) (-1 ! <b - Zak>; e)by-...-bn; ) (a1 —az2) (a2 —a3) ...  (@n-1 — an) an.

k=1




Uktady rownan liniowych

Dziewiaty tydzien

Podstawowe okreélenia (4.1). Uklady Cramera (4.2). Metoda elimi-
nacji Gaussa dla uktadéw Cramera (4.3).

Przyktady

Przyktad 9.1
Dla jakich wartoéci parametru p podane uktady réwnan sa uktadami Cramera:
2. _ _ z + 3y + 3z = pz
a){6p2i_3y:31.;; by{3z+ y+3z=py ?
y= 3z +3y + z = pz

Il

Rozwiazanie
Liniowy uklad réwnan postaci AX = B jest ukladem Cramera, jezeli macierz A tego
uktadu jest macierza kwadratowa o wyznaczniku réznym od zera.

a) W zapisie macierzowym rozwazany uklad ma postaé

6p° —3 z | | 3p
2 <1y |7 7 |"
Wyznacznik macierzy tego ukltadu jest réwny

det A= |67 _3i=6(1—p3.

2 -1

Dany uklad jest zatem ukladem Cramera dla p # —1 oraz p # 1.

b) Zapisujac rozwazany uklad macierzowo mamy

1—-p 3 3 T 0
3 1—-p 3 y | =1]01{.
3 3 1-p z 0

-2—-p 0 2+4p
0 -2-p2+4p
3 3 1-p

Dalej

w] — w3z

wy — w3

101
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ks +(ktky) [72-P 0 0
2210 0 —2-p 0
3 3 T—p

Uktad ten jest wiec uktadem Cramera dla p # —2 oraz p # 7.

= (2497~ p).

Przyktad 9.2
Rozwiazaé podane uktady réwnan stosujac wzér Cramera:
z + 2y — z=1

9z — 8y = 4 _
a){7ac+2y:3’ b) 3£+ yié:g'

Rozwiazanie
Jedyne rozwigzanie uktadu Cramera postaci AX = B z niewiadomymi z1, z2, ..., Tn
wyraza sie¢ wzorem

- _detA1 r __detAg z _detA"
YT detA P T detAa’ 7 M T det Al

gdzie Ay oznacza macierz powstala z macierzy A przez zastapienie jej k-tej kolumny
przez kolumne wyrazéw wolnych B.

a) Mamy
9 -8 4 -8 9 4
detA_{,z 2'—74, det A; = 3 9 =32, det A, = 73’_-—1,
zatem T = 16 ———L
T VT T
b) Tutaj
1 2 —1 12 -1
detA=|31 1|=28 detdy =21 1]|=15,
10 -5 00 -5
11 -1 121
detA; =3 2 1[=8 detAs3=|312]|=23.
10 -5 100
15 2 3
Stad 1 7 = — = = =
ad wynika, ze z g V=707 28

Przyktad 9.3
Stosujac wzér Cramera obliczyé niewiadoma = spetniajaca uktad réwnar:

24z4+y=10+y+2=8+z4+u=6+u+v=10z+v = 15.

Rozwiazanie
Dany uklad zapisujemy w postaci

T 4+ y =3 1 1 0 0 O z 3
y + z =5 01 1 0 0 y 5

z + u =7 czyh 0 0 1 1 o0 z | = 7

u + v =9 0 0 0 1 1 u 9

10z + v =15 10 0 0 0 1 v 15
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Liczbe z obliczamy ze wzoru z = (jieett/:l , gdzie
| 11 0 00 1 1 0 0 01 0 0
detA = 831(1)8:0110_0110
0 0 1 1 0 0 1 1
00 0 1 1 00 0 1 10 0 0 1
10 0 0 0 1
1 0 0
= 1+410|1 1 01:11,
0 1 1
mp| 3 1 0 0 0 110 0 5 1 0 o |<4mm
5 1 1 0 0
det A; = 70110=30110—7110
9 0 0 1 1 0 01t 9 0 11
15 0 0 0 1 0 00t 15001
11 71
= 3-5/0 1 1|+| 9 1 1|=-2413=11.
0 0 1 15 1
11
Stqdz—ﬁ—l.

©® Przykfad 9.4
Rozwigzaé podane uklady réwnan metodg macierzy odwrotnej:
_ r — 2y + 3z = -7
a){ N v = 3; b){ 3z + y+ 4= 5.
y 2¢ + by + z = 18

Rozwiazanie
Rozwiazanie X ukladu Cramera postaci AX = B bedziemy wyznaczaé ze wzoru

X =A"'B.

a) Zapisujac uklad réwnani w postaci macierzowej otrzymamy

EEIHEH

Zatem
» 13
Yy 2 -1 9 15 | —2 1 9 1|
"3
czyliz::13 y:-—l.
3’ 3

b) Podobnie jak w poprzednim przykladzie mnozymy lewostronnie uktad réwnah w po-
staci macierzowe] przez macierz odwrotna do macierzy uktadu. Otrzymamy wtedy

z 1 -2 3717'r1 =7 L[ -1 —n -7 2
y|l=13 1 4 5 =15 5 —5 5 5 | = 31,
2 2 5 1 18 13 -9 7 18 -1
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czyi z =2,y =3,z = —1.

Przyktad 9.5

Rozwiagza¢ podane ukltady Cramera metoda eliminacji Gaussa:
T —2y+3z2=-7

r+o5y= 2 B )
a){~3x+6y:15’ by 3e+ yHdz= 5;
2c + 5y + z= 18

s42y—3: =0 stlytds- s =3

2 + 9y 4+ 62— 25— 3t= 5
d) r+2y— z— s+5t= 5.
-2z —Ty+ z4+3s—4t=-5
-z -5y — z+4+3s+6t= 4

¢) 4r+8y —Tz+ t=1
r+2y— z+4+ t=1"
—z+ y+4z4+6t=0

Rozwiazanie

Metoda eliminacji Gaussa dla ukladu Cramera postaci AX = B polega na rozwiazaniu
tego ukladu poprzez doprowadzenie jego macierzy rozszerzonej [A|B] do postaci [I|X],
gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Przy przeksztalceniach stosuje sie operacje elemen-
tarne na wierszach macierzy rozszerzonej, co schematycznie mozna przedstawié¢ nastepu-

Jaco
A B operacje elementarne I X
[ ] na wierszach [ | ] .
Poniewaz wszystkie wykonywane operacje przeksztalcaja uklad réwnan na uklad mu
réwnowazny, wigc wektor X pojawiajacy si¢ przy korficu postepowania jest szukanym
rozwiazaniem uktadu. Kolejnosé¢ operacji przy rozwiazywaniu naszych przyktadéw bedzie

zgodna z algorytmem Gaussa sprowadzenia macierzy nieosobliwej do macierzy jednost-
kowej.

a) Przeksztalcamy macierz rozszerzona danego uktadu réwnaii otrzymujac

15 2] w2t3 1 5] 2| w22 [1 5]|2] »1-5»2 [1 o]-3
-3 6|15 0 21|21 0 1|1 01| 1"

Ostatni zapis oznacza, ze
1z +0-
O-z 4+ 1-

b) Podobnie rozwiazujemy uktad z trzema niewiadomymi

1 -2 3|7

1 =23]=77 , _p [1 =2 3] w. 2o

314 5] —— |0 7T -5126| — |0 1 2|2
5

2 5118 ¥ |0 9 —5|32

= -3
= 1’

@ @
|

zatem z = -3, y = 1.

1 W [1 -2 3]-7
w3 — 9wy 0 1 _° <o w3 5 26
— 7| T —— 0o 1 2|2
10 | 10 [
0 0 = |- 0 1]-1

AR IR I

wy + 2wy — 3wg 0 0 1 -1
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Stad wynika, ze £ =2, y =3, z = —1.
¢) W tym przyktadzie mamy

12 -30/0 12 -30j0 12 -30|0
4 8 -7 1|1 wy — 4wy 00 5 1)1 w2 T W 03 160
12 -1 11| e |00 21)1 00 211
-11 46|0 wg + wy 03 1¢6|0 00 5 1)1
1 2 -3 olo 1 2 -3 0 0
1
wer |01 Loolo| wpesw |01 3 2] 0
BCER 5o, | —= 1] 1
w3z 2 0 0 1 - - 0 0 1 5 5
212 3 3
0 0 5 111 0 0 0 -2 | ==
2 2
R 1 00 0] 4
1
wy (—%) 0 1 3 210 wy — Lwy 01 0 0} =2
0 0 1 1 -1- w2—1w3—2w4 0 0 1 0 0
. . 212 wy — Swy + 3wy 00 0 1| 1
Stadr=4,y=-2,2=0,t=1

d) Nastepny uklad pieciu réwnan bedziemy rozwiazywac Scisle wedtug algorytmu Gaussa,
dlatego nie bedziemy zaznaczaé wykonywanych operacji elementarnych. Dla przejrzysto-
éci bedziemy otaczaé ramka ten fragment macierzy, ktéry ulegnie zmianie w nastepnym
kroku. Mamy zatem

1 4 2 -1 0|3 1 4 2 -1 o/ 3

2 9 6 -2 -3 |5 0 1 2 0 =3 |-1

1 2 -1 -1 5 |s5/|l—1| o[-2 =3 0 5] 2||—

2 -7 1 3 -4 |-5 ol 1 5 1 -4 1
-1 -5 -1 3 6| 4 ol-1 1 2 6|7

1 4 2 -1 o3 1 4 2 -1 0 ]
0 1 2 0 -3 |-1 0 1 2 0 -3 |-1
o 0o 1 0 -1]o0o|—] 0o o 1 0 -1]o0|—
o o 3 1 -1 2 o 0 o 1 2|2
o ol 3 2 3|6 0o 0o o[ 2 6%
1 4 2 -1 o3 1[4 2 -1 o] 3
0o 1 2 0 -3 |-1 omLo—s—l
o 0o 1 0 -1, 0o|l—] o o 1]0 -1 o0ll—
0 0 o0 1 22 0 0 0o 1| 2|2
0o 0o o o[ 2[7 o 0 o0 o0 11
1 0o 0 o o0]1
0 1 0 0 00
0o 0 1 0 0] 1
0o 0 0 1 010
o 0 o0 0 1]1
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Rozwigzaniem tego uktadu réwnan saliczby z =1,y =0,z =1, s = 0,t = 1. Mozna przy
tym zauwazy¢, ze szukanie rozwiazania ze wzoru Cramera byloby bardzo pracochlonne.
Réwniez obliczenie macierzy odwrotnej wymagaloby wiekszej ilosci rachunkéw.

Przyktad 9.6
Rozwiaza¢ podane uktady Cramera ,metoda kolumn jednostkowych”:

20— y+z=1 ffyfnggﬁi_i
a) ¢ —dz — 12y + z = 2 b) re ‘ B ;
3z 4+ 3y+2z=23 243y — z2- t=-6
4+ 2y + 3z — t=-4
3z + y + s 4+ 2t =2
r — y+ 3z + 2s =1
)42z +2y+ z+ s+ 3t=3.
z+2y— z— s+ t=1
Yy + 2z + 2s =3

Rozwiazanie

»Metoda kolumn jednostkowych” jest praktyczna wersja metody eliminacji Gaussa. Po-
lega ona na odpowiednim przeksztalceniu macierzy rozszerzonej uktadu. W przypadku
uktadéw Cramera celem postepowania jest doprowadzenie wszystkich kolumn macierzy
uktadu do postaci jednostkowej (tzn. z jedna jedynka i reszta zer) tak, aby jedynki w
poszczegdlnych kolumnach znajdowaly sie w réznych wierszach. Dla uktadu Cramera z
n niewiadomymi metoda ta wymaga n krokéw, gdyz w jednym kroku przeksztalca sie
ostatecznie caly kolumne. Kolejnoéé przeksztalcanych kolumn oraz polozenie korico-
wych , jedynek” jest dowolna, przy czym praktycznie jest do przeksztalcenia wybieraé
kolumne sktadajaca si¢ z jedynki, ,matych” liczb catkowitych i ,duzej” liczby zer. W po-
réwnaniu z klasycznym algorytmem Gaussa metoda ta nie wymaga przestawiania wierszy
ani budowania macierzy tréjkatnej, wymaga jednak wykonania wigkszej liczby mnozer.

Przeksztalcenie j-tej kolumny. Chcac w miejsce niezerowego elementu a;; otrzymaé
»jedynke”, a na pozostatych miejscach j-tej kolumny same zera wystarczy i-ty wiersz
macierzy rozszerzonej podzieli¢ przez ai;. Nastepnie nalezy od pozostalych kolejnych
wierszy odejmowac i-ty wiersz mnozony odpowiednio przez ai;, az;, .
@n,. Schematycznie przedstawimy to ponizej

sy A1y, Qig1g, .o

[5%) I F aiy . .. 0
wy — a1,y
R T sa;s LA )
1—1; wy iagy 1—1) wi_] —aj_qjw; 0
aiy e I | 1
w, —_—a, wy
- Qi - Qi41y i+l 1% R |
w'n—anjw’; .
L Any ] L Any oo | L. 0 ...} ]

a) Przeksztalcamy macierz rozszerzona ukladu réwnan zaznaczajac wyréznione niezerowe
elementy przeksztatlconych kolumn oraz kolumny wczeéniej przeksztatcone. Mamy

2 -1 1)1 2 -1 1]1 0 -9 1]-3
wy — wy wy — 2wy

—4 —12 12| =L | -6 —11 01| """, |0 13 0] 13

3 3 1|3 W™ 1 40]|2 w2 + 6wy 1 40| 2
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wy 113 0 -9 1|-3
— |0 10| 1
1 4 0f 2
Stad wynika, ze
0-z + 0.y
0-z + 1y
l-z + 0-y
zatemr = =2,y =1, z = 6.

wy + 9wy [001 6}
- > |l010| 1{.
ws—4w2 110 0|-2
4+ 1-z = 6

+ 0-z = 1,

+ 0.2z = =2

b) Postepujac wedlug omdwionej wyzej metody kolejno otrzymamy

11 2 3|1 11 2 3|1 wy — wy
3 -1 =1 —2|—4| wy-3w; [0 —4 =7 —11|-7 wa + 4wy
2 3 -1-1|-6| oo zur |0 1 -5 —7|-8 w3 — wy
(1 2 3 -1|-4] wi-w1 [0 1 1 —4|-5
10 1 7] 6 rto1 7| 6
00 —3 —27|-27 wy + (—3) 001 9| 9 wy — wy
00 —6 —3| -3 w (o8 002 1| 1| o
01 1 —4| =5 |01 1 —4|-5 wy — wy
rtoo —2| -3 r100 —2| -3 wy + 2ws 1000
001 9| 9 w3 : (—17) 001 9| 9 wp — 9wy 0010
—_— —
000 —17|-17 000 1| 1 wg + 13uwg 0001
010 —13|-14 010 —13|—14 0100
Stad odczytujemy, ze z = -1, y=—1,z2=0,t=1.
c) Postgpujac analogicznie jak poprzednio otrzymamy
r3 1 0 12[2 0 4 -9 —52]|-1
1-1 3 201 \ 1-1 3 20| 1 v
2 2 1 133 w12 0 4-5-33 1| —— >,
1 2-1-11]1 w3 — 2wy 0 3 -4-31] 0 w3 mlws
wq — wo 4 5
[0 1 2 203 0 1 2 20| 3
00 —17 —13 2|—-13 00 3 50| 5
10 5 40| 4 wy — 2w 10 5 40| 4 wy 3
00 —-13 —11 3|-11| ——*, (00 17 16 0|16 | —
00 —10 -9 1| —9 w3 — 3w 00 —10 —9 1|9
(01 2 20| 3 01 2 20| 3
001 go g
- 5 5
00 1 50 3 100_20_2
woy — 5
10 5 40| 4| wilitw Sl | e (-%)
000 -o0|->-| — _,
88 1(7) 13(1) 1(; s oy 5 >
- — - wy — 2wy 3 3
01 2 20| 3 000 =1} &
010 —2o| -1
L 3 3
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001 2o 37
3 3
00 18 o[ 18] w-3w [00100)0
wat(_sai) 3 3 wy + Bwy 1000 0|0
— 00 10 1|——0—= 000101
0o B4 B| ™MTF™ 000010
34 31 w5+§-w3 01000]|1
010 -20| -3 :

Rozwiazaniem tego uktadu réwnan sg liczby 2 =0,y =1, 2=0,s=1,t = 0.

Zadania

O Zadanie 9.1

Dlajakich wartoéci parametru p € R podane uklady réwnan sa uktadami Cramera:
2px + 4y — pz = 4
20 + y+pz=1,

(4+2p)z + 6y + pz = 3

rT—y—z—1=pz

(p+ 1z — py= 1
a){ 2z + (p-ly=3p’ b)

pz + 3y +pzr =0 _
¢) { —pz 2 =3, { Etyv-E-t=py,
z+ 2 +pz=p A
—r—y—z+1= pt
O Zadanie 9.2
Korzystajac ze wzoru Cramera znalezé rozwigzania podanych uktadéw réwna:
br — 2y = 6 z+2y+32=1 z+ 2y + 3z =14
a){3r+y:4;b) 20 +3y+ z2=3;¢)q4dz+3y— 2= 7.
3x+ y+ 2z=2 T— y+ z= 2
O Zadanie 9.3
Stosujac wzér Cramera obliczyé niewiadoma y z podanych uktadéw réwnan:
3z + Ty + 224+ 4t =0 T +3y+3z2+3t=1
a) 2y + =z =0 b) 3z 4+ y+3z2+3t=1
z+ 4y + =z =1 e +3y+ z+3t=1"
or + 3y + 2z =0 Jr +3y+3z+ t=1

)r+2y—4=3y+4z2—-6=52+6s=Ts+8t=z+y+2+s+t—2=0.

O Zadanie 9.4

Rozwigzaé podane uktady réwnan stosujac metoda macierzy odwrotne;:

o T+ y+2z2=25
a) 2z y—3; by 2r +2y+2=3 ;
Jr +y =2
dz + 2y + 2 =1

y+z+t= 4

z+ y+ z= 4 - _
) 2z —3y+5z2=-5; d) i +zi:: ;
-z +2y— z= 2 Ty _

T+ y+ z = -2



Dziewiaty tydzien - zadania v 109

O Zadanie 9.5
Rozwigzaé podane uktady réwnan metoda eliminacji Gaussa:
_ T+ y = 1
a){gii?’y:é; b){ o+ 2 — 32= -3 ;
y= 2¢ + 4y + z= 1
e+ y+ z=-1 20 + 3y + 22 =1
9 z + 2z = —6 ; d) ¢ 3z + 4y + 2z =2 ;
3Jy+2z2= 0 4z + 2y + 3z = 3

r — 2y + 3s + ¢t

20 — 3y + 2z + 8s + 2t

| z—2y+2z+3s— t
Yy + 3s + 5t

z — 2y + bs + 8t

o

) 20+ 2y + 2z 4+ ¢
€ 3z + 2y + 3z + 2t
6z + 4y + 3z + 2t

I un
CRRICIR

—_ O o

O Zadanie 9.6
Stosujac ,,metode kolumn jednostkowych” rozwiazaé¢ podane uklady Cramera:
5r + 2y ~ 22 =5 SO
a)< 3z + y+2z2=1; b) y B ;
9 + 3y + 22 =5 g+ y+2-t= 5
T+ y— z+t= 4
2¢ + y + z +t=0 (2 + 3y + 2z - t=3
y+ z =0 20+ y+ z+2s4+ 3t =6
) 2c+y+z+s =0; d)4{ 3z - z4 s+ t=3.
y+z+s+t=4 Y +4s 4+ t =1
x + z +t=0 20 + y+ 2z — 25+ 5t =28

O Zadanie* 9.7
Rozwiazaé podane uktady réwnan przeksztalcajac ich macierze rozszerzone (nie-
wiadome zaznaczono nad kolumnami):

ABCDEVFOGH
A BCDEF (1. 0 0 0 1 0 0 0]0]
1 112 2 2|2 01 00010 0]0
1 1.0 2 0 012 5 0104010140
a) 1 010 2 0(2]; b 05010 40T1)0
110 2 1 1|1 8 04 05 02 0|0
1 011 2 1]1 0 8 0 40 5 0 2|2
1 0011 1)1 4 0 402 0101|0
| 004 0 40 2 0 1]3 ]
O Zadanie* 9.8
Rozwiazaé uktady réwnan:
21,3z + 7,1y — 2,7z = 4,317
a) 3,2z + 11,2y -+ 6,2z = 16,664 ;
-5,9z + 3,6y + 4,52 = 7,765



7.8z — 2,2y + 3,32 + 6,3t = 3,219
9,4z + 4,8y — 1,1z + 1,2t = —0,214
0,72 — 3,7y + 9,82 + 2,1t = 1,153 °
11,2z + 12,3y — 7,3z + 1,6t = 6,010

b)

Odpowiedzi i wskazowki

9.1a)dlap#—-1—+v2orazp# —1+V2; b) nie istnieje takie p; ¢) dla kazdego p € R;
d) dla p # —2 oraz p # 2.

14 2 2 2 1
. & —J— =—b = - = — = —— = = = o.
92a)z=ny=pib)e=gy=g,2=—55c)e=1,y=22=3
5
9,3 :———b = —_— =
a)y=q5b)y= 150y

94a)r=1y=-1;b)z=-2y=0,z=T,¢c)z=3,y=2,z2=-1;d) z = -3,y =
2,z2=—1,t=3.
1 3 8
9.5a)r=—7,y=7;b)x:2,y=—1,z=l;c)z=0,y=2,z=——3;d):c=7
3
y=—;17—,z=—7;e)x=1,y=—2,z=0,t=2;f)z=10,y=3,z=0,s=—l,t=0.

)

9.6 a) x=0,y=2,z=—%;b) t=1ly=2,z=3t=4,¢c)z=-1,y=1,z2=—1,s =
2,t=2,d)z=1,y=0,z=1,s =0,t = 1.

9.7% a) (A,B,C,D,E, F) = (4,2,2,-2, -2, 1);

b) (4,B,C,D,E,F,G,H) =(0,0,0,1,0,0,0,—1).

9.8%a) 1=10,13, y=0,72, 2 = 1,32 b) £ = 0,22, y = 0,36, z = 0, 18, = 0, 27.

Dziesiaty tydzien

l Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych ukladéw réwnan (4.4). l

Przyktady

Przyktad 10.1
Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiazaé podane uktady réwnan:

2r4+y— 24 t=1 r+2y—z— t=1
a) y+3z—3t=1; b) r+ y+z2+3t=2;
z+y+ z— t=1 3 +dy—z+ t=3

z+2y+32—-2t— u= 6
3z +6y+5z—-2t— 9u= 1
d*) § 2z + 4y + 22 — 8u=-5H.
20 +4y 4+ T2 - b6t + wu= 17
z+4+ 2y + 6z -5t — 10u= 12

20 +y+ z=1
0 3z —y+32=2
z+y+ 2=0"
r—y+ z=1
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Rozwiazanie
Rozwiazywanie dowolnego liniowego uktadu réwnan postaci AX = B metoda elimina-
cji Gaussa polega na przeksztalcaniu macierzy rozszerzonej [A|B] tego ukladu. Celem

postepowania jest doprowadzenie macierzy [A|B] do macierzy [AI|B' opisujacej uklad

réwnowazny wyjéciowemu i jednocze$nie zawierajacy w lewym gérnym rogu macierzy A

macierz jednostkowa, a pod nia jeszcze jeden wiersz zlozony z samych zer. Wéwczas,

zgodnie z twierdzeniem, mozliwe beda trzy sytuacje:

1. uklad bedzie sprzeczny, jezeli element kolumny B wyrazéw wolnych odpowiadajacy
wierszowi zerowemu macierzy A’ bedzie rézny od zera,

2. uklad bedzie mial tylko jedno rozwiazanie (i bedzie réwnowazny ukladowi Cramera),
jezeli poza macierza jednostkowa w macierzy A nie pozostanie zadna inna kolumna,

3. ukiad quz1e mial nieskonczenie wiele rozwiazan, jezeli poza macierza jednostkowa w
macierzy A pozostanie choé jedna kolumna. Liczba tych dodatkowych kolumn bedzie
woéwczas liczba parametréw okresélajacych rozwiazanie ukladu.

Nasze przyklady rozwiazywaé bedziemy w oparciu o algorytm Gaussa, ale zmodyfiko-

wany, bo wykraczajacy poza uklady Cramera. Bedziemy wykonywac¢ nastgpujace opera-

cje na wierszach macierzy rozszerzonej:

¢ zamiana migdzy soba i~tego i j—tego wiersza (oznaczenie w; — w,),

e mnozenie i-tego wiersza przez stala c 16z2na od zera (oznaczenie cwy),

o dodanie do i-tego wiersza j-tego wiersza pomnozonego przez stala ¢ (oznaczenie w; +
cw;),

ktére wystarczaly dla ukladéw Cramera oraz dodatkowo:

o skreélenie i~tego wiersza zlozonego z samych zer (oznaczenie &; = 0),
o skreélenie i-tego wiersza réwnego j-temu wierszowi (oznaczenie ¥ = wj),

o skreslenie i-tego wiersza, ktéry jest proporcjonalny do j-tego wiersza (oznaczenie
i ~ wy).

Potrzebna tu jeszcze bedzie operacja przestawiania j—tej kolumny na koniec nie-

wiadomych (oznaczenie k; —) z jednoczesnym przemianowaniem oznaczen nie-

wiadomych.

a) Przeksztalcamy macierz rozszerzona uktadu réwnan otrzymujac

21 =1 1|17 ey [11 1 =1|17 wymwy [1 1 1 =1] 1
01 3 -3{1|— {01 3 -3|1 — (0 1 3 -3 1
11 1 -1]1 21 -1 1}1 0 -1 -3 3|-1
wg ~w2 [ 1 1] —1]1] w1-we 10 -2 210

—_— —_—
013 -3|1 01 3 =311

Dany uklad jest wigc réwnowazny uktadowi
z — 2z +2t=0
y+ 3z —-3t=1"

Uktad ten ma nieskoniczenie wiele rozwiazan z dwoma parametrami. Przyjmujac niewia-
dome z i t za parametry otrzymujemy rozwiazanie tego ukladu

Tz =2z—2t
y=1-—3z+4 3¢,
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gdzie z,t € R.

b) Postepujac podobnie otrzymujemy kolejne réwnowazne postaci macierzy rozszerzonej
12 -1-1]1 1 2 -1-1]1 1 2 -1 -1 1
11 1 3f2 —_— 0 -1 2 4j1 _— 0 -1 2 4 1
35 -1 1[3] 7™ Jo-1 2 4fo] ™™ |[Jo 0 0 0]-1]

Ostatni wiersz uzyskanej macierzy wskazuje na sprzeczno$é danego ukladu réwnan. Wi-
da¢ to wyraznie po rozpisaniu uktadu w formie rozwiniete;j.

T +2y— z— t= 1
- y + 2z 4+ 4t =
0= —

c) Macierz rozszerzona [A|B] danego ukladu réwnafd po przestawieniu jego wierszy
w) «—— W3, W2 «— W4 przyjmie postaé

1 1 110
1 -1 1)1
[A1B] = 2 1 111
3 -1 3|2

Dokonujac na wierszach tej macierzy zaznaczonych operacji otrzymujemy kolejno

- 1 1 1{07] wye—w
w3 — 2w 0 =2 0l1 w3<(—1) 1 11 0 111 0
[A|B] ——— — (0 1 1|-1| — |01 1]|-1
wy —3wy | 0 —1 —1]1 dy ~ wy 0 20| 1| ™t |0 2|1
L0 —4 0]2
111 o 100 11
- 011 —11 w1~ w2 010-—5
w3 wy — w3
L0 0 1= 00 1]~

Dany uklad réwnan jest zatem réwnowazny ukladowi Cramera posiadajacemu jedyne
rozwiazanie

= 1
_ 1
y = 7.
1
z=—=
2

d*) W tym przykladzie pojawi si¢ koniecznoéé przestawienia kolumn. Mozna to zro-
bi¢ jednorazowo pod koniec postepowania opuszczajac wczeéniej ,niewygodne” kolumny.
My jednak bedziemy to robi¢ stopniowo. Kazda ,niewygodna” kolumne (tzn. nie ma-
Jaca elementu niezerowego ponizej juz ustawionej , jedynki” na przekatnej) bedziemy od
razu przestawia¢ wraz z jej niewiadoma na koniec macierzy ukladu przed kolumne
wyrazéw wolnych. Od tego momentu bedziemy juz zaznaczaé nad kolumnami macierzy
odpowiadajace im niewiadome. Oczywiscie niewiadome przeniesione na koniec stana sie
parametrami. Operacj¢ przeniesienia j-tej kolumny na koniec bedziemy oznaczaé symbo-
lem k; ——, a przeniesione kolumny bedziemy dla przejrzystosci oddzielaé linia przery-
wang. Mamy zatem
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123 -2 -1 6 12 3 -2
365 -2 —9 1| ¥~ 100 -4 4 6—17
3 — 2w wg —— Wy
242 0 —8|-5| —~ |00 —4 4-—6—17 —
247 -5 117 T oo 1 -1 3 =
126 —5 —10] 12 00 3 -3
Ty 2z 1 U zz 1 u Y
(12 3 -2 —1| 67 & r— 13 -2 —1]2] 67 ks —
00 1 -1 3 5| oavau, |01 -1 310 5| 3 ~an
00 —4 4 —6[—17| we—-3wz |00 0 6|0 3| wa:6
Loo 3 -3 -9| 6 00 0 —18 |0]-9
Tz u Yy t Tz u Y t
r13 -1 |2 —2|6 wy — Sws 1002 14
01 3]0—1? m 010[0—1g
(00 1]0 o)z 0010 of 3

To oznacza, ze

| mnee—|
O O
O - O
- o O
—
—
& n 8
|
[T ST RN I

zatem rozwiazanie naszego ukladu ma w formie rozwinietej postac

r=—-4-2y—1t

7
= -+t
=gt ,
1
U= =
2

gdzie y,t € R.

® Przykiad 10.2
Rozwiazaé podane uktady réwnan ,metoda kolumn jednostkowych”:
4z + 3y + S5z + Tu= 2 2c +9y + 6z — 25— 3t = 5
2¢ — y+ z+3u= 4 b r+2y— z— s+5t= 5
2\ z42+42:42u=—1" )Y 92 —Ty+ z+43s—4t=—5"
3z + y+3z+5u= 3 —z—-5y— z4+3s+6t= 4
S5c+ y+2z2+4 s— t+ 6u= 2
—11z — 3y — 92 — 2s + 4t — 1bu = =5
c) 4+ y+2z+3s+2t+13u= 6.
3r—2y—Tz+4+ s+6t— 2u= 1
2z + 3y + 9z —T7t+ 8u= 1

Rozwiazanie

Metoda kolumn jednostkowych jest praktyczna wersja metody eliminacji Gaussa.
W przypadku dowolnych ukladéw réwnan celem postgpowania jest doprowadzenie kilku
kolumn macierzy ukladu do postaci jednostkowej (tzn. z jedna jedynka 1 reszta zer) tak,
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aby ,jedynki” w wyréznionych kolumnach znajdowaly sie w réznych wierszach. Wybdr
kolumn do przeksztalcen jest dowolny. Najlepiej jest braé¢ kolumny zawierajace ,male”
liczby catkowite, ,,duzo” zer, a wyrdzniony niezerowy element powinnien znajdowaé sie
w wierszu dotad nie wybieranym. Samo przeksztalcenie kolumny wykonujemy dokladnie
tak, jak dla uktadu Cramera (patrz Przyktad 9.6). W stosunku do ukladéw Cramera w
przypadku dowolnych ukltadéw réwnan moga w trakcie postepowania pojawié sie wiersze
zerowe - wtedy je skreslamy, wiersze réwne lub proporcjonalne - wtedy skreslamy jeden
z nich. Moze si¢ zdarzyé, ze w macierzy rozszerzonej ukladu pojawi sie wiersz zerowy z
jednym elementem niezerowym w kolumnie wyrazéw wolnych. Taki uklad réwnan jest
oczywiscie sprzeczny. Jesli tak sie nie zdarzy, to postgpowanie koticzy sie wtedy, gdy liczba
wyréznionych kolumn jest réwna liczbie wierszy, ktére pozostaly w macierzy. Rozwiazanie
uktadu odczytujemy teraz z koricowej postaci macierzy, wyrdznione , jedynki” wskazuja
zmienne zalezne.

Uwaga. Przy wybieraniu wyréznionych kolumn oraz ich niezerowych elementéw mamy
pelna dowolnos¢. Jednoznacznie okreslona jest tylko liczba tych kolumn, ale pojawia sie
ona w naturalny sposéb na korncu postepowania.

a) Przeksztalcamy macierz rozszerzona ukladu réwnan otrzymujac

4 357 2] wi—awy [0 =5 =3 —1| 67 wy =uw,
2 -113| 4|w—2w |9 -5 -3 1| 6 ¥2=w [1 22 2|-1
— ——

1 2221 |wi-3ws |1 2 2 2[=1| we-(-)|0531|—6

3 135 3 0 -5 -3 —1| 6

wi—2w2 ] _g —4 0| 11
- 2 .
0 5 3 1|-6

W formie rozwinietej uklad réwnan przyjmuje postaé

z — 8y — 4z = 11
Sy + 3z +u=—-6"

zatem jego rozwiazanie mozna zapisa¢ wzorami ¢ = 1148y +4z, u = —6 — 5y — 3z, gdzie
v,z € R.
b) Postepujac wedlug tej samej metody otrzymamy
2 9 6 -2 <3| 57 wi-2w [0 5 8 0 —13|-5
1 2 -1 -1 5| 5| wt+2»2 11 2 1 -1 5| 5| wotws
-2 -7 1 3 —4|(-5 wy + wy 0 -3 -1 1 6 5 wy — 2wy
-1 -5 -1 3 6| 4 0 -3 -2 2 11| 9

[0 5 80 —13|-57] ,,.(-1y [0 —34 8 00| 8
1 -1 -20 11|10 | wi+1ws |1 32 -2 0 0|—1 | w18
0 -3 -11 6| 5| wp-11wg |0 15 =1 1 0]-1
L0 3 00 -1|-1] w~%% |0 -3 00 1| 1
7 -
_ 17 0o - 1001
0 -5 100]1 f7
woy + 2w P
1 32 -200/|-1 2+1 1 500011
0 15 -110|-1]| wa+m 43
lo -3 o001 1 7 01ojo
0 -300 11|




Dziesiaty tydzien - przyklady . , . 115

zatem
17 + z =1
1’ -
+ A7 1
T —_— =
2?/
43
= =0
1! t
- 3y +t=1
. . 47 17 43 .
1 ostatecznie £ = 1 -5 z=1+ Ty s:—Ty,t=l+3y, gdzie y € R.

¢) Rozwiazanie tego przykladu znajdziemy doéé szybko, bowiem mamy

5 1 2 1-1 6| 2 51 2 1-1 6| 2
~11 =3 =9 =2 4 —15|—5 | vzt im 40-3 1 1 3 1| mr
14 1 2 3 2 13/ 6| — & 90 0 2 3 T 4| — &
3-2-7 1 6 —2| 1| w3 130-3 3 4 10| 5| 44222
2 3 9 0-7 8|1 ~130 3 -3 —4 —10|-5
Lol 5 0 =2 3 1 ws2us w5 3 17 9 0 5] 5
4 0 -3 1 1 3|1 2 vs :
———~ |30 -9 1 0 2]|-1
10 6 0 1 12| wa=w || oo o]
10 6 0 1 1|2
To oznacza, ze
3z +y + 17z + 5u = 5
{373 — 9z 4+ s + 2u = —1
T + 6z +t+ u=

zatem

5 — 3z — 17z — 5u
-1 -3z + 9z — 2u ,
2—-— z— 6z — u

I

gdzie z,z,u € R.

{ y

S

t

® Przyktad 10.3
Dla jakich warto$ci parametru p podany uklad réwnan ma doktadnie jedno roz-
wigzanie, okresli¢ liczbe rozwigzan tego uktadu w pozostatych przypadkach:

x+p2y+ z =

=—p
z4+ y-pz=p*?
y+ z= 1

Rozwiazanie
Jezeli dany uklad jest uktadem Cramera, to ma dokladnie jedno rozwiazanie. Dzieje sie
tak, o ile

=(1+p) = (p*=1) =(1+p)(2—p) #0,

—_
—
|
—_—s =




tzn. dla p € R\ {—1,2}. Przypadki p = —1 oraz p = 2 przeanalizujemy rozwiazujac
odpowiedni uktad réwnan metoda eliminacji Gaussa. Dla p = —1 mamy

LD e =wr Ty g g m-ee [ o0

N 0 1 1{1 0 1 {1}’

0 1 11

zatem r =0, y = 1 — 2z, z € R, wiec uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan. Dla p = 2
otrzymujemy

14 1] =27uwpmw [1 4 1|2 7wypow [1 4 1]2
11 2| 4|—— |0 =3 -3/6|—— [0 0 09 |.
01 1| 1 0 1 1|1 0 1 1|1

W tym przypadku uklad nie posiada rozwigzan, bowiem odczytujac drugi wiersz ostatniej
macierzy w jawnej postaci 0-z + 0y + 02z = 9 uzyskali§my warunek sprzeczny.

Przyktad 10.4

W wytwdrni montuje sie cztery wyroby A, B, C, D z trzech typéw detali a, b, c.
Wyroby A, B, C, D waza odpowiednio 60 g, 60 g, 70g, 90 g. Obliczy¢, ile waza
poszczegdle detale, jezeli ich liczba w produkowanych wyrobach podana jest w
tabeli:

AlB|C|D
all|2]|1]1
bl2|1(1]2
cl2]1(3]4

Rozwiazanie
Niech z,y, 2 oznaczaja odpowiednio wagi w gramach detali a, b, c. Dane, ktérymi dyspo-
nujemy w tym zadaniu prowadza do ukladu réwnan

a + 2b + 2¢ = 60
2¢ + b 4+ ¢ = 60
a + b 4+ 3¢ 70
a + 2b + 4c = 90

Wyznaczenie wag poszczegdlnych detali bedzie mozliwe wtedy, gdy rozwazany uklad
réwnan bedzie mial jednoznaczne rozwiazanie. Stosujac metode eliminacji Gaussa otrzy-
mamy

122607 wy—2w; [1 2 2| 60 1 2| 60

21 1(60| w3—*1 [ g —3 —3|—60| w2—3w3 | —6(—90
—_— —_—

11370 wa—-w; |0 —1 1| 10 0 -1 1| 10

12 4|90 0 0 2| 30 0

Wy ~ wy

WM T1 2 2] 60 vy g 0 0[20

—F |01 —-1|-10 1 0] 5].
0 1(15

wy 12 LO 0 1 15 wy — 2wy — 2wy

Zatem detal a wazy 20 g, detal b wazy 5 g, a detal ¢ 15 g.
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Zadania

O Zadanie 10.1
Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwigzaé podane uktady réwnan:

r—2y+ z= 4 r+2y+ z+ t=7
s+ y+ 2= 1
a) q . : b)q2e— y— z+4t=2;
2 — 3y + 52 =10 5z + 5y + 2z 4+ Tt =1
5z — 6y + 82 =19 ! B
r+2y+ 324 t=1
) 2e+4y— z4+2=2
) 3z+6y+102+3t=3"
e+ y+ z+ t=0

z— y+ z—2s4+ t= 0
) 3z+4y— z4+ s+3t= 1.
z—8y+5z—9s+ t=-1

O Zadanie 10.2
Rozwigzaé podane uklady réwnan ,metoda kolumn jednostkowych”:

3e +2y+2— t= 0 2c +3y+ z—2s— t= 6
S — y+ 2+ 2t = -4 b dr + Ty + 22 — bs + t =17
V7 48y +z—Tt= 6 )Y 6z + by + 32— 25— 9= 1°
z— y+z+2t= 4 2¢ + 6y + 2z — 5s — 10t = 12
3z + y - 2t= 1 z—3y+ z—-2s+1t= =5
5z + 2y + 2z — t= 5 2z — 6y —4s +t=-10
) T -y — 2t = -5 d) 2z +t= 0
5t + y+ z-—-3t= 0’ -2z + 6y + 2z + 4s = 10~
—Trx — 3y + 2z + 5t = —4 -2z + 6y + 4z +4s+t = 10
dr + y — 2z — 5t = =2 —z 4+ 3y+ z+4 2s = )

O Zadanie 10.3
Dla jakich wartoéci parametru p podane uktady réwnan maja doktadnie jedno
rozwiazanie, okresli¢ liczby rozwigzan tych uktadéw w pozostalych przypadkach:

z+ py— z=1 x4+ 4y — 2z = —p
a) z+ 10y —6z2=p; b)y<3zx+ dy—pz= 3.
2c — y+pz =20 pr+3py + z= p

O Zadanie 10.4
Wykonanie pewnego pojemnika wymaga czterech czynno$ci: narysowania formy,
wyciecia, ztozenia modelu i jego pomalowania. Liczby poszczegdlnych czynnosci w
kolejnych dniach pracy pewnego pracownika podaje tabela:

rysowanie | wycinanie | sktadanie | malowanie
poniedziatek 30 20 10 b)
wtorek 20 15 15 10
sroda 40 25 20 20
czwartek 30 20 20 20

Obliczyé czas wykonywania poszczegdlnych czynnosci, jezeli w kolejnych dniach
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taczny czas pracy wynosit odpowiednio 2 h 10 min, 2 h 15 min, 3 h 55 min, 3 h
30 min.

O Zadanie 10.5
Rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan znalezé macierz A spelniajaca oba podane

warunki
140 9 7 213 416
[225]"4‘[623}’ [110]*“[3 4]'
O Zadanie 10.6

W uktadzie elektrycznym podanym na rysunku zamontowano oporniki Ri, Rs,
R3, Ry.

T () "
° NG,

ST

Przy pigciu réznych warunkach zasilania odczytano z amperomierzy i woltomierza
wartosci pradéw Iy, I3, I3, I, [mA] i napieé [V], co ilustruje tabelka.

L | L || L |V
pomiar1 | 2| 5| 4| 1] 33
pomiar 2 110 1] 2 7
pomiard | 5 |-1] 1]-1]20
pomiar 4 | 4 11 36
pomiard | 0 1|-2] 5| 3

Wyznaczy¢ opornosci Ry, Ry, R3, R4.

O Zadanie* 10.7

Rozwigzujac odpowiednie uktady réwnan Cramera znalezé rozktady na rzeczywiste
utamki proste podanych funkcji wymiernych:

a 9222 +3 ) b) 25 4+523 — 3224+ 62 -5
(22 + 1) (22 + 2)*’ (22 +1)* (&2 +2) (22 + 3)

Odpowiedzi i wskazowki

10.1a) z =1,
teR;d) z=

y = —1,z = 1; b) uktad jest sprzeczny; ¢) z = —1 —t,y =1,z = 0, gdzie
1 Ez +s—t y= 1 + dzi teR
7 7 ) y - 7 72 S, g € Z,S, .

. 7 .
10.2 a) uktad jest sprzeczny; b) y = 7 +s,z2=—-4—-2z—35,t= %, gdzie z,s € R;
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c)z=-14+t,y=4—t,z=1—t,gdziet € R;d) t = —5+3y+ 2z +2s, t = —2z, gdzie
¥,2,5 € R.

10.3 Uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie, nieskoriczenie wiele rozwiazan lub tez nie
posiada rozwiazai odpowiednio dla: a) p € R\ {-5,3}, p =3, p = =5, b) p € R\
{-1,-7},p=-1,p=-T.

10.4 Czasy potrzebne na narysowanie formy, wyciecie, zlozenie modelu i pomalowanie
wynosza odpowiednio 1 minute, 3 minuty, 2 minuty i 4 minuty.

1 3
105 2 1 |.
0 3

10.6 Ry = 1kQ, R, =2k, R3 =1kQ, Ry = 0,5kQ.
1 1 z -1 1 1

3 _ . —
10.7* a) 117 (z2+2)2,b) @ +1)° +2 13




Geometria analityczna
w przestrzeni

Jedenasty tydzien

l Wektory (5.1). Iloczyn skalarny (5.2). Iloczyn wektorowy (5.3). |

Przyktady

Przyktad 11.1
Obliczyé dtugosci podanych wektoréw:

a) @ = (1,—v3,v5) ; b) PQ, gdzie P = (1,2,3), Q@ = (4,6, 15).

Rozwiazanie

. - L oy d
a) Dtugosé wektora ¥ = (z,y, z) wyraza si¢ wzorem |7| S y? + z2. Zatem

| =\/12+(—\/3—)2+(\/5)2=\/§=3.

b) Diugos¢ wektora AB taczacego punkty A = (z1,41,21), B = (22,92, 22) wyraza sie
wzorem

I AB ‘2_1\/(“ —21)" + (v —1)” + (22 — 21)°.

Zatem

IFa|=\/(4-1)2+(6-2)2+(15—3)2:x/@:m.

Przyktad 11.2
Réwnolegtoscian jest rozpiety na wektorach @, b, € Wyrazi¢ przekatne tego réw-
nolegtoécianu przez wektory @, b, €.

Rozwiazanie
—_— e e —_
Niech @ =BH, ¥ =FEC, % =AG i Z =DF oznaczaja przekatne réwnolegloécianu roz-

pigtego na wektorach @, b, ¢ (rysunek). Aby nie zaciemniaé rysunku zaznaczono na nim

120



Jedenasty tydziesi - przykiady

-

121

tylko dwie przekaine % i 9. Z faktu, ze tamana ABH F A jest zamknieta wynika réwnosc¢
d+1=¢+b,stad 4 = ¢+ b— d. Podobnie z faktu, ze tamana ABCF A jest zamknigta
wynika réwnoé$é @ + b = ¢ + 9, stad 9 = @+ b — ¢. Z analogicznych rozwazan wynika,

7e trzecia przekatna i wyraza si¢ wzorem W = @ + b + ¢, zaé czwarta Z= 4 — b + ¢.

Przyktad 11.3

Znalezé dowolny wektor @, ktéry z wektorami @ = (1,2, 3), b= (6,—4,2) tworzy
jednakowe katy i lezy w plaszczyinie wyznaczonej przez te wektory.

Rozwiazanie

W rozwiazaniu wykorzystamy fakt méwiacy, ze wek-
tor, ktéry jest sumg dwdéch wektordw o jednakowych
dlugosciach, tworzy z nimi jednakowe katy 1 lezy w
plaszczyznie wyznaczonej przez te wektory. Fakt ten
w/ynika, z elementarnych wlasnosci rombu. Niech a'i

-

b oznaczaja wektory jednostkowe réwnolegle (z za-

chowaniem zwrotu) odpowiednio do wektoréw d i b
(rysunek). Wtedy

a-9_ (123 (1 2 3
| V12422 + 32 V14’ V14’ V14 )

L

1
-

b =

=

Wektor 4 tworzacy jednakowe katy z wersorami t'i’,
b, ma postaé

N 1

Przyktad 11.4

_(6,-4,2) _< 3 -2 1)
1Bl e+ (-7 +22 \Vid VI Ve

]
-

b,

-2

- 12 3 3
i=d +b = ——= —, — |+ | =, —, —
<\/14 V14 \/14> (\/174’ V14’ /14

Obliczy¢ iloczyny skalarne podanych par wektordw:
a)d=(-1,5,2), 5=(3,0,7); byd=1—]+Fk 7=31—2k

Rozwiazanie

a zatem takze z wektorami @ i

1 4

a) lloczyn skalarny wektoréw @ = (z1,y1, z1), b= (z2, Y2, z2) obliczamy ze wzoru

IS

ob =1z1%2 + Y1y2 + z122.
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Zatem .
dob=(-1,52)0(3,0,7)=(=1)-3+5-04+2-7=11.

b) W rozwiazaniu wykorzystamy wtasnoéci iloczynu skalarnego wektoréw oraz fakt, ze
wersory ¢, J, k sa parami prostopadle, tzn. spelniaja réwnosci:

10j=jok=Fkoi=0.
Zatem
= (i—7+k)o (37— 2K)
=3(202)—2(2012)—3(302’)+2(30E)+3(Eo§)—2(1§ol’é)

=3-2=1.

333
o
QU

Uwaga. Przykiad b) moina oczywiscie obliczyé tak jak a) zapisujac 4@ = (1,-1,1),
v =(3,0,-2).

Przyktad 11.5

Korzystajac z iloczynu skalarnego obliczy¢ miary katéw miedzy:

a) wektorami @ = (1,/2,3), b= (0,—v2, 1) ;

b) wektorem % = (4,—12,3) i plaszczyzna 2Oz uktadu wspéirzednych;

¢) przekatnymi Scian prostopadio$cianu o krawedziach dtugoci a =5, b =6, ¢ =
7, wychodzacymi z jednego wierzchotka.

Rozwiazanie
Miara kata miedzy wektorami niezerowymi @i b wyraza sie wzorem

do
la|- 18]
a) Dla wektoréw a = (l,\/-2_, 3) i b= (0,—\/5, 1) mamy
(1,v2,3) 0 (0,-v2,1)
\/12+(\/§)2+32,\/02+(_\/§)2+12

= arccos% 7~ 1,40[rad ] ~ 80,4°.

1

.
, b) = arccos

¥ (

oy

Q1

¥ (a,b)

arccos

b) Zauwazmy najpierw, ze miara kata miedzy wektorem i plaszczyzna jest réwna mierze
kata miedzy tym wektorem i jego rzutem prostokatnym na te¢ ptaszczyzne. Rzut prosto-
katny wektora 4 = (4, —12,3) na plaszczyzne Oz ma postaé & = (4,0,3). Zatem

(4,-12,3) 0 (4,0,3)
VA2 402437 /42 + (—12)2 + 32

1
a =g (u, i ) = arccos

= arccos 15—3 ~1,18[rad | = 67,3°.
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¢) Sytuacje omawiang w zadaniu przedsta- z
wiono na rysunku obok. Poczatek ukladu
wspdirzednych umieszczono w jednym z
wierzchotkéw prostopadloscianu, a osie po-
krywaja si¢ z jego krawedziami. Wektory
i, D1 W rozpinajace ten prostopadloscian q

81

=

maja wtedy postaé:

<L
<

Y

1
3

a
(0,6,0) =(0,6,0),
(0,0,¢) =(0,0,7)

~

(a,0,0) =(5,0,0), o

[T
I

T

Przekatne $cian prostopadloscianu wychodzace z poczatku uktadu wspdtrzednych sa re-
prezentowane przez wektory:

P=i+9=(560), G=7v+H=(067), F=1u+w=(507).

Miary katéw miedzy tymi przekatnymi wyrazaja si¢ wzorami:

= = ﬁoa (5,6,0)0(0)617) o
, §) = arccos ==+ = arccos = arccos ~ 60°,
* (3.9) 15! -4l VBZ 16262+ 12 V5185
. po 7 .6,0)0(5,0,7
4 (P, 7*) = arccos 2T — arccos (5,6,0) o ( )__ arccos —o— 68°,
|- 17| V52 462 - /52 4 72 4514
qo T 0,6,7 5,0,7
P (0,6,7)0(5,0,7) 9

I qgo
q, T) = aICCOS v+ 57 = aIrcCcos = arccos
* (@7 lgl - 7] V62 + 7% . /52 £ 72 V6290

©® Przykiad 11.6
Obliczyé dtugoséé rzutu prostokatnego wektora @ = (3,4, —1) na prosta tworzaca
jednakowe katy z dodatnimi osiami uktadu wspédtrzednych.

Rozwiazanie

Zauwazmy najpierw, ze prosta tworzaca
jednakowe katy z osiami ukladu wspdt-
rzednych jest réwnolegta do wektora b=
(1,1,1). Rzut prostokatny dowolnego wek-
tora na te prosta jest taki sam jak rzut tego
wektora na wektor b. Rzut prostokatny

1l

wektora @ na wektor b (rysunek) wyraza 3
sie wzorem i
. dob -
1l=——"'>b.
|6]?

Wzér ten wynika bezposrednio z definicji iloczynu skalarnego wektoréw @ib. Reut @
wektora @ = (3,4, —1) na wektor b = (1,1,1) ma zatem postaé

(3,4,~1) 0 (1,1,1)

VEFETe)

%= S(1,1,1) = (2,2,2).
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Stad |#| = 2v/3.

Przyktad 11.7
Obliczy¢ iloczyny wektorowe podanych par wektoréw:

a)d=(-1,3,2), b=(-1,2,-5); b)P=27+k g=1—7+3

a1

Rozwiazanie

a) Do obliczenia iloczynu wektorowego wektoréw @ = (z1,y1,21) i b= (z2,¥2, 22) wy-
korzystamy wzdr

i ] Kk

T Y1 21

T2 Y2 22

oL
X
o
Il

Zatem

2

318
X
S

= (-1,3,2) x (=1,2,-5) =

N WSl
JRECE

-1
-1
= 3 (=5) ~ 22 = F[(-1) - (=5) = (-1) -2} + E[(=1) - 2= (1) -3
= 193 — 7]+ k= (=19, -7,1).
b) W rozwiazaniu wykorzystamy wlasnosci iloczynu wektorowego oraz réwnoéci
ixj=Fk jxk=13 Exi=} ixi=)xj=kxk=0.
Mamy
Bx = (274 F) x (i=7+3%)
2(7x8) —2(3x3) +6(Fx k) + (kx7) - (Ex])+3(kxk)
= 2k—0+61+7+1+0="Ti+7— 2k

Uwaga. Przyklad b) mozna oczywiscie obliczyé sposobem przedstawionym w a) po zapi-

saniu p = (0,2,1), §=(1,-1,3).

Przyktad 11.8

Obliczy¢ pola podanych powierzchni:

a) tréjkat rozpiety na wektorach @ = (1,—1,1), b = (0,3, —2);

b) réwnoleg}obok o trzech kolejnych wierzchotkach w punktach 4 = (1,0,1), B =
(3,-1,5), C = (-1,5,0);

c) rownoleglosaan rozpiety na wektorach p, ¢, 7

Rozwiazanie

W rozwiazaniu wykorzystamy okreslenie
iloczynu wektorowego, z ktérego m. in. wy-
nika, ze pole S rownolegloboku rozpigtego
na wektorach @, b jest réwne dlugosci wek-
tora @ x b :

S=|(—i><5|.
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a) Poniewaz pole tréjkata rozpietego na wektorach @, Sjest réwne potowie pola réwno-
legtoboku rozpigtego na tych wektorach, wiec

1,, = 1
SzglaXbl:El(l,—l,l)x(0,3,—2)|
77 R
1.0 7 1, =+ .= .= /14
=§] 1-1 1 |=§[—z+2]+3k|:T.
0 3-2

b) Réwnolegtobok ABCD o wierzchotkach w punktach A = (1,0,1), B = (3,-1,5),
C =(-1,5,0) jest rozpiety na wektorach

AB=(2,-1,4), AC=(-2,5-1),

zatem jego pole wyraza si¢ wzorem

SABCD=IZéX:4—5|=I

B 0 e
|

UL =Gy

-

= |~ 19767 +8k| = 1/(~19)2 + (=6)? + 82 = /461 = 21,47.

¢) Powierzchnia réwnolegloscianu rozpietego na wektorach P, q, 7 sklada sie z dwéch
réwnoleglobokéw rozpietych na wektorach p, ¢, z dwéch réwnoleglobokéw rozpietych
na wektorach B, 7 oraz dwéch réwnoleglobokéw rozpigtych na wektorach g, 7. Pole tej
powierzchni bedzie zatem réwne

S=2(1px g+ 1P x#|+1gx7|).

Przyktad 11.9

Obliczy¢ odlegtos¢ punktu P = (3,2,5) od prostej [ wyznaczonej przez wektor

@ = (1,1,1) zaczepiony w poczatku uktadu wspdtrzednych.

Rozwigzanie

Odlegtos¢ d punktu P od prostej ! (rysunek) wyznaczymy z tréjkata OPP/, gdzie P

Jjest rzutem prostopadlym punktu P na prosta l. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

d = \/(OP)? — (OP')2. W naszym przypadku mamy OP = /32 422 452 = ./38.
_/ —_—

Wyznaczymy teraz dlugo$¢ wektora OP |, ktéry jest rzutem wektora OP na wektor a.

Dtugos¢ tego rzutu wyraza si¢ wzorem (zobacz Przyktad 11.6)

—
155" LoPeal je2soarn_ 1o :
| 1?4172+ 12 V3 P
Zatem d !
d=1/(0P) = (0P')? = /38 = 100 _ /14 " d
3 3 d
. . . . O
Drugi sposéb rozwiazania tego zadania po- v

dany bedzie w Przyktadzie 13.1 c).
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Zadania

Zadanie 11.1

Obliczy¢ dtugosci podanych wektordw:

a) @=(3,-4,12); b) b= (v3,-v5,2V2);

¢) ¢ = (pcosp,psing, h), gdzie ¢ > 0 oraz v, h € R;

-

d) d = (0cospcost, gsinpcos P, psin ), gdzie o > 0 oraz v, € R.

Zadanie 11.2
Wektory @, b tworza dwa sasiednie boki tréjkata. Wyrazié érodkowe tego tréjkata
przez wektory @, b.

Zadanie 11.3

Znalezé wersor @, ktdry:

a) lezy w plaszczyinie £Oy i tworzy kat a z dodatnig czeécig osi Ox;

b) tworzy z dodatnimi czeéciami osi Oz, Oy, Oz odpoY‘viednio katy «, 8, 7;

¢) tworzy jednakowe katy z wektorami @ = (0,3, —4), b = (8,6,0) i jest polozony
w plaszczyinie wyznaczonej przez te wektory.

Zadanie 11.4
Obliczy¢ iloczyny skalarne podanych par wektoréw:

a) @ =(1,-2,5), b =(3,-1,0);
b) % =37—2F, T=—1+35+7k;
*)E=P+2¢— 7, §=23P— q+2F, gdzie P, §, 7 sa wersorami parami prostopadtymi.

Zadanie 11.5

Korzystajac z iloczynu skalarnego obliczy¢ miary podanych katéw:

a) miedzy wektorami @ = (—3,0,4), b= (0,1,-2);

b) migdzy dwusiecznymi katéw utworzonych przez osie Oz, Oy oraz osie Oy, Oz
uktadu Ozyz;

¢) miedzy przekatnymi réwnolegtoécianu rozpietego na wektorach @ = (1,2,3),
¥=(-1,0,2), & = (3,1,5).

Zadanie 11.6
Obliczy¢ ditugoéé rzutu prostokatnego wektora @ = (\/5, \/3,—\/5) na wektor

b= (—v8,0,v5).

Zadanie 11.7
Obliczy¢ iloczyny wektorowe podanych par wektoréw:
-+

a) @ = (-3,2,0), 3:(1,5,—2); b) @ =27—3k, T=1+4]—4Fk;

)T =2p+G+7, §=P+3G+47, gdzie B, ¢, 7 sa parami prostopadlymi
wersorami o orientacji zgodnej z orientacja uktadu wspéirzednych.
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O Zadanie 11.8
Obliczy¢ pola podanych powierzchni:

a) réwnoleglobok rozpiety na wektorach @ = (1,2, 3), b =(0,-2,5);
b) tréjkat o wierzchotkach A = (1,-1,3), B =(0,2,-3), C = (2,2,1);

¢) czworo$cian rozpiety na wektorach @, @, @.

O Zadanie 11.9

— —
Tréjkat ABC rozpiety jest na wektorach AB= (1,5, -3), AC= (—1,0,4). Obliczy¢
wysokoéé tego tréjkata opuszczona z wierzchotka C.

O Zadanie* 11.10
Dane sg wartosci trzech sil:
Fo=|Fil=3N, R=|F|l=4N F=|Fl=5N
Jaki powinny byé skierowane w przestrzeni te sity, aby ich wypadkowa byta wek-
torem zerowym?

Odpowiedzi i wskazéowki
11.1 a) 13; b) 4; ¢) /0 + h?; d) o

1 -1 - 12
2 - (d ~da—b, -b— d.
1122(a+b), sd—b cb-d
1
11.3 a) % = (cosa,sina,0); b) 4% = (cosa,cosfB,cosv); ¢) & = ——(2,3,—-2) lub
)i = ( ) B) @ = (cosaycosBroos7)i ©) @ = = (23,-2)
" 1
%= ——=(~2,-3,2).
= )
11.4 a) 5; b) —17; c*) —1.
11.5 a) arccos — 5 2,37[rad] = 135,8°; b) 1[rad]' ¢) 1 = arccos 20 o
. ~ ) ~ ) ) 3 ) 1 3\/5—9
67 13
0,52[rad] = 29,8°, = arccos ~ 0,39[rad] = 22,3°, = arccos =~
[rad] ©2 595 [rad] ®3 T

0,75[rad ] =~ 43,0°.

11.6 —.

VI3
11.7 a) (—4,—6,—17); b) 37+ 57 + 2k; c*) p — 74 + 57
11.8 a) S = 1/285; b) S = V/61;
c)S=%(|1’i><i§|+|i‘)>< D] + | x |+ | (% —3) x (B —3)|).

V14910

9 h.= .
11.9 A, 35

11.10* Sily te po przesunigciu réwnoleglym powinny utworzyé tréjkat (prostokatny).




128 Geometria analityczna w przestrzeni

Dwunasty tydzien

Iloczyn mieszany (5.4). Réwnania plaszczyzny (5.6). Réwnania pro-
stej (5.7).

Przyktady

® Przykiad 12.1
Obliczy¢ iloczyny mieszane podanych tréjek wektoréw:
a) @=(3,-2,5), b=(1,-1,3), €= (-2,2,1);
by p+4, 29 -G, 7 jezeli (P, q,7) =3.

Rozwiazanie
a) Do obliczenia iloczynu mieszanego wektoréw 4 = (z1,91,21), D = (22,92, 22), W =
(z3,ys, z3) wykorzystamy wzdr

1 Y1 21
2 Y2 22
r3 Yz 23

Dla wektoréw @ = (3,-2,5), b= (1,-1,3), & = (—2,2,1) mamy

3 -2 5| . 1 -4
(@, 3, @)= 1 -1 — -1 3 |=-7
—2 g 1| st 7

b) W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujace wlasnoéci iloczynu mieszanego

(i + 3, , 7) = (&, &, 7) + (5, b, 7),
(0, 3, @) = a (i, 3, D),
(ii, B, B) = — (¥, @, )

Mamy
=2(p,p,7)— (P, 47 +2(3 57— (4,47
2(P,q,7) -0

Il
(%)
o
|

—_

i
=SU

=
|

® Przykfad 12.2
Obliczy¢ objetosci podanych wielo$cianéw:
a) réwnolegloscian ABCDA'B'C'D’, gdzie A = (1,0,3), B = (1,2,0), D =
(3,0,4), 4 =(0,-1,3);
b) czworoécian rozpigty na wektorach p = (1,1,1), § = (1,-1,0), 7= (-1,3,-2).



Rozwiazanie
a) Objetosé réwnolegloscianu V rozpigtego na wektorach @, b, & wyraza sie wzorem
IVl=|(aB,¢)|.

Réwnolegloécian rozwazany w zadaniu jest rozpigty na wektorach

—_—/

_ L —
@=AB=(0,2,-3), b =AD= (2,0,1), § =AA = (~1,-1,0),
zatem jego objeto$é wyraza si¢ wzorem
0 2 -3
V] = |det 2 0 1 ||=4=4
-1 -1 0

b) Objetoéé czworoscianu V' rozpigtego na wektorach P, §, 7 wyraza si¢ wzorem

1. .

Czworoécian V rozwazany w zadaniu jest rozpiety na wektorach p = (1,1,1), § =
(1,-1,0), # = (—1,3,—2). Zatem
1 1 1 l
VI=gldet | 1 -1 | = —|6| =1.
-1 3 —2

Przyktad 12.3

Sprawdzié, czy

a) wektory @ = (1,-1,2), b= (0,4,-1), € = (2,2,3) sa wspdiplaszczyznowe;

b) punkty P = (1,1,1), Q = (0,1,2), R = (-1,3,0), S = (5,0, —4) naleza do
jednej plaszczyzny.

Rozwiazanie
a) W rozwiazaniu wykorzystamy fakt méwiacy, ze wektory d, b ¢ sa wspolpla.szczyznowe

wtedy i tylko wtedy, gdy (a, b, c) = 0. Dla wektoréw @ = (1,-1,2), b= (0,4,-1),
¢ =(2,2,3) mamy

. 1 -1 2
(d,5,8)=0 4 -1|=o0.
2 2 3

Wektory a, B, & sa zatem wspélplaszczyznowe.
—

b) Punkty P,Q, R, S naleza do jednej plaszczyzny wtedy i tylko wtedy, gdy wektory PQ,

PR PS s3 wspélptaszczyznowe. Dla punktéw P = (1,1,1), Q = (0,1,2), R = (-1,3,0),
= (5,0, —4), mamy

. . .
PQ=(-1,0,1), PR=(-2,2,-1), PS=(4,—-1,-5).

—_—

Obliczajac iloczyn mieszany wektoréw PQ, PR, PS otrzymamy
-1 0 1
-2 2 -1
4 -1 -5

(PQ, PR, PS) = =5
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Poniewaz ten iloczyn jest rézny od zera, wiec punkty P, Q, R, S nie naleza do jednej
plaszczyzny.

Przyktad 12.4

Napisa¢ réwnania ogdlne i parametryczne plaszczyzn spetniajacych podane wa-

runki:

a) ptlaszczyzna przechodzi przez punkt P = (0,1, —3) i jest prostopadta do wek-
tora 71 = (-2, 3, —5);

b) plaszczyzna przechodzi przez punkty P = (1,1,1), P, = (=1,0,1), P3 =
(5,6,7);

¢) ptlaszezyzna przechodzi przez punkty P; = (0,1,0), Py = (3,0, 0) 1 jest prosto-
padta do ptaszczyzny zOy;

d) ptaszczyzna przechodzi przez punkt P = (0, 1,0) i jest réwnolegta do wektoréw
d=(-1,3,0),b=(3,1,-5);

e) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (—1,4,1) i jest réwnolegta do ptasz-
czyzny m 1t —y—+ 6z — 12 =0;

f) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (2,3, —6) i jest prostopadta do plasz-
czyzn m i T4+ y+z—-5=0,m:z—y+2=0;

g*) ptaszczyzna jest dwusieczng kata dwudciennego utworzonego przez plaszczyzny
m:z—y+z=0;m:dbr+y—2+24=0.

Rozwiazanie

W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace fakty:

1. Réwnanie plaszczyzny = przechodzacej przez punkt Py = (0, Yo, z0) 0 wektorze wo-
dzacym 7o i prostopadlej do wektora # = (4, B,C) ma postaé

T (F— 7)o it =0, gdzie 7= (z,y,2).
Po przeksztalceniach réwnanie to przyjmuje postaé
T: Azt —z0)+B(y—y)+C(2—2)=0.

2. Rdwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt Py = (zo, 9o, z0) o wektorze wodza-
cym 7o i réwnoleglej do niewspétliniowych wektoréw % = (a1, by, c1), ¥ = (az,b2,c2)
ma postaé

T P =T+ s%+tV, gdzie 7= (z,y,2) oraz s,t € R.

Po rozpisaniu na wspétrzedne réwnanie to przyjmuje postaé

T =To + ai1s + axt,
™ y=yo+bis+byt, gdzie s,t€ R.
z = zo + c15 + c2t,
a) Réwnanie ogdlne plaszczyzny m rozwaszanej w zadaniu ma postaé
T (z~0,y—1,243)0(-2,3,-5) =0,

stad
—2z 4+ 3y —5z—18 = 0.
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W réwnaniu parametrycznym plaszczyzny wystepuja dwa niewspdtliniowe wektory roz-
pinajace te ptaszczyzng. Wektory te sa prostopadle do wektora normalnego #. Takimi
niewspélliniowymi wektorami sa np. @ = (3,2,0) oraz ¥ = (0, 5, 3). Rzeczywiscie, mamy
#of = 0 oraz Do # = 0. Réwnanie parametryczne plaszczyzny = (w postaci wektorowej)
ma zatem postaé

7: (z,y,2) = (0,1,-3) +s(3,2,0) + ¢(0,5,3), gdzie s,t € R,
stad otrzymamy
z = 3s,
T y=1+42s+5t, gdzie s,t € R.
z = -3+ 3t,
b) Plaszczyzna T przechodzaca przez punkty Py = (1,1,1), P, = (—1,0,1), Ps = (5,6,7)

—_—
jest réwnolegta do wektoréw Py Po= (—2,—1,0), Py Ps= (4,5,6). Wektor normalny # te]
plaszczyzny ma zatem postac

. ik L
fi=P1P, x PiP;= (-—2,—1,0) X (4,5,6) =| -2 =1 0 |=-61+125—6k.
4 5 6

Wektor normalny 7 mozna skrécié np. do wektora (1, —2,1). Réwnanie ogdlne ptaszczy-
zny © ma wigc postad

m:(z—-1,y—1,z—1)o(1,-2,1) =0,
stad
Tz —2y+2=0.
Przechodzimy teraz do réwnania parametrycznego plaszczyny w. Plaszczyzna ta prze-
—_— —_—
chodzi przez punkt P = (1,1,1) i jest rozpicta na wektorach P, P= (—2,—-1,0), P, Ps=
(4,5,6), zatem
m: (z,y,2) = (1,1,1) + s(—2,—-1,0) + t(4,5,6), gdzie s,t € R,
stad otrzymamy
r=1-—2s+ 4t,
T y=1-—s+ 5t gdzie s,t € R.
z =1+ 6,

c) Poniewaz plaszczyzna w rozwazana w zadaniu jest prostopadta do plaszczyzny zOvy,

wiec jest réwnolegla do osi Oz. Jest zatem réwnolegla np. do wektora ¥ = (0,0,1).

Ponadto plaszczyzna = jest réwnolegla do wektora Py P, = (3, —1,0). Wektor normalny
tej plaszczyzny wyraza sie zatem wzorem

F N
0 1 |=1+3j]
1 0

Réwnanie ogdlne plaszczyzny m ma postac

7:(z—-0,y—1,2—0)0(1,3,0)=0,
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stad

m:z+3y—3=0.

Poniewaz plaszczyzna m przechodzi przez punkt P, = (0,1,0) oraz jest réwnolegta do
—_—
wektoréw o = (0,0,1), Py P,= (3,—1,0), wiec jej réwnanie parametryczne ma postaé
7 (z,y,2)=(0,1,0) + s(0,0,1) + ¢(3,—1,0), gdzie s,t € R,
stad
z = 31,
T y=1—1t, gdzie s,t€ R.
z =s,

d) Wektor normalny plaszczyzny m rozwazanej w zadaniu ma postaé

i=dxb=(-1,3,0)x(3,1,-5) = |- = —157—5) — 10k.

[SCR
— WS
o 3

Dla uproszczenia dalszych obliczefi wektor normalny mozna skrécié np. do wektora # =
(3,1,2). Réwnanie plaszczyzny 7 ma postaé

m:(z—0,y—1,2—0)0(3,1,2) =0,
stad
m:3z4+y+2z—-1=0.

Poniewaz ptaszczyzna m przechodzi przez punkt P = (0,1,0) i jest réwnolegta do wekto-
réw d = (—1,3,0), b = (3,1, —5), wiec jej réwnanie parametryczne przyjmuje postaé

7: (z,9,2) =(0,1,0) +s(—1,3,0) +¢(3,1,-5), gdzie s,t€ R,

stad po rozpisaniu na wspélrzedne otrzymamy

r = —s+ 3t,
T y=1+43s+1t, gdzie s,t € R.
z = —5t,

e) Poniewaz plaszczyzna m rozwazana w zadaniu jest réwnolegla do plaszczyzny = :
T —y+ 6z — 12 = 0, wigc jej wektor normalny 7 jest taki sam jak wektor normalny
plaszczyzny 7. Zatem # = (1,—1,6). Poniewaz plaszczyzna m przechodzi przez punkt
P =(—1,4,1) i ma wektor normalny # = (1, —1, 6), wiec jej réwnanie ogélne ma postaé

7:(z+1,y—4,z—1)0(1,-1,6) =0,

stad
Tz —y+6z—1=0.

Znajdziemy teraz dwa niewspélliniowe wektory @, ¥, ktére sa réwnolegte do szukanej
plaszczyzny w. Poniewaz plaszczyzny w1 i m sa réwnolegle, wiec wektory #, ¥ musza
by¢ prostopadle do wektora normalnego ptaszczyzny =1, tj. do wektora #; = (1, —1,6).
Takimi wektorami sa np. %@ = (1,1,0) oraz ¥ = (0,6,1). Rzeczywiscie mamy %o #i; = 0
oraz ¥o ii; = 0. Poniewaz plaszczyzna = przechodzi przez punkt P = (—1, 4, 1) oraz jest
réwnolegla do wektoréw @ i ¥, wigc jej réwnanie parametryczne (wektorowe) ma postaé

7 (z,y,2) =(—1,4,1) +5(1,1,0) + ¢(0,6,1), gdzie s,t € R,
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stad po rozpisaniu na wspélrzedne otrzymamy

z=-—-1+s3s,
T y=4+s+6t, gdzie s,t € R.
z=1+1

f) Poniewaz szukana plaszczyzna w ma by¢ prostopadla do ptaszczyzn 71 : z+y+2z—5=
0, 72 : z —y+ 2 =0, wiec jej wektor normalny 7 powinien by¢ prostopadly do wektora
normalnego #; = (1,1,1) plaszczyzny w1 oraz do wektora normalnego i = (1,—1,0)
plaszczyzny m,. Wektor prostopadly do wektoréw #; i 72 ma postaé

A=y x @y =(1,1,1) x (1,-1,0) = =1+7— 2k

HF—‘NJ
[=3

H

1

1 —
Poniewaz pltaszczyzna m przechodzi przez punkt P = (2,3,—6) i ma wektor normalny

# = (1,1, —2), wiec jej réwnanie ma postac
m:(z—2,y—3,24+6)0(1,1,-2) =0,

stad
m:z4+y—2z—17=0.

Znajdziemy teraz dwa niewspdélliniowe wektory @ i ¥, ktdre rozpinaja szukana ptaszczy-
zne 7. Wektory % D ¥ musza byé prostopadle do wektora normalnego # = (1,1, —2) tej
ptaszczyzny. Takimi niewspétliniowymi wektorami sa np. % = (1, —1,0) oraz ¥ = (0,2, 1).
Rzeczywiscie % o ## = 0 oraz o fi = 0. Poniewaz plaszczyzna n przechodzi przez punkt
P = (2,3,—6) i jest rozpieta przez wektory @ = (1,—1,0) oraz ¥ = (0,2,1), wigc jej
réwnanie parametryczne (wektorowe) ma postaé

7: (z,y,2) =(2,3,—6) + s(1,-1,0) + ¢(0,2,1), gdzie s,t € R,
stad otrzymamy

z=2+s,
T y=3—s+2t, gdzie s,t€ R.

=

g*) Niech i, i 7i2 oznaczaja wektory normalne
odpowiednio plaszczyzn w1 1 m2. Zatem #i; =
(1,-1,1) oraz 2 = (5,1, —1). Poniewaz plaszczy-
zna dwusieczna kata dwusciennego utworzonego
przez plaszczyzny m; i w2 (oznaczona na rysunku
przez =), tworzy jednakowe katy dwuscienne z
plaszczyznami w1 i w2, wiec wektor normalny #
tej plaszczyzny jest dwusieczna kata utworzonego
przez wektory normalne %4 1 7. Wektor 9, ktdry
lezy w plaszczyinie wyznaczonej przez wersory

@1, d, oraz tworzy z nimi jednakowe katy ma ’-in‘
postaé ¥ = d@; + d2. Zatem wektor normalny 7 v
plaszczyzny m wyraza si¢ wzorem s
= i 7 1,— 3 y 4y T
i My f2 (1,-1,1) + (5,1,-1)
[i] 2] 124 (—1)2 412 (/524124 (-1)2

1 1 1
= %(1,—1,1) + Wg(5,1,—1) = m(g, -2,2).



Dla uproszczenia dalszych obliczen skracamy wektor normalny np. do postaci it =
(4,-1,1). Znajdziemy teraz punkt nalezacy do plaszczyzn 71 i m2. Przyjmujac np. y = 0,
z+2z2=0,

St —z = —24.

otrzymamy ukltad réwnan Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest

para t = —4, z = 4. Zatem P = (—4,0,4) jest punktem wspdlnym plaszczyzn 7 i 7.
Poniewaz plaszczyzna dwusieczna przechodzi przez punkt P i ma wektor normalny 7,
zatem jej réwnanie ogdlne ma postaé

w:(z+4,y—0,z—4)o0(4,-1,1) =0,
stad

T4 —y+2—12=0.

Uwaga. Istnieje jeszcze druga plaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego utworzonego
przez plaszczyzny m; i 2. Wektor normalny tej plaszczyzny wyraza si¢ wzorem:

! ﬁ] ’;iz 1
N =0 — o7 =—=(-2,-2,2).
il Taal ~ vl o 5P

Réwnanie drugiej plaszczyzny dwusiecznej ma zatem postaé

i (z+4,y-0z—4)0(1,1,-1) =0,
stad

1]

T :z4+y—2+8=0.

. . ’, ’ . ! . . .
Znalezienie réwnan parametrycznych plaszczyzn 7 i m zostawiamy Czytelnikowi.

Przyktad 12.5

Napisa¢ réwnania parametryczne i kierunkowe prostych spetniajacych podane wa-

runki:

a) prosta przechodzi przez punkt P = (1,0,2) i jest réwnolegta do wektora 7 =
(0,5,-3);

b) prosta przechodzi przez punkty P, = (—1,1,0), P, = (0, 3, —2);

c) prosta przechodzi przez punkt P = (1, -5, 3) i jest prostopadta do plaszczyzny
T:x—324+T7=0;

d) prosta przechodzi przez punkt P = (0,0,—2) i jest prostopadta do wektoréw
d=(0,1,-5)i b =(-2,3,0);

e) prosta jest dwusieczng kata utworzonego przez przecinajace sie proste

.’L’—:—t, :c:—2+s,
I : y=2t, gdziete R, Iy : y=4-3s, gdzie s € R;
z = 3t, z =06+ 2s,

f) prosta jest czeScia wspdlng plaszczyzny w1 : z + 2z — 4 = 0 i plaszczyzny
Tz —y+6=0.

Rozwiazanie

Réwnanie parametryczne prostej | przechodzacej przez punkt P = (%0, yo, 20) o wektorze

wodzacym 7o, réwnoleglej do niezerowego wektora % = (a,d,¢) ma postaé

l: 7= 7y +19, gdzie t € R,
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gdzie 7 = (z,y, z) jest promieniem wodzacym punktu tej prostej. Po rozpisaniu na wspél-
rzedne powyzsze réwnanie przyjmuje postaé

T = o + at,
l: Yy = yo + bt, gdzie t € R.
z = zo + ct,

Inna forma zapisu tego réwnania jest tzw. réwnanie kierunkowe prostej. Réwnanie to ma
postaé

a b c
a) Réwnanie parametryczne (wektorowe) prostej ! przechodzacej przez punkt P, =
(1,0,2) i réwnoleglej do wektora ¥ = (0,5, —3) ma postad

l' z—zo_y—yo_z—zo

l: (z,y,2) =(1,0,2) +¢(0,5,—3), gdzie t € R.

Po rozpisaniu tej réwnosci na wspélrzedne otrzymamy

z =1,
l: y = 5¢, gdzie t € R.
z=2-—31,

Réwnanie kierunkowe prostej [ ma postaé

l_z—l_y;0_2—2
=

b) Poniewaz szukana prosta ! przechodzi przez punkty P, = (-1,1,0), P> = (0,3, —2),
—_—

wiec jest réwnolegla do wektora P, P,= (1,2, —2). Réwnanie parametryczne (wektorowe)
tej proste] ma zatem postaé

l: (z,y,2) = (-1,1,0) + ¢(1,2,-2), gdzie t € R,

stad po rozpisaniu na wspdlrzedne otrzymamy

z=—-1+41,
l: y=1+4+2t, gdzie t€ R.
‘ z = —2t,

Réwnanie kierunkowe prostej | ma postaé

z+1_y—1 z

l: = —.
1 2 -2

c) Poniewaz prosta ! rozwazana w zadaniu jest prostopadta do pltaszczyzny = : © —
3z 4+ 7 =0, wiec jest réwnolegta do wektora normalnego tej plaszczyzny, tj. do wektora
i = (1,0, —3). Réwnanie parametryczne (wektorowe) prostej przechodzacej przez punkt
P = (1,-5,3) i réwnoleglej do wektora % = (1,0, —3) ma zatem postaé

l: (z,y,z) =(1,-5,3) + t(1,0,—-3), gdzie t € R,
stad po rozpisaniu na wspélrzedne otrzymamy

=141,
l: y= -5, gdzie t € R.
z =3 — 3t,



Réwnanie kierunkowe prostej ! ma postaé

z—l_y+5_z—-3

l: = .
1 0 -3

d) Poniewaz szukana prosta [ jest prostopadia do wektoréw d@ = (0,1, —5), b= (—2,3,0),
wiec jest réwnolegla do wektora ¥ = @ x b. Obliczamy teraz wektor 9. Mamy

i K WL
5=(0,1,-5)x (=2,3,0)=| 0 1 -5 |=152+107+2k.
-2 3 0

Prosta ! przechodzi przez punkt P = (0,0, —2) i jest rtéwnolegta do wektora ¥ = (15, 10, 2),
wiec jej réwnanie parametryczne (wektorowe) ma postaé

l: (z,y,2) =(0,0,—2) + (15,10, 2), gdzie t € R.
Stad po rozpisaniu na wspdlrzedne otrzymamy
r = 15,
l: y = 10¢, gdzie t € R.
z=—-2+42t,
Réwnanie kierunkowe prostej ! ma postaé

T y z+2

15107 2

e) Wektory kierunkowe 1, 92 odpowiednio prostych l1, I maja postaé 9, = (—1,2,3),
92 = (1,-3,2). Poniewaz szukana prosta ! ma by¢ dwusieczna kata utworzonego przez
proste Iy, l>, wigc jej wektor kierunkowy ¥ powinien byé dwusieczna kata utworzonego
przez wektory 91 i ¥, lub przez wektory ¥; i —%,. Wiadomo (patrz Przyktad 12.4. g*), ze
wektor 9 lezacy w plaszczyinie wyznaczonej przez wektory niezerowe %, i oraz tworzacy
z tymi wektorami jednakowe katy ma postaé

V=

e
+

Zatem wektor kierunkowy ¥ dwusiecznej ! ma postaé

go (L2 . @-=3y 1

VEDZ+H22 432 124 (=32 422 V4

a wektor kierunkowy o ' drugiej dwusiecznej ! ma postaé

,?"_ (_1’2y3) (1"‘3a2) _ 1 (_2’5’1).

= \/(___1)2 + 22 + 32 - \/12 +(=3)2+22 - V14

Znajdziemy teraz punkt P = (z,y, z) przeciecia prostych I, i l,. Wspélrzedne tego punktu

spelniaja uklad réwnan
T=—-t=-2-—3s,
Y 2t = 4 — 3s,

z= 3t= 6—2s.
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Rozwiazujac ten uklad otrzymamy z = -2,y = 4,2z = 6,s = 0,t = 2. Zatem P =
(—2,4,6). Mozemy wigc napisa¢ réwnania szukanych dwusiecznych. Przyjmujac dla uprosz-
czenia obliczen, ze wektory kierunkowe tych dwusiecznych maja postaé ¥ = (0, —1, 5) oraz

- !

¥ =(-2,5,1) otrzymamy

r=-2 , T =-2-2t
l: y=4-1t, gdzie t€ R oraz [ : y =4 4 5¢, gdzie t € R.
z =6+ 5t, z=106+1,

Kierunkowe réwnania prostych ! i ! maja postaé

z+2=y—4=z—6 oraz ! r+2_y—4_z—-6.

l: = =
0 -1 5 —2 5 1

f) Niech 7, oraz 7, oznaczaja odpowiednio wektory normalne plaszczyzn 7 : z4+2z—4 =
Ooraz mp : £ —y+ 6 = 0. Wtedy #; = (1,0,2) oraz % = (1,—1,0). Wektor kierunkowy
¥ szukane] prostej [ jest prostopadly do wektoréw 1 i 7i2, a zatem bedzie mial postaé
¥ = c(7i; X 72), gdzie ¢ # 0. Przyjmujac ¢ = 1 otrzymamy

- - -

B =iy x fip = (1,0,2) x (1,-1,0) = —2742]— k.

[l R

]
0
-1

— = el

Potrzebny jest jeszcze dowolny punkt P nalezacy do prostej [. Punkt ten wyznaczymy z
ukladu réwnan
T + 2z = 4,
{z -y = —6.
Przyjmujac np. z = 0, otrzymamy y = 6 oraz z = 2. Zatem P = (0,6,2). Réwnanie
parametryczne prostej | ma wiec postaé

T = 2t,
l: y=6+2t gdzie t € R.
z=2-1,

Réwnanie kierunkowe tej prostej ma postaé

z y—6 z-—2

l: — =

2 2 -1

Przyktad 12.6
Zbadacd, czy

a) punkty A = (1,-2,5), B = (3,—2,11) naleza do prostej

z—1 y+2 z-5

l: =
-1 0 -3’
b) prosta
r=1+1t,
l: y = —2t, gdzie t € R
z =3+ 3,

Jest zawarta w plaszczyinie 7 : 3z +3y+ 2z —6 = 0;
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¢) punkty A =(0,0,0), B =(0,-1,3) naleza do ptaszczyzny

r=14s—1,
T y=-3—s+2t, gdzie s,t € R;
z=4-2t,

d) proste [; oraz l; maja punkt wspdlny, jezeli:

z =1, r=-1+s,
I y=—2t, gdziete R Iy: y=2-—s, gdzie s € R,
z = 3t, z = —3 +4s,
e) prosta
IS _y_z-3
-2 1 -1
jest réwnolegla do ptaszczyzny 7: z +y — 2z + 15 = 0;
r=-5+4t,
f) plaszczyzny 71 : 20+3y—52+30=10, m: y=2+5s+t, gdzie s,tE€R
z=143s+1,

sg rownolegte.

Rozwiazanie
a) Réwnanie parametryczne prostej | ma postaé

(z,9,2) =(1—1t,-2,5— 3t),
gdzie t € R. Dla t = 0 otrzymujemy punkt A, za$ dla t = —2 punkt B. Oba punkty

naleza wiec do prostej .

b) Podstawiajac przedstawienia parametryczne wspédtrzednych prostej

z=1+1,
l:{y=—2t, gdzie t € R
z =3+ 3t,

do réwnania plaszczyzny 7 : 3z + 3y + z — 6 = 0 otrzymamy, ze réwnoéé 3(1 + t) +
3(—2t) + (3 + 3t) — 6 = 0 jest prawdziwa dla kazdego ¢t € R. Oznacza to, ze prosta [ jest
zawarta w plaszczyznie 7.
¢) Podstawiajac wspdlrzedne punktu A = (0,0,0) do réwnania parametrycznego ptasz-
czyzny

r=1+s—1,

T { y=—-3—s+2t, gdzie s,t € R,
z=4—2t,

s—t=-1,
s — 2t = -3,
2t = 4.

Rozwiazaniem tego uktadu jest para s = 1, ¢t = 2. Oznacza to, ze punkt A nalezy do
plaszczyzny 7. Postepujac podobnie z punktem B, otrzymamy sprzeczny uklad réwnai.

otrzymamy uklad réwnan



Oznacza to, ze punkt B nie nalezy do plaszczyzny =.

d) Aby sprawdzié, czy proste l; i l; maja punkt wspdlny rozwiazujemy ukiad réwnan

t=—-1+s,
-2t = 2—3,

3t = —3 + 4s.
Rozwiazaniem tego ukladu jest para t = —1, s = 0. Proste {; i [, maja zatem punkt
wspdlny. Wspdlrzedne tego punktu odpowiadaja wartosciom t = —11i s = 0 parametréw
isaréwnez = -1,y =2, z = -3.

e) Prosta | o wektorze kierunkowym @ jest réwnolegta do plaszczyzny 7 o wektorze
normalnym % wtedy i tylko wtedy, gdy 9o 7% = 0. Wektor kierunkowy prostej rozwazanej
w zadaniu ma posta¢ ¥ = (—2,1,—1), a wektor normalny plaszczyzny = postaé 7 =
(1,1, —1). Wektory te spelniaja warunek %o 7 = 0, zatem prosta [ jest réwnolegta do
plaszczyzny .

f) Dwie plaszczyzny sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory normalne sa
wspétliniowe. Wektor normalny #; plaszczyzny w1 : 2z + 3y — 5z + 30 = 0 ma postaé
ity = (2,3, —5). Natomiast wektor normalny i, plaszczyzny

w2 (z,y,2) = (-5,2,1) +s(0,5,3) + ¢(1,1,1), gdzie s,t € R
ma postaé
iz = (0,5,3) x (1,1,1) = (2,3, -5).
Poniewaz wektory 71 1 72 sa wspdlliniowe, wiec plaszczyzny w1 1 w2 sa réwnolegle.

Przyktad 12.7
Znalez¢ punkty przeciecia:

=1 _ y+3 z-1 z—1 y—-2 z-3

a) prostych Iy : S e Iy : =TT T
r=1+1,

b) prostej ! : y = —3t, gdzie t € R i plaszezyzny 7z +y+ 2 —7 = 0;
z=4-—1,

¢) plaszczyzn

7 (z,y,2) = (0,0,0)+ r(1,—2,4) + s(0,~1,3), gdzie r,s € R,

my: (z,y,2) = (1,-1,1)+¢(1,1,1) + u(—1,0,0), gdzie ¢t,u € R,

73 (¢,9,2) = (2,3,3)+v(1,0,0) + w(0,—2,—1) gdzie v,w € R.
Rozwiazanie
a) Wspélrzedne (z,y, z) punktu przecigcia prostych l; i l> spelniaja uklad réwnan

z—l_y+3_z—1

-1 2 3
z—1 y—2 z-—3

2 1 -4

Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb

{

N e 8
i
\l‘i—‘l—-‘



Zatem punkt wspdlny prostych l; i I, ma wspélrzedne (—1,1,7).

b) Aby obliczyé wspélrzedne punktu przecigcia prostej ! i plaszczyzny =, wstawiamy
przedstawienia parametryczne wspdlrzednych tej prostej do réwnania ptaszczyzny. Wtedy
mamy

(1+t)+(-3t)+(4-t)-7=0,

2 ) - . 1 14

stad t = -3 Punkt wspdlny prostej ! 1 plaszczyzny m ma zatem wspéirzedne (E’ 2, ?) .
c) Aby znale?¢ wspélrzedne punktu przeciecia plaszczyzn 71, 2 i 73, rozwiazujemy uktad
6 réwnan z niewiadomymi parametrami r,s,t, u, v, w. Mamy

r= 14+t—u=2+4uv,
—2r—s=-1+41t =3 - 2w,
4r +3s= 141t =3 —w.

Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest széstka liczb r = 1,8 = —1,t = 0,u = 0,v =
—1,w = 2. Punkt P przecigcia plaszczyzn w1, m2 i 73 odpowiada np. warto$ciom para-
metréw ¢t = 0,u = 0, zatem P = (1,—1,1).

Zadania

Zadanie 12.1
Obliczy¢ iloczyny mieszane podanych tréjek wektoréw:

a) da=(-3,21), b=(0,1,-5), €= (2,3,-4);
b) =71+, 5=21—37+F @=—1+2]—5F.

Zadanie 12.2

Obliczyé objetoéci podanych wieloScianéw:

a) réwnolegloscian rozpiety na wektorach @ = (0,0,1), b= (-1,2,3), ¢ =
(2,5,—1);

b) czworoscian o wierzchotkach A = (1,1,1), B = (1,2,3),C = (2,3,-1), D
(_1) 3) 5)y

c¥) réwnolegloécian o przekatnych @, 9, @.

Zadanie 12.3

Sprawdzié, czy

a) wektory @ = (—1,3,-5),5 = (1,—1,1), € = (4, —2,0) sa wspdlptaszczyznowe;

b) punkty P = (0,0,0), Q@ = (-1,2,3), R = (2,3,-4), S = (2,—1,5) sa wspdl-
plaszczyznowe.

Zadanie 12.4
Napisa¢ réwnania ogdlne i parametryczne plaszczyzn spelniajacych podane wa-
runki:

a) plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (1,—2,0) i jest prostopadla do wek-
tora 7 = (0, -3, 2);
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)

ptaszczyzna przechodzi przez punkty Py = (0,0,0), P, = (1,2,3), P3 =
(—1,-3,5);

plaszczyzna przechodzi przez punkty P, = (1,-3,4), P, = (2,0, —1) oraz jest
prostopadta do ptaszczyzny zOz;

plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (1,—1,3) oraz jest réwnolegta do
wektoréw @ = (1,1,0), b = (0,1,1);

plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (0, 3,0) i jest réwnolegta do plaszczy-
my 73z —y+2=0;

plaszczyzna przechodzi przez punkt P = (2,1, —3) i jest prostopadta do plasz-
czyzn m e +y=0,7m: y—2z=0.

Zadanie 12.5
Napisaé réwnania parametryczne i kierunkowe prostych spetniajacych podane wa-
runki:

a)

b)
)

d)

e)

prosta przechodzi przez punkt P = (—3,5,2) 1 jest réwnolegta do wektora

7=(2,-1,3);

prosta przechodzi przez punkty Py = (1,0,6), P, = (—2,2,4);

prosta przechodzi przez punkt P = (0,—2,3) i jest prostopadta do plaszczyzny

T:3z—y+22—-6=0;

prosta przechodzi punkt P = (7,2,0) i jest prostopadla o wektoréow v, =

(2,0,-3), 92 = (-1,2,0);

prosta jest dwusieczng kata ostrego utworzonego przez proste
11:£+2:y_4 z z+2 y—4 =z

. Iy —

3 -1 5’ 1 =5 3’

f*) prosta jest dwusieczng kata ostrego utworzonego przez proste

z—1 y+1 2-2 I z+6 y—1 2429
= = 2' = =

I : = = : .
D) —1 2 4 ) 12

Zadanie 12.6
Zbadad, czy

a)

b)

0

punkty A = (1,2,3), B = (—1,—-2,0) naleza do prostej

z=1+1,

l: y=2+2t, gdzie t € R,
{z:3—t,

20 +y—2+3=0 .

z—2y+z—-5=0 J

w:by—32+13=0;
punkty A = (0,1,5), B = (1,2, 3) naleza do plaszczyzny

r=—-14s+1t,

T y=2+3s—t, gdzie s,t € R;
z=3— s+ 2t,

prosta m : { est zawarta w plaszczyznie
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S+l y—3 z+4 z y—-1 z-2 .
d) proste [; : — = T3 e Iy 1 T = majg punkt
wspOlny;
r=1t,
e) prostal: y=1+2t, gdzie t € R, jest réwnolegta do plaszczyzny
z =2+ 3,

T:re+y—2z+3=0.

Zadanie 12.7
Znalez¢ punkty przeciecia:

a) prostych [; : { z+2z+§i—§:g: PR { iinJr;ifg:g:
b) prostej I : z—1 = y+2 = z—4 i ptaszczyzny
0 3 -1
T =s5+41t,
T y=1+4+s+2t, gdzie s,t € R;
z =3+ 25+ 4t,

c) plaszezyzn m : 3z +y+2+1=0,m: 2+2246=0,73: 3y+22z =0.
Zadanie 12.8

Zbadal, czy punkty P = (1,-2,2) 1 @ = (-2,4,3) leza po tej same] stronie
podanych plaszczyzn:

aym:2z+32—-7T=0;b)7: 2—-2y+32+13=0.

Odpowiedzi i wskazowki
12.1 a) —55; b) 22.

-

, W) .

U

12.28) [V =9 b) [V] =2 ¢*) V| = 3 (5 - &, 3~ @, 3+ 5)| = (&,
12.3 a) tak; b) nie.

12.4 a) 3y — 22+ 6 = 0, (z,y,2) = (1,-2,0) + s(1,0,0) + ¢(0,2,3), gdzie s,t € R;
b) 19z — 8y — z = 0, (z,y,2) = (0,0,0) + s(1,2,3) + ¢(—1,-3,5), gdzie s,t € R; c)
5t 4+2—-9=0, (z,y,2) = (1,-3,4) + 5(0,1,0) + ¢(1,3,-5), gdzie s,t € R; d) z — y +
z2—-5=0,(z,y,2) =(1,-1,3) +s(1,1,0) + ¢(0,1,1), gdzie s,t € R; e) 3z —y+3 =0,
(z,9,2) =(0,3,0)+(0,0,1) +¢(1,3,0), gdzie s,t e R. f) —z+y+2+4=0, (z,9,2) =
(2,1,-3) +s(1,1,0) + ¢(0,1,—1), gdzies,t € R.

Tz = —3+2t,
12.5a)1:{y=5-—t, gdzieteR,l:z+3=y_5=z_2;
z = 243t 2 -1 3
z = 1-3t,
b)l:{y=2t, gdzietER,l:z—1=g=z_6;
z = 6-2t, -3 2 -2
z = 3,
c)I:{y = —-2-—1, gdzietER,I:£=u=z_3,
z = 3+ 2t 3 —1 2
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7 + 6t,

= z -7 -2 oz
d)!l:q y = 243t gdziete R, : =y———=—-;
z = 4t 6 3 4
T = —2+42t,
e)l:{ y = 4-3¢ gdzietER,l:x_‘-z:u:i;
2 3 " 1
z = 147t
f*)l:{y = —1-2t, gdziete R, 1 : ’”71=y+21=’312.
z = 24 31t, -

12.6 a) punkt A nalezy, a punkt B nie nalezy do prostej [; b) prosta m jest zawarta w
plaszczyznie 7; ¢) punkt A nalezy, a punkt B nie nalezy do plaszczyzny =; d) proste I3
i I maja punkt wspdlny (1,2,4); e) prosta ! jest réwnolegla do plaszczyzny .

12.7 a) (—1,0,3); b) (1,1,3); ¢) (0,2, —3).

12.8 Punkty te leza a) po przeciwnych stronach; b) po tej samej stronie ptaszczyzny .

Trzynasty tydzien

I Wzajemne polozenia punktéw, prostych i plaszczyzn (5.8).

Przyktady

Przyktad 13.1

Obliczy¢ odleglosé

a) punktu P = (1,0, —5) od plaszczyzny 7 : 3z — 12y + 42 + 8 = 0;

b) plaszczyzn réwnoleglych m; : 22 —y+32=10, my: —4z 4+ 2y — 62 + 8 = 0;

¢) punktu P = (0,0,0) od prostej { : z—1 = y+1 = z—3;

2 -1 -2
, z—1 -2 z+4+3 z z
d) prostych réwnolegltych [; : = y 5= = 3 Iy : 5= % = 6;
, J z=0, Jz+y=1,
e) prostych skosnych I : { i=1 ly: { =0,
. z y+1 z
f) prostej [ : S5 71 od plaszczyzny 7: z+y—2+7=0.

Rozwiazanie
a) W rozwiazaniu wykorzystamy wzér na odlegtos¢ d punktu P = (zo, yo, z0) od plasz-
czyzny 7 : Az 4+ By+Cz+ D =0;

_ |Azo + Byo + Czo + D|

d
VA2 F B2y C?
Odleglosé d punktu P = (1,0, —5) od plaszczyzny = : 3z — 12y + 4z + 8 = 0 jest réwna
g_3-1-12-044-(-5)+8 _ 9 _ 9

V32 4 (—12)2 + 42 V169 13
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b) W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr na odlegto$¢ d ptaszczyzn réwnolegtych =1 : Az +
By+Cz+ Dy =0,m: Az + By+ Cz + D, = 0;
|D1 — Do|
VAT{y BT C?
Przeksztalcamy réwnanie plaszczyzny m> tak, aby miala te same wspdlczynniki co plasz-

czyzna m. Mamy 73 @ 2z — y + 3z — 4 = 0. Odlegtos¢ d plaszczyzn w1 1 7 jest zatem
réwna

d =

g lo-(o 4

22 + (_1)2 + 32 14
¢) Odleglosé d punktu P od prostej
| wyznaczymy w nastepujacy sposéb:
przez punkt P prowadzimy plaszczyzne
7 prostopadla do prostej [, nastepnie
wyznaczamy punkt P’ przeciecia pro-
stej I z plaszczyzna m (bedzie to rzut
punktu P na prosta !) i wyznaczymy

odleglos¢ punktéw P i P'. Poniewas
plaszczyzna = ma wektor normalny 7
taki sam jak wektor kierunkowy % pro-
stej I, wiec i = ¥ = (2,-1,-2).
Réwnanie pltaszczyzny n przechodzacej
przez punkt P = (0,0,0) ma zatem po-
sta¢ m: 2(z—0)—1(y—0)—2(z—0) =0,
stad otrzymamy 7 : 2z —y — 2z = 0.

Znajdziemy teraz punkt P’ przeciecia prostej ! i plaszczyzny n. Wspdlrzedne tego punktu

spelniaja uktad réwnan
2 —y—22=0,
z—1 _y+ 1 _z=3

2 -1 = =2

. . 7
Po rozwiazaniu tego ukladu otrzymamy z = g, y = —g—, z= 3. Obliczamy teraz odle-
5 4 7 .
glosé¢ d punktu P = (5, ~3 §> od punktu P = (0,0, 0), czyli szukana odleglo$é¢ punktu

P od prostej I, mamy

O R D e

d) I sposéb. Odleglos¢ d miedzy
prostymi réwnolegtymi I; i l; wyzna-
czymy w nastepujacy sposéb: na pro-
stej !; wybieramy dowolny punkt A,
a na prostej l; dwa dowolne punkty
B, C; obliczamy pole S tréjkata
ABC (wykorzystujac iloczyn wekto-
rowy); obliczamy wysoko$é tego tréj-
kata opuszczona z wierzcholtka A.
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z—1 y—2 z+3

Aby wyznaczyé dowolny punkt A na prostej l; : = =5 przyjmujemy

z =1, stad y = 2 oraz z = —3. Zatem A = (1,2,-3). Podobme znajdujemy punkty
. . T Y z

B i C na prostej I : = = = = =. Przyjmujac z = 0, otrzymamy y = 0 oraz z = 0,

2 4 6
a przyjmujac ¢ = 1, otrzymamy y = 2 oraz z = 3. Zatem B = (0,0,0), C = (1,2,3).

Obliczamy teraz pole S tréjkata ABC korzystajac ze wzoru
5217 « 26
Tak wigc mamy
S = %|(—1,—2,3) % (0,0,6)| = %|(—12,6,0)| = %m= 3v/5.
Obliczamy nastepnie dtugo$é boku BC tréjkata ABC. Mamy

|BC| = /(1- 02+ (2-0) + (3—0)? = V4.

Mozemy teraz obliczyé wysokosé tréjkata ABC opuszczona z wierzcholka A, czyli szukana
odleglo$¢ d prostych l; i l>. Mamy

25 _2-3V5 _3 /7.
BCT~ iz

II sposéb. Odleglo$¢ d miedzy pro-

stymi réwnoleglymi {1 i Iz obliczymy w h la

el

nanie plaszczyzny = prostopadlej do
punktu P nalezacego do prostej ! wyznaczamy tak jak w I sposobie. zatem P =

obu prostych (przechodzacej przez do-
wolny punkt P na prostej l1), nastep-

(1,2, —3). Réwnanie plaszczyzny = przechodzacej przez punkt Pi i prostopadiej do obu
prostych ma postaé

d=

nie wyznaczamy punkt P, przeciecia tej
plaszczyzny z prosta l> 1 na koncu ob-
liczamy odlegtoéé punktéw Pi, P, (ry-
sunek). Wektor normalny # plaszczy-
zny 7 jest réwnolegly do wektora kie-
runkowego ?; prostej l;. Mozna przy-
jaé, ze it = 91 = (1,2,3). Wspélrzedne

\mm

‘...,mml||!||l|“mm““

7. (z—-1,y—2,24+3)0(1,2,3)=0,
stad
T:z+2y+3z+4=0.
Wspélrzedne punktu P, sa rozwiazaniami ukladu réwnan

r_¥_:2
P 2 4 6
z+2y+32z+4=0.
. . 2 4 6 .,
Po rozwiazaniu tego ukladu otrzymamy P, = (—7,—7,—7>. Odlegto$é¢ d prostych
réwnolegtych I, i > jest zatem réwna

2\2 4\? 62 V70
d='P1P2'=\/<1+7) +(zrg) +(m13) =75
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e) W rozwiazaniu wykorzystamy fakt mé-
wiacy, ze odleglo$¢ dwdch prostych sko-
$nych jest réwna odleglosci dwéch ptasz-
czyzn réwnoleglych zawierajacych te pro-
ste. Najpierw znajdziemy wektory kierun-
kowe 91 i 92 odpowiednio prostych I i lp.
. . =0

Wektor kierunkowy prostej [; : z _ l’
jest réwny ¥; = (0,1,0), a prostej > :

t+y=1,
z=0,

réwny v2 = (1,1,0).

Wspélny wektor normalny # plaszczyzn réwnolegltych m; i 72 zawierajacych odpowiednio
proste l; i l2, jest prostopadly do obu wektoréw. Mozna zatem przyjaé, ze

i =% x %2 = (0,1,0) x (1,1,0) = (0,0, —1).

Napiszemy teraz réwnania plaszczyzn w1 1 m2. W tym celu wybieramy po jednym do-
wolnym punkcie na kazdej z prostych. Na prostej I; wybralismy punkt A; = (0,0,1),
a na prostej lz punkt A> = (0,1,0). Réwnanie plaszczyzny 71 ma zatem postaé m :
0:-(x—=0)4+0-(y—0)—(2—1) =0, stad m1 : z = 1. Podobnie réwnanie plaszczyzny
m2 ma postaé 72 : 0-(z —0)+0-(y—~1)— (2 —0) =0, stad 7 : z = 0. Odlegtosé d
plaszczyzn m1 i 72, a zatem i odleglo$é¢ prostych U1 i I, jest réwna d = |1 — 0| =1.
1 .

il = % = % o wektorze kierunkowym
% = (—1,2,1), jest réwnolegla do plaszczyzny 7 : £ +y — z + 7 = 0 o wektorze nor-
malnym 7 = (1,1, —1). Rzeczywiscie, mamy bowiem

f) Zauwazmy najpierw, ze prosta [ :

o= (1,1,-1)0(~1,21) = 0.

Odleglos¢ prostej I od ptaszczyzny = jest réwna odlegtoéci dowolnego punktu prostej [ od
tej plaszczyzny. Wybieramy dowolny punkt P na prostej I. Przyjmujac z = 0, otrzymamy
y =—1oraz z = 0. Stad P = (0,1, 0). Korzystajac teraz ze wzoru na odlegtoéé¢ punktu
od plaszczyzny otrzymamy

g lory-o+7 6 _, &

VI2+124 (=12 V3

Przyktad 13.2

Obliczy¢ miare kata miedzy:
2 1

£_j-3— = %: -i-iplaszczyznqw: 2¢ —3y—-5=0;

b) ptaszczyznami my : (z,y,2) = (1,6,7) + s(—=1,2,0)+¢(1,1,1), gdzie s,t € R,
T2 (2,y,2) = (3,4,5)+5(0,1,-3) + ¢(1,0,~2), gdzie s,t € R;

z+y—1=0, L z—2y+2z=0,

y—z+3=0, % —r+3y+2z=0.

a) prosta [ :

¢) prostymily : {

Rozwiazanie
a) Miara kata o miedzy prosta | o wektorze kierunkowym 7% i plaszczyzna 7 o wektorze
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normalnym 7 jest okreslona wzorem

17 x 3|

14l |9]

Poniewaz prosta | ma wektor kierunkowy ¥ = (—3,—2,1), a ptaszczyzna m wektor nor-
malny 7 = (2,-3,0), wiec

¢ = arcCCos v+ =7

|(2,-3,0) x (=3,-2,1)|
V(=32 +(—2)2 4+ 12 - V22 +32 + 02
|(_3: _2)"13”

V14 V13

oznacza to, ze prosta [ jest réwnolegla do ptaszczyzy =.

& = arccos

arccos = arccos 1 = 0[rad].

b) W tym przykladzie wykorzystamy fakt méwiacy, ze miara kata miedzy dwiema ptasz-
czyznami jest réwna mierze kata miedzy wektorami normalnymi tych plaszczyzn. Wy-
znaczymy teraz wektory normalne plaszczyzn m i 7. Plaszczyzna 71 jest rozpigta na
wektorach 41 = (—1,2,0), 1 = (1,1,1), a plaszczyzna 7, na wektorach 42 = (0,1, -3),
B2 = (1,0, —2). Wektory normalne 1 i 7i2 tych plaszczyzn maja odpowiednio postaci:
g = x B =(=1,2,0) x (1,1,1) = (2,1, =3),
'iiz = 17.2 X ’T)z = (0, 1,-——3) X (1,0,—2) = (—2,-—3, —1).
Miara kata o miedzy wektorami normalnymi 7, i 72 (a zatem i miedzy plaszczyznami
w1 1 m2) jest réwna

10712]
|* HEY
(2,1, -3) 0 (=2, = >|
V2124 (=32 /(- z>2 +(-1)2

= arccos —i— ~1,28[rad] ~ 73,4°.

= arccos ~——————=— 7

= arccos

c) Katem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat miedzy wektorami kierunkowymi tych

prostych. Wektor kierunkowy %1 prostej {1 : z+ty—-1=0 ma postaé
y—z+3=0
% = (1,1,0) x (0,1, 1) = (—1,1,1),
a wektor kierunkowy %, prostej Il : { i;iysz'i 2:zo=’ 0 postaé

B =(1,-2,1) x (=1,3,2) = (=7, =3,1).

Miara kata o miedzy wektorami @; i 92 (a zatem i miara kata miedzy prostymi Iy i l3)
jest réwna

|1 0 B2
[91] - |2

[(=1,1,1) 0 (=7, =3,1)]

VD2 +12 412 /(=7)2 4+ (=3)2 + 12

5

17

@ = arccos

= arccos

= arccos ~1,19[rad ] ~ 67,9°.

3
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©® Przyktad 13.3
Wyznaczy¢ rzut prostokatny:

y—1 2z+41

a) punktu P = (1,0,—3) na prostg [ : g =g =g

b) punktu P = (0,0, 1) na plaszczyzne 7: 2 +y — 2z + 4 = 0;
c) prostej | : ¢ = y = z na plaszczyzne 7 : ¢+ 2y + 32 —-6=0.
Rozwiazanie

a) I spos6b. Punkt P e l jest rzutem pro-
stokatnym punktu P na prosta [, jezeli spel-
niony jest warunek

—_—

P'PL %,

gdzie ¥ oznacza wektor kierunkowy prostej
l. Niech P = (z,y, z). Wtedy

N
P'P= 1-z,-y,—3-2)
— NN
Wektor P' P jest prostopadly do wektora ¥ = (2, —1,2) wtedy i tylko wtedy, gdy P'P
o ¥ = 0. Wspélrzedne punktu P’ spelniaja zatem uklad réwnan
z _y—1_ =z+1
{ 2 -1 2
(1-z,-y,—3—2)0(2,—-1,2) =0.

Uktad ten jest réwnowazny uktadowi

-z — 2y = -2,
2y + z= 1,
—2r + y — 2z = 4
. . . .. . 10 11
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb = = V=g i="g Zatem
/ 2 10 11
NER N
9° 9 9

II sposéb. Szukany rzut P jest punktem,
w ktérym prosta [ przecina plaszczyzne «
prostopadla do niej i przechodzaca przez
punkt P. Réwnanie plaszczyzny ma postaé

T: 2r—y+4+2244=0.

Prosta ! przedstawiamy w postaci parame-
trycznej

l: z=2t,y=1-t,z = —1+42t, gdzie t € R.

Wspélrzedne punktu P = (2¢,1 —¢t, -1+
2t) wyznaczamy z zaleznosci 2(2t) — (1 —
£) +2(~1+ 2t) + 4 = 0.
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. . / 2 10 1
Stad 9t+1 =0, czyllt:—%, wiec P :( —}——)

979 9
b) I spos6b. Punkt Per jest rzutem prostokatnym punktu P na plaszczyzne 7, jezeli

spelniony jest warunek P/P|| i, gdzie i oznacza wektor normalny ptaszczyzny =. Niech
e —_—

P = (z,y,2). Wtedy P p= (—z,-y,1 — z). Wektor pP'p jest réwnolegly do wektora

—_—

i = (1,1, —2) wtedy i tylko wtedy, gdy P P=k iidla pewnego k € R\ {0} . Wspétrzedne
punktu P spelniaja zatem uklad réwnan

-z -y _ 1-—2z P
Rozwiazaniem tego uktadu jest tréjka liczb
1
' 1 15
P=(-3-33)

T=—=y=—=, z= —. Zatem
3¥T 73 3
IT sposéb Niech | oznacza prosta prostopadla do pltaszczyzny = i1 przechodzaca przez
punkt P. Réwnanie parametryczne tej proste] ma postaé

{z+y—%+4:&

1 1 -2

Uktad ten jest réwnowazny uktadowi

{x+ y — 2z = —4,

|
|

T - y = 0,
1.

2y + =z

l: z=ty=tz=1-2t, gdzie t € R.

Szukany rzut P jest punktem wspdlnym prostej ! i plaszczyzny =. Jego wspdlrzedne

(t,t,1 — 2t) wstawiamy do réwnania plaszczyzny m otrzymujac t +t —2(1 — 2t) +4 = 0.
. 1 / 1 15

Stad 6t +2 =0, wiec t = -3 Zatem P = (—g,—g, §> .

¢) Rzut prostej ! na plaszczyzne © wyzna-

czymy w nastepujacy sposdb. Na prostej [

wybieramy dwa dowolne punkty A1 B. Nla,- .

stepnie znajdujemy rzuty prostokatne A i B

B’ tych punktéw na plaszczyzne =. Rzu- ‘
It
L

|||||""||lll|u...

..||||||||||H“|H”“

|

przez punkty A'i B'. D uproszczenia
obliczei wygodnie jest przyjaé, ze A jest
punktem przeciecia prostej ! 1 ptaszczyzny
m. Wtedy A" = A Niech A4 = (2,9, 2).
Wspédlrzedne punktu A spelniaja uklad
réwnan

e o iy e i 'lmmmmm|“ml”“m|mH

sme 7 bedzie whedy prosta ! pracchodzaca """"INIMMWM T
i)

|

}

””"""h..

T =y =z,
z+2y+3z—6=0.



Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjkaliczbz =1, y =1, z = 1. Zatem A = (1,1,1) = A

Wybieramy teraz dowolny punkt B = (:cl,yl,zl) # A na prostej I. Przyjmujac np.
P— 0, otrzymamy yl = 0 oraz z = 0. Postepujac podobnie jak w punkcie b) tego
369
, T o
Teraz znajdziemy réwnanie prostej | przechodzacej przez punkty A i B . Mamy

przyktadu znajdziemy rzut prostokatny B = ( ) punktu B na plaszczyzne w.

4
=1+ =t
T +7,
! y=1+;]%t, gdzie t € R.
2
Z—].—?t,

Przyjmujac t = 7s otrzymamy uproszczona postaé tego réwnania

, z =1+ 4s,
1 =1+s, gdzie s € R.
z=1-2s,

Przyktad 13.4
Znalez¢ punkt symetryczny do punktu P = (0,1, 3) wzgledem:
a) punktu S =(1,0,-1);

o+l y  z-5
b) prostej ! : 5 =1= 3
c) ptaszczyzny 7 : z +y+ 2z = 0.

Rozwiazanig P
a) Punkt P jest symetryczny do punktu P wzgle-
dem punktu S, jezeli spelnia warunek s
—_— —_
SP =- SP. P
/ —_— g
Niech P = (z,y,2). Wtedy SP = (¢ — 1,y,2z + 1) oraz SP= (—1,1,4). Z warunku
—_— —_—
SP = — SP wynika, ze wspdlrzedne punktu P spelniaja uklad réwnan
z—1=1,
Y= _11
z4+1=—4.
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb z = 2,y = —1,z = —5. Zatem P =
(2,-1,-5).

b) Punkt P Jjest symetryczny do punktu P wzgledem prostej I, jezeli spelnia warunek
—_— —_—

SP = — SP, gdzie S oznacza rzut prostokatny punktu P na prosta l. Znajdziemy teraz
rzut prostokatny S punktu P = (0,1, 3) na prosta

I.z+1__y z—35

-2 1~ 3
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I spos6b wyznaczania S. Niech S = (z,y, z). Poniewaz punkt nalezy do prostej I, wigc

e
spelnia jej réwnania. Ponadto wektor SP jest prostopadly do wektora kierunkowego o tej
e

prostej, wiec spelnia warunek SP o 9 = 0.
Mamy ¥ = (-2,1,3) oraz SP= (—z,1 —
y,3 — z). Wspélrzedne punktu S spelniaja
uklad réwnan P

x+1_y__z—5
{ -2 1~ 3’

(-z,1—y,3—2)0(-2,1,3) =0.

UL

Uklad ten jest réownowazny uktadowi

$+2y =_17 ’
3y — 2z = -5, P

2z — y — 3z = -10.

. . . PR 7 17
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjkaliczbz =0, y = —%, Z= 3, zatem S = (0, 5 5)

II spos6b wyznaczania S. Réwnanie parametryczne tej prostej ma postaé¢ | : = =
—1-2t,y=1t,z=543t, t € R. Punkt S jest punktem przeciecia prostej | z ptaszczyzna
m prostopadla do ! i przechodzaca przez punkt P. Réwnanie plaszczyzny w jest postaci
T: —2z +y+ 3z—10 = 0. Wspélrzedne (-1 — 2t,¢,5 + 3t) punktu S wyznaczymy z

zalezno$ci —2(—1 — 2t) +t + 3(5 + 3t) — 10 = 0. Stad 14t + 7 = 0. Zatem t = -—%, wiec

S = (0, —%, g) . Znajdziemy teraz punkt P'. Niech P' = (z/,yl, z’). Wtedy

e— 1 4 —_
SP = (x'—O,yl+§,zl—§) oraz SP= (0,;—,——%—).
Wspélrzedne punktu P’ znajdujemy z ukiadu réwnan
1
T = 0,
/ " 1 3
Y B 2
ST _ 1
2 2
Rozwiazaniem tego ukladu jest tréjka liczb = 0, yl = -2, z = 4. Zatem P =

(0,—2,4).
¢) Punkt P jest symetryczny do punktu P wzgledem plaszczyzny =, jezeli spelnia wa-

—_— —
runek SP = — SP, gdzie S oznacza rzut prostokatny punktu P na plaszczyzne .
Znajdziemy teraz rzut prostokatny S punktu P = (0,1,3) na plaszczyzne

Tm:z+y+z=0.

I sposéb wyznaczania S. Niech S = (z,y, z). Poniewaz punkt S nalezy do ptaszczyzny

w, wiec spelnia jej réwnanie. Ponadto wektor SP jest prostopadly do tej pltaszczyzny,
wigc jest réwnolegly do wektora normalnego # plaszczyzny =, czyli spelnia warunek
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SP= ki dla pewnego k € R\ {0}. Mamy # = (1,1,1) oraz SP= (—z,1 —y,3 — z).
Wspdtrzedne punktu S spelniaja uktad réwnan
z+y+2z2=0,

-z _1-y 3-=2

11 1

Uktad ten jest réwnowazny ukladowi

. . . .. . 4 1 5
Rozwiazaniem tego uktadu jest tréjka liczb = = —pY=-32= %
IT sposéb wyznaczania S. Zauwazmy,
ze prosta | : 1 = t,y = 14tz =
3 +t, gdzie t € R, przechodzi przez punkt
P 1 jest prostopadla do plaszczyzny .
Punkt S = (¢,1 + t,3 + t) jest punk-
tem przeciecia prostej ! i plaszczyzny .
Jego wspdlrzedne wyznaczamy z zaleznosci

4
t+(14+1t)+(3+1t)=0.Stad t = -3 2
4 15
t S = (_'_) — 3
em 3°73'3
punkt P'. Niech P’ = (zl,yl,zl). Wtedy

) . Znajdziemy teraz

\J

N“Hllﬂl!lluummn

—/ ' 4 1 5
(e )
P=lzt+gv+zr—3
oraz
- 4 4 4
- (449
3’3’3
Wspélirzedne punktu P’ znajdziemy z uktadu réwnanh
RIS
33
' 1 4
y + 3= "3
1 4
z — = = —=.
3 3
. . . .. . / 8 5 1 /
Rozwiazaniem tego ukiadu jest tréjka liczb z = —3p Y =3z = 3 Zatem P =

8 51
(_5’ R 5) ’
Przyktad 13.5
Znalez¢ rzut ukosny w kierunku wektora @ = (1,-1,1):
a) punktu P = (0, 1,0) na plaszczyzne 7 : z + 3y — 6 = 0;
b) prostej [ : 2 = —2y = 3z na plaszcayzne 7: z+y+2—5= 0.
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Rozwiazanie

a) Rzut punktu P na plaszczyzne 7 w kierunku wektora @ jest punktem przecigcia proste]
I, o wektorze kierunkowym b, poprowadzonej przez punkt P, z plaszczyzna m (rysunek).
Znajdziemy najpierw réwnanie prostej ! o wektorze kierunkowym @ = (1,~1,1) prze-
chodzacej przez punkt P = (0,1,0). Mamy

&4

|

Hl

W

WMn\U‘\mllmm“\"lNuw"'

..|||||”"m

Wyznaczymy teraz punkt P = (z,9,2) P

przeciecia proste] [ z plaszczyzna .

Wspélrzedne tego punktu spelniaja uklad

réwnan h

r _ y—1_ =z

{ T

z+3y—6=0.

Rozwi@zBa,niem tego ukladu jest tréjka liczb

5
3 5 3

(_5’ 2’ _§> '

b) Rzut prostej ! na plaszczyzne © w kie-

runku wektora i wyznaczymy w nastepu-

jacy sposéb. Na prostej ! wybieramy dwa B

dowolne punkty f} 1 B,/ Nastepnie znajdu- ’

jemu ich rzuty A i B na plaszczyzne =« T 7

w kierunku wektora @. Rzutem prostej [ ||||H"}‘|"‘\')‘)u'lll.m““““ml”’“m

bedzie wttledy prosta ! przechodzaca przez mt "ﬂmu

punkty A i B (rysunek). Dla uproszcze-

nia obliczen wygodnie jest przyjaé, ze A

jest punktem przecigcia prostlej | z plasz-

czyzna ©. Wtedy oczywiscie A = A. Niech

A = (z,y, z). Wspétrzgdne punktu A spel-

niaja uklad réwnan

.

unu“

:

T =—c,y=-,2 = -—%. Zatem P’ =
-
na plaszczyzne © w kierunku wektora @ m“mm

]

T = —2y =3z,

z+y+2z—5=0.
Rozwiazaniem tego uktadu jest tréjkaliczb £ = 6, y = —3, z = 2. Zatem A = (6, -3,2) =
A Wybieramy teraz dowolny punkt B = (z/,y’,zl) # A na prostej . Przyjmujac
np. z =0 otrzymamy yl = 0 oraz z = 0. Postepujac podobnie jak w punkcie a)
tego przykladu znajdziemy rzut B = (5,—5,5) punktu B na plaszczyzne = w kierunku
wektora . Teraz znajdziemy réwnanie prostej ! przechodzacej przez punkty A1 B,

Mamy
r = 6 — t{
I:{y=—3—2t, gdzie t € R.
z = 2 4 3t
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® Przyktad 13.6
Obliczy¢ objetosci i pola powierzchni bryt ograniczonych podanymi ptaszczyznami:

a) z=0,y=2,z=-1, z+y+2=6;

b) z=1,2=2,2—-y=0,2—-y=3, y+2z=0, y+2z=4.

Rozwiazanie

a) Bryla rozwazana w zadaniu jest czworos$cianem, ktéry ma trzy parami prostopadile

plaszczyzny. Wyznaczymy najpierw wierzchotki A, B,C, D tego czworoécianu. Wspél-
rzedne tych wierzchotkéw spelniaja odpowiednio uktady réwnan

z =0, z =0, z =0, y =2,
y =2, y =2, z= -1, z= -1,
z=-1, T+y+z=286, T+y+z=026, T+y+z=6.

Po rozwiazaniu tych uktadéw otrzymamy A = (0,2,-1), B = (0,2,4), C = (0,7,~—1)
oraz D = (5,2, —1). Poniewaz czworoécian ABC D jest rozpiety na wektorach

_— — —
AB= (0,0,5), AC=(0,5,0), AD= (5,0,0),
wigc jego objeto$¢ V' mozna obliczyé wykorzystujac iloczyn mieszany wektoréw. Mamy

ey 0 0 5
|V)=%|<AB,AC’,AD>|_—|det [ 005 0 } |—1§—5.
5 0 0

Do obliczenia powierzchni catkowitej S czworoécianu ABC D wykorzystamy iloczyn wek-

torowy. Mamy DB= (-5,0,5) oraz DC= (-5,5,0). Zatem

S = SaaBc + SaaBp + Saacp + Sapse

=%(IEXZE|+|A—B>X:4_D>|+IZE><A—D>I+|1EXBZ‘ )

1 17k 11k 1]k i3k
=3 [loos|l+lloosi|l+]|{os50(|+]|{=505]]
050 500 500 550

= —([—25z|+l25]|+|—25k|+|—251—25]—25 k|) = (75+25«/—)

b) Bryla rozwazana w zadaniu jest réwnolegloécianem ABCDA'B'C'D’. Do oblicze-
nia objetosci i pola pow1erzchm catkowitej tego réwnolegloécianu wystarczy znajomosé
punktéw A, B, D i A Wspétrzedne tych punktéw spelniaja odpowiednio uktady réwnar

Tz =1, =1, z =1, T =2,
z—y=0, T —y =3, z—y=0, z—-y=0,
y+2z=0, y+2=0, y+z=4, y+z=0.

Po rozwiazaniu tych ukltadéw otrzymamy

A=(1,1,-1), B=(1,-2,2), D=(1,1,3), A" = (2,2,-2).
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Poniewaz rozwazany réwnolegloscian jest rozpiety na wektorach

—

AB=(0,-3,3), AD= (0,0,4), AA'=(1,1,-1),

wigc jego objeto$é mozna obliczyé ze wzoru

0
0 | =12,
1

|V|=‘<AB,AD,AA’)[=|

Pole powierzchni catkowitej S wyraza sie wzorem

S=2 (SoABCD +Soapp a’ t SOAA'D’D)

=2<|EXEI+IEXE|+IEXB|)

1]k 17 K 17 k
=2|||0-=33(]+]{0o=3 3 ||+]|11-1]]
0 0 4 11 -1 00 4

= 2(] =128 + |37+ 3k| + |47 — 47]) = 2 (12 + 3v2 + 4V2) = 24 + 14/2.

©® Przyktad 13.7
Obliczy¢ pole tréjkata utworzonego przez parami przecinajace si¢ proste:

=3 'y _ z+3

I.:L‘_g_i 1‘2—3_y—-3_z—3 ! y
YTT1Tr o T 93T Se T3 0 -3

Rozwiazanie

Znajdziemy najpierw punkty przecigcia tych prostych. Niech A bedzie punktem przeciecia
prostych l; i l3, B punktem przeciecia prostych !; i l; oraz C punktem przeciecia prostych
I3 1 l3. Wspélrzedne punktéw A, B, C spelniaja odpowiednio uktady réwnan:

T_y¥_2 T_y¥_2 -3 'y z+3
1 1 1’ 11 1’ 3 0 3’

z—3_2_z+3 z—3 y—3 z-3 r —3 y—3 z—3
3 0 =3’ 0o~ -3 -6 0 - -3 7 -6

Rozwiazaniami tych uktadéw sa odpowiednio tréjki liczb:

Zatem A = (0,0,0), B = (3,3,3), C = (3,0,-3). Pole S tréjkata ABC mozna obliczy¢

Z€ WZOoru
11— = 1
s =348 x40 | = 13,3, x 3,0,-3)]
s
1,2 1 < - - 9
=-]133 3 ||==|-914185 - 9k| = =/6.
27130 -3 2 2
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Zadania
O Zadanie 13.1
Obliczy¢ odleglosé:
a) punktu P = (1,-2,3) od plaszczyzny 7: r+y— 3245 = 0;
b) plaszczyzn réwnoleglych m1 : 224+ y—22=0,m: 20 +y — 22 — 3 = 0;
¢) plaszczyzn m @z —2y+224+5=0, 71'2 3z —6y+62—-3=0;

d) punktu P =(0,1,—1) od prostej { : 5 = —-y—l- %;

, -1 y+1 z oz _y—-1_ z-3
e) prostych réwnoleglych [; : —— = 2 =7 Iy =7 =5
f) prostych skosnych [; : { L= 0 : {

-9 y—-2 =z +7 2-2
g) prostych {y : T3 T 2._2_ g = 5

=2+t
h) prostej ! : { y=—-3+4+2t, gdziet € R, od plaszczyzny 7 : 2z 4+ y+ 4z = 0.
z=2—1,

O Zadanie 13.2
Obliczy¢ miare kata miedzy:

-3 -1 2
a) prostql:x =Y s

1 plaszczyzng 7 : z — 2z = 0;

2 0 -3
b) plaszczyznami m iz —2y+32-5=0,m: 2r+y—2+3 =0;
r=1-t, r =32t
¢) prostymi l; : y=—-2+1t, gdziete R, Iy: y=4-—t, gdziete R.
z = 3t, z =14 3t,

O Zadanie 13.3
Znalei¢ rzut prostokatny:
a) punktu P = (—3,2,0) na plaszczyzne 7 : ¢ +y+ 2z = 0;
b) punktu P = (-1,2,0) na prostag [ : ¢ =y = z;

-3 y—95 z+1

¢) prostej { : =5 =7

na plaszczyzne 7 : z + 3y — 22 — 6 = 0.

O Zadanie 13.4
Znalez¢ punkt symetryczny do punktu P = (2,3, —1) wzgledem:
a) punktu S = (1, -1, 2);
., Jx+y=0,
b) prostej I : { ytz=0
¢) ptaszczyzny 7 : 2z —y+ 2z —6=0.

O Zadanie 13.5
Znalez¢ rzut ukoény w kierunku wektora ¥ = (2, 3, —1):
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a) punktu O = (0,0,0) na ptaszczyzne m: z — 2248 = 0;
b) prostej l: z—1=y+1=2—2naplaszczyzne m: z —y+2—-1=0.

Zadanie 13.6

Obliczy¢ objetoéci i pola powierzchni bryt ograniczonych podanymi ptaszczyznami:
ayz=1,y=-1,z=3, z+y+2=25;
bye—y=1l2z—-y=5,2+2:=0,c+22=3,z2=-1,2z=4.

Zadanie 13.7
Obliczy¢ pole tréjkata utworzonego przez proste:

r = —2+4 2t, z =0, z = —2p,
L y=0, ls - y=3+3s, lIs: y=3-—3p, gdziet,s,p€e R.
z = 4, z = —4s, z =0,

Zadanie* 13.8
z—1 y—4 z-—3

Niech A = (1,-1,3), B = (0,2,5). Na prostej { : =5 =3 znalezé
punkt C taki, ze pole tréjkata ABC bedzie najmniejsze.

Zadanie* 13.9
Dane sa réwnania dwéch ptaszczyn

m o 3r—4y—122=0, my: 4+ 12y+32—-13 =0.

Znalezé réwnania plaszczyzn, ktore sg dwusiecznymi katéw dwusciennych utwo-
rzonych przez plaszczyzny m; 1 ms.

Odpowiedzi i wskazowki

13.1 a) \/s”ﬁ§ b) 1; ¢) 2; d) \/g; e) V14; f) 1; g) g; h) %\/ﬁ

1 3
13.2 a) a = arccos ~ 1,37[rad] = 78,7°; b) o = arccos ~ 1,24[rad] =~
) e~ 1,37(xad] ) S 12 (rad)]
10
70,9°%; ¢) a = arccos —— = 0,63 [rad] = 36, 3°.
) Jrsg 063 Lrad]
8 71 111 oo —1 y—1 z+1
13.3 ——,—=1;b (-—,—,—); [ = = .
a)( 33 3) Y\5333)9 1 1 2

13.4 a) (0)_5»5)) b) (_%7_23_%)1 C) (671»1)

T+ 2 _y+ 4 _z+ 1

4 ~ 5 T 1

4

13.6 a) |V| = 2, S| =9; b) [V| =60, |S| =2 (15v/2 + 20V/5 + /4154) .
13.7 S = /61.
13.8* Wskazéwka. Punkt C jest punktem, w ktérym realizuje si¢ najmniejsza odleglosé
miedzy prostymi ABil, C = (%, %,4) .
13.9*% 7 + 16y + 152 — 13 =0, Tz + 8y — 92 — 13 = 0.

13.5 a) (—4,-6,2); b) I :
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Czternasty tydzien

Wzajemne polozenia punktéw, prostych i plaszczyzn (5.8). Zastoso-
wanie rachunku wektorowego w mechanice (5.5).

Przyktady

Przyktad 14.1
Punkty A = (0,0,0), B = (4,0,0), C = (0,6,0), D = (0,0,8) sa wierzchotkami
czworo$cianu. Wyznaczyé érodek 1 promient kuli opisanej na tym czworo$cianie.

Rozwiazanie
Niech S = (z,y,z) bedzie $rodkiem, a R promieniem kuli opisanej na czworo$cianie
ABCD. Wtedy

|SA| = |SB| =|SC|=|SD|=R.

Zapisujac te réwnosci w formie uktadu réwnan otrzymamy
VE— 0+ — 07 + (-0 =/ -9 + (s -0/ + (- ~ O,
V(e =4 +(y = 0)> + (2 = 0)> = /(s = 0)? + (y — 6)* + (z — 0)?,
V(=024 (y =6+ (2 =02 = /(2 =02+ (y — 0 + (2 - 8)*,

Stad
T =2,
—2z + 3y =35,
—3y+4z=T1.

Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest trdjka

T =2,
y=3,
z=4.

Zatem S = (2,3,4). Obliczymy teraz promieri kuli opisanej na czworoécianie ABCD.
Mamy

R=|SA=+/(2-0)2 4 (3 -0)2 + (4 — 0)2 =/29.

Przyktad 14.2

W chwili tg = 0 z punktu S = (4, -3, 1) [km] wystrzelono prostoliniowo rakiete
z predkoscia v = 3km/s, nadajac jej kierunek wektora @ = (1,1,5). Wyznaczyé
potlozenie rakiety w chwili ¢; = 16 s.

Rozwiazanie
Rakieta porusza si¢ po linii prostej o réwnaniu parametrycznym (zapisanym w formie
wektorowej) 7 = 7o + ¥ - t, gdzie T jest promieniem wodzacym punktéw na prostej,

To = (4, —3,1) jest promieniem wodzacym punktu S, ¥ = v- B

li] — 3

(1,1,5) wektorem
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predkosci rakiety, a t oznacza czas. Rakieta w chwili t = 16 s znajduje si¢ w punkcie o
promieniu wodzacym

y 16 16 16 80
F=(4,-3,1)+-—7(1,1,5)= [ 44+ —=, 34+ —=, 14+ — | .
) 3( ) ( V3 V3 V3

Przyktad 14.3

Na pochylym plaskim terenie wytyczono tréjkat réwnoboczny ABC. Wzniesienia
nad poziom morza punktéw A, B, C sa réwne odpowiednio hy = 100 m, hg =
200 m, h¢ = 150 m. Obliczy¢ wzniesienie nad poziom morza srodka tego trojkata.

Rozwiazanie

Sytuacje omawiana w zadaniu 2
przedstawiono na rylsunk/u obok.
Na rysunku A, B, C ozna-
czaja rzuty prostopadle odpo-
wiednio punktéw A, B,C na
plaszczyzng zOy (poziom mo-
rza). Poniewaz przy rzutowa-
niu prostopadlym na plasz-
czyzne trzech wspdtliniowych
punktéw, zachowuje si¢ sto-
sunek odlegloéci miedzy tymi
punktami, wiec rzut S punktu
S dezi? s:rOfikiem masy tréj-
kata A B C . Poniewaz S$ro-
dek masy dowolnego tréjkata
jest punktem wspdlnym $rodko-
wych tego tréjkata, wiec hs =
%(h,; + hp + hc) = %(100 +
200 + 150) = 150 [m].
Wazniesienie érodka S tréjkata ABC nad poziom morza wynosi hs = 150. W rozwa-
7aniach nie bylo istotne, ze AABC jest 1éwnoboczny. Powyzsze rozwiazanie zapiszemy

korzystajac z rachunku wektorowego. Niech 74, 7B, T¢ oznaczaja promienie wodzace
odpowiednio punktéw A, B,C. Wtedy wektor wodzacy srodka masy wyraza si¢ wzorem

- 1. " 5
TS:§(TA+"'B+7'C)~

(hA+hB +hc) = 150[m].

W=

1
Stad zs = 3(2A+ZB+ZC) =

Przyktad 14.4 .

Obliczyé sume momentéw sit F, = (-1,2,3) oraz Fy = (0,1,-5) wzgledem
punktu O = (2,3, —1), jezeli sily te sa przytozone odpowiednio w punktach P =
(0,0,0,) oraz P, = (1,-3,4).

Rozwigzanie
Moment M sity F przylozonej w punkcie P, rozwazany wzgledem punktu O, wyraza sig
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wzorem M =OP x F. Niech M1 1 M2 oznaczaja odpowiednio momenty sit Fl 1 FQA
Wtedy

My = OPy xFi = (=20—3j+E) x (=7 +27+3k)
—3k—]—4k—2i+6]—91=—113+55 — Tk.

oraz
Mo = 0P x B = (=i-6j+5F) x (5—5F)
= —k—5i—5]+307 =25;—5] — k.
Moment wypadkowy tych sil jest zatem réwny

M= M+ M, = (=111 + 5] - 7k) + (251 — 55 — k) = 147 — 8F.

Przyktad 14.5

Ptaski stok opada w kierunku poludniowo-wschodnim pod katem o = 30°. Nad
stokiem trzeba przeprowadzi¢ w kierunku z zachodu na wschéd poziomy prostoli-
niowy rurocigg. Podpory podtrzymujace rurociag ustawia si¢ co d = 10 m (dtugosci
rurociagu). Obliczy¢ wysokoscl kilku poczatkowych podpdr rurociagu.

Rozwigzanie

Sytuacj¢ opisang w zadaniu przedstawiono na rysunku ponizej. Uktad wspdtrzednych
dobrano w ten sposdb, aby rurociag wychodzil z ziemi w punkcie przebicia stoku z osia
Oz , a 0$ Oy lezala pod rurociagiem.

d
Ry Ry\R3 ] ! (rurociag)
C —r—¢

hy A
7 (stok) s, 2
S, podpory

S3
o wschéd

Y

x potludnie

Poniewaz pilaszczyzna 7 (stok) opada w kierunku potudniowo-wschodnim pod katem

T y . .
—= + —=+ 2z = ¢, gdzie C = (0,0,c¢) jest
%t g (0,0,¢)
punktem przebicia rurociagu z osia Oz. Ponadto, skoro prosta ! (rurociag) przebiega
poziomo z zachodu na wschdd, wiec jej réwnanie ma postaé

a = 30°, wicc jej réwnanie ma postaé m :

—~
N o8
Il

Oy
t, gdzie t € R.
CY
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Wysokosci podpdr beda réwne odlegtosciom punktéw R, rurociagu od punktéw S, stoku,
gdzie n = 1,2,3,... . Poniewaz podpory sa mocowane co d = 10 m, wiec punkty moco-

wania maja wspdlrzedne
10n
0,10m,¢c — —2 |
( \/6)

. 10 . . .
gdzie n = 1,2,3,.... Stad hn = |[RnSn| = _En’ gdzie n = 1,2,3,.... Przyjmujac

Il

R, =(0,10n,¢c), S

n =1,2,3 otrzymamy h; =~ 4,08 m, h, = 8,16 m, hz ~ 12,25 m.

Przyktad 14.6

Hala widowiskowa ma ksztalt tréjkata prostokatnego ABC o przyprostokatnych
AB =90 m, BC = 120 m. Ptaski dach nad ta hala oparty jest na trzech pionowych
podporach zamocowanych w punktach A, B, C. Wysokosci tych podpér sg réwne
odpowiednio hy = 15 m, hp = 20 m, h¢ = 25 m. Obliczy¢ pole powierzchni tego
dachu.

Rozwiazanie .
Sytuacje omawiang w zadaniu przedsta- c
wiono na rysunku nizej. Wspdlrzedne ,
wierzchotkéw A‘, BI, C' dachu sa wtedy
réwne A' = (90,0,15), B' = (0,0,20),
c = (0,120,25). Do obliczenia pola
powierzchni dachu wykorzystamy iloczyn '
wektorowy. Pole tréjkata rozpigtego na B
wektorach a, b wyraza sie wzorem S = c Y

1 . - L. 1
§|ax b|. Zatem pole tréjkata A'B'C" wy-

raza sie wzorem

dach he

hp

—_

1 _/—>/ "o
SAA'B'C'=§ AB x AC

Obliczymy teraz wektory AIBI, Ac. Mamy A'B'= (—=90,0,5), AC = (=90,120, 10).
Zatem

A A i 7k iP5k
Saap'e’ = | =90 0 5 /[=25[| ~18 0 1 |[=25]| -18 0 1
—-90 120 10 -9 12 1 -27 12 0

= 25| —12i+ 95 — 216k| = 25v/127 + 97 + 2167 = 75\/5209 ~ 5413 [m?] .
Pole powierzchni dachu jest réwne w przyblizeniu 5413 m2.

Przyktad 14.7

W punktach P, = (0,1,-3), P, = (7,-3,2), P;s = (1,4, 2) umieszczone sa odpo-
wiednio masy my; = 3, my = 1, m3 = 2.

a) Wyznaczyé potozenie srodka masy tego uktadu;

b) Obliczy¢ moment bezwtadnosci podanego uktadu mas wzgledem osi Ox:;
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¢) Obliczyé moment bezwladnoéci podanego uktadu mas wzglgdem proste;
l:z=y=3z

d) Obliczyé site przyciagania grawitacyjnego masy M = 4 znajdujace] si¢ W po-
czatku uktadu wspélrzednych przez podany uktad mas.

Rozwiazanie

a) Wektor wodzacy 7 $rodka masy uktadu punktéw materialnych o wektorach wodzacych

7: i masach m;, gdzie 1 <1 < n, wyraza sie wzorem

miT+maTe + ...+ maTn
mi1+ma2+ ...+ mn '

W ukladzie punktéw materialnych rozwazanym w zadaniu mamy:

71 =(0,1,-3), P2 = (7,-3,2), 73 = (1,4,2) oraz m; = 3, mz = 1, ms = 2. Zatem

T =

o o I
7 miT1 + maT2 +maTs
my + mz +ma3

[3(0,1, —3) + 1(7,—3,2) + 2(1,4,2)] = (% 4 _l> .

I

O | =

Srodek masy tego uktadu jest w punkcie
C = (iy 1 _l> ,
2°3 2
b) Moment bezwladnosci podanego uktadu mas wzgledem osi Oz wyraza si¢ wzorem
Lo =mi (y] +25) +ma (5 +25) + ma (v +23),
gdzie P; = (z1,y1,71) dla 1 € < 3. Zatem dla podanego ukladu mas mamy
I, =3(1+9)+1(9+4) +2(16 +4) = 83.
c) Moment bezwladnosci ukladu mas wzgledem prostej ! wyraza sie wzorem
I =mid® + mzdg + mad2,

gdzie d; jest odlegtoscia punktu P; od prostej I dla 1 < @ < 3. Niech P(t) = (3t,3t,1),
gdzie t € R, bedzie biezacym punktem prostej I. Wielkosci d?, d2, d2 wyznaczymy mi-
nimalizujac kwadrat dlugosci odcinka laczacego punkty P(t) i P; dla 1 <1 < 3. Mamy
zatem

F(t) = |PiP@))* = (3t)% + (3t — 1) + (¢t + 3)% = 19¢* + 10,

9(t) = |P.P(1)]> = (3t = 7)% + (3t + 3)> + (t — 3)* = 19t — 28t + 62,

h(t) = |PsP(t)° = (3t — 1)® + (3t — 4)® + (t — 2)° = 19> — 34t + 21.

Zauwazmy, ze funkcje f,g,h sa tréjmianami kwadratowymi postaci at? + bt + ¢, gdzie

a > 0. Zatem warto$ci najmniejsze przyjmuja w punkcie ¢ _; = 3 Stad
a

in

2_f o) = 2, = £>_2§% 2 h = (E)_l_lg
dl—fmin_f(o)_lo’ dz_gmln_—g(lg - 19’ da_hmin_h 19 - 19'
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Tak wiec
1662

19
d) Sita przyciagania grawitacyjnego masy M = 4 o wektorze wodzacym 7o = (0,0, 0)
przez uklad punktéw materialnych wyraza sie wzorem

I =3d? +d} +2d2 =

- ’7‘ ;‘2 — ’7‘0 1‘3 - ’I‘o
F=G6M = = )
(Im—rl" S o C A N >
gdzie G jest stala grawitacji. Mamy wiec
. 0,1,-3) (7,-3,2) (L4,2)
F = 4G .1 -3 -1
[ 10 t e T

_ G<542 8236 _8818)
- 651’ 3255’ 3255

Przyktad 14.8

Radiowa stacja nastuchowa sklada si¢ z dwdch prostoliniowych anten zawieszo-
nych na dwéch parach pionowych stupéw. W kazdej parze stupy ustawione sa w
przeciwleglych wierzchotkach prostokata ABCD o bokach AB = 40 m i AD =
30 m. Wysokoéci stupéw ustawionych w punktach A, B, C, D sa réwne odpowied-
nio hy = 15 m, hp = 20 m, h¢ = 30 m, hp = 25 m. Obliczy¢ najmniejsza
odlegtos¢ miedzy antenami.

Rozwiazanie

Sytuacje opisana w zadaniu przedstawiono na rysunku nizej. Osie Oz i Oy uktadu wspél-

rzednych pokrywaja sie¢ z bokami prostokata, a 0§ Oz pokrywa sie z Jednym ze slupow

W tym ukladzie wspdlrzednych w1erzcholk1 stupdw, tJ punkty A B C D' , maja

wspolrzgdne (podane w metrach) A = = (30,0, 15), B’ (30,40,20), Cl (0,40,30),
= (0,0,25). Réwnanie odcinka anteny przechodzacej przez punkty AI, C' ma postaé

., z = 30 — 30t
AC < y=40t, gdzie t € [0,1],
z =15+ 15¢,

a réwnanie odcinka anteny przechodzacej przez punkty D'iB postaé

., z = 30s,
D B : y = 40s,
2= 25— 5s,

gdzie s € [0,1]. Szukana najmniejsza odlegtos¢ d miedzy tymi antenami jest odlegloscia
miedzy odcmkaml A'c i D B Odleglosé ta jest réwna odleglosci dowolnego punktu
odcinka D' B’ (np punktu D' ) od plaszczyzny 7 zawierajacej odcinek A'C'i réwnoleglej
do odcinka D'B’. Znajdziemy teraz réwnanie plaszczyzny w. Wektor normalny i tej
plaszczyzny ma postad

—_  —

#=A'C' x D'B'=(—30,40,15) x (30,40, —5) = 100(—8, 3, 24).
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Poniewaz plaszczyzna m zawiera punkt A = (30,0,15) i ma wektor normalny #; =

llmﬁ = (-8, 3,24), wigc jej réwnanie ma postaé
m: —8(z —30)+3(y —0) +24(z — 15) =0, stad =: —8z + 3y + 24z — 120 = 0.

Skorzystamy teraz ze wzoru na odleglo$§¢ d punktu Po = (zo,yo,20) od plaszczyzny
7: Az + By+Cz+ D = 0;
_ |A$o + Byo + Czo + DI

VA2 + B? + C? '
Odleglos¢ punktu D' = (0,0,25) od plaszczyzny 7 : —8z + 3y +24z — 120 = 0 jest zatem
réwna

d

g |=8:0+3 042425120 _ 480

(—8)2 + 32 + 242 V649

Dla pelnoéci rozwazai niezbedne jest jeszcze sprawdzenie, czy najmniejsza odleglosé

~18,84[m].

miedzy prostymi przechodzacymi przez punkty AI, C' oraz DI, c’ jest realizowana przez
1 1 1 1/

punkty odcinkéw A C 1 D C . Sprawdzenie, ze tak jest w tym przypadku, pozostawiamy

Czytelnikowi.

Zadania

O Zadanie 14.1

Trzy stacje radiolokacyjne Sy, Sp, S3 umiesz-
czone s3 w wierzcholkach trojkata prostokat-
nego o przyprostokatnych {; = 300km, [, =
400 km (rysunek). Pomiary odlegltosci rakiety
R od tych stacji daty nastepujace wyniki d; =
300km, dy = 400 km, d3 = 400 km. Obliczy¢,
na jakiej wysokosci h leciata rakieta.
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O Zadanie 14.2
Crzasteczka porusza sie po linii prostej ze stala predkoscia. W chwili ¢, = 2 cza-
steczka znajdowala si¢ w punkcie P, = (0,-2,5), a w chwili ¢, = 3 w punkcie
Py =(2,3,3). Znalezé polozenie Py tej czasteczki w chwili ¢ = 0.

O Zadanie 14.3
Na pochylym ptaskim terenie wytyczono kwadrat A; As Az A4. Wzniesienia nad
poziom morza punktéw Ay, Ay, Az wynoszg odpowiednio h; = 100 m, hy = 110 m,
h3z = 160 m. Obliczy¢ wzniesienie hy punktu A4 nad poziom morza.

O Zadanie 14.4

Trzy punkty materialne o masie m
przymocowane sg do niewazkich ramion
o dtugosci [, ktére tworza miedzy soba
katy 120° (rysunek). Uktad ten osa-
dzony jest na poziomej osi 1 moze obra-
caé sie wokdt niej. Uzasadnié, ze uktad
ten pozostaje w réwnowadze, niezalez-
nie od polozenia poczatkowego.

O Zadanie 14.5

W celu okreslenia kata nachylenia ptaskiego nasypu do poziomu, wykonano po-
miary kata nachylenia tego nasypu w kierunku wschodnim i poludniowym. Po-
miary te daly nastepujace wyniki: w kierunku wschodnim nasyp wznosi si¢ pod
katem « = 30°, a w kierunku poludniowym opada pod katem [ = 45°. Obliczy¢
kat nachylenia tego nasypu do poziomu.

T

‘J ‘]m >

1

O Zadanie 14.6

Siatka maskujaca obiekt wojskowy za-
czepiona jest na trzech masztach (rysu- ”””m”’
nek). Maszty te maja wysokoéci hy = l
5m, hg = 7m, h3 = 10m 1 ustawione \
sa w wierzchotkach tréjkata réwnobocz-

nego o boku a = 20m. Obliczy¢ pole a
siatki maskujacej.

|

hi

!

J

hs

O Zadanie 14.7
W wierzchotkach szescianu o krawedzi a = 10 umieszczone sa punkty materialne o
masach odpowiednio: m; =1, my =2, mzg=3, mg=4, ms =95 mg=6 mr =171,
mg = 8 (rysunek).
a) Okresli¢ potozenie srodka masy tego ukltadu;
b) Obliczyc moment bezwtadnosci podanego uktadu mas wzgledem osi Oz;

¢) Obliczyé¢ moment bezwladnodci podanego uktadu mas wzgledem osi taczace;
masy mg 1 mry;
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z

Co

d) Obliczy¢é site przyciagania grawitacyjnego masy ms przez ukiad pozostaltych
siedmiu mas.

O Zadanie 14.8
Nad Wroclawiem przebiegaja dwa prostoliniowe korytarze powietrzne dla samolo-
téw. Pierwszy z nich przebiega poziomo na wysokosci h; = 1000 m ze wschodu na
zachéd. Natomiast drugi przebiega z potudniowego-wschodu na pétnocny-zachéd
i wznosi sie pod katem o« = 10° Samoloty poruszajace si¢ tym korytarzem prze-
latujg nad Wroctawiem na wysokosci hy = 3000 m. Obliczy¢ najmniejsza mozliwa
odlegtoéé miedzy samolotami lecagcymi tymi korytarzami.

Odpowiedzi i wskazéwki

14.1 h = 2;Lox/u ~ 221 km.
14.2 Py = (—4,—12,9).
14.3 hy = 150 m.

14.4 Wskazéwka. Wykazaé, ze suma momentéw sil cigzkosci tych punktéw materialnych,
wzgledem osi obrotu, jest réwna O.
2
2 o~ 26,60
V5 Y
14.6 S = 10/319m>.
55 65
14.7 a) (zo, %o, 20) = (5, g ) b) 4000; ¢) 3200;

9 -7
d) 25<\/'+i+7 \/_-i—S—ﬁ—¥—4>,gdzieGjeststalqgra—

14.5 cosp =

4
witacjl.
14.8 dmin = (h2 — h1) cos o = 2000 cos 10° = 1970 m.
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